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PARTE  SECONDA 


DINAMICA 


CAPO  I. 
v 

DKI/L  URTO  DE  CORPI  SFERICI. 

236.  Le  questioni  che  risguardano  l’urto  dei  corpi  sferici,  si 
possono  facilmente  risolvere  con  que’  soli  principii  che  abbiamo  già 
esposto  e dichiarato  nelle  nozioni  preliminari:  egli  è perciò  che 
quantunque  la  teoria  dell'  urlo  appartenga  al  moto  dei  sistemi,  pur 
nondimeno  può  esser  per  noi  svolta  e stabilita  indipendentemente 
dalle  leggi  generali  del  moto  di  un  punto  o di  un  sistema.  Da  que- 
sta teoria  particolare  abbiamo  divisato  d' incominciare  la  Dinamica 
de'  corpi  solidi. 

237.  KlMwtlHtà  de'  eorpi  : urto  diretto  ed  obliquo.  Nella 
teoria  dell’  urto  conviene  distinguere  i corpi  elastici  dai  corpi  molli  : 
si  chiamano  elastici  que’  corpi , i quali  essendo  stati  compressi  per 
l’urto  ed  avendo  cosi  cangiato  la  loro  forma,  al  cessare  (Iella  forza  di 
compressione,  ripigliano  o tendono  a ripigliare  la  forma  di  prima  ; 
si  dicono  poi  non  elastici  o molli  quegli  altri  corpi,  nei  quali  le  mo- 
lecole, dopo  lo  spostamento  cagionalo  dall’  urlo  o dalla  percossa,  non 
tendono  a ricuperare  il  posto  primitivo,  ma  nello  nuove  situazioni  si 
rimangono  tra  loro  in  equilibrio.  Nessuno  dei  corpi  in  natura  è forse 
perfettamente  elastico  o molle,  ma  si  trovano  tutti  in  uno  stato  com- 
preso tra  la  perfetta  elasticità  e la  mollezza  perfetta:  noi  nell’ urlo 
de’  corpi  considereremo  prima  i due  casi  estremi  ; o ci  faremo  quindi 
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a trovare  le  forinole  pei  corpi  imperfettamente  elastici,  quali  ce  li 
presenta  la  natura. 

L’ urto  tra  due  corpi  può  essere  diretto  ovvero  obliquo,  centrale 
od  eccentrico.  Se  i centri  di  gravità  dei  due  corpi  che  vanno  ad  ur- 
tarsi, si  muovono  sopra  una  medesima  retta  perpendicolare  al  piano 
tangente  nel  punto  di  contatto,  allora  l’ urto  è diretto  e centrale;  se 
poi  la  linea  retta  su  cui  cammina  il  centro  di  gravità  di  uno  dei  cor- 
pi, è normale  al  piano  tangente,  ma  non  passa  pel  centro  di  gravità 
dell’altro  corpo,  l' urlo  sarà  diretto  ed  eccentrico  : in  fine  se  al  piano 
tangente  nel  punto  di  contatto  non  riesce  normale  la  retta  percorsa 
dal  centro  di  gravità  dell’  uno  o dell’  altro  corpo,  l’ urto  allora  si  di- 
ce obliquo. 

Quando  i corpi  sono  sferici  ed  omogenei  al  aleno  in  ciascuno  degli 
strati  concentrici,  l’ urto  diretto  è anche  centrale  ; perchè  in  essi  il 
centro  di  gravità  coincide  sempre  col  centro  di  figura.  Nel  capo  pre- 
sento ci  restringiamo  alla  considerazione  di  questi  soli  corpi  ; e la 
questione  che  dobbiamo  trattare,  è questa  : date  le  masse  e le  veloci- 
tà con  cui  si  urlano  a vicenda  due  sfere  omogenee  e animate  da  un 
moto  rettilineo  ed  uniforme  di  traslazione,  determinare  le  loro  velo- 
cità dopo  /’  urto. 

238.  Forinola  per  «lclermliiart*  la  velocita  «li  «Ine  *ffp- 
re  omosrnrr  e prive  «Il  elasticità  dopo  I'  «irto  diretto. 

Sieno  rispettivamente  m ed  m'  le  masse,  v e v'  le  velocità  di  due 
sfere  omogenee  c prive  affatto  di  elasticità  ; e supponiamo  dappri- 
ma che  queste  sfere  si  muovano  uniformemente  verso  una  stessa 
parte,  da  A in  11  ( fìg.  liO.a),  secondo  la  retta  AB  che  congiun- 
gc  i loro  centri.  Se  t-  è maggiore  di  è chiaro  che  si  andrà  di- 
minuendo sempre  più  la  distanza  tra  i due  corpi  in  moto,  c tra 
loro  succederà  inline  l’urto  diretto  o normale  : in  tale  urto  si  eser- 
cita P azione  della  sfera  m sopra  la  sfera  to',  e la  reazione  di  que- 
sta contro  quella;  e le  due  sfere  seguiterà  no  ad  agire  l’ una  sul- 
l’altra, finché  pervengano  ad  una  velocità  comune,  c procedano 
oltre  nel  loro  cammino  come  se  formassero  un  solo  corpo.  Pertan- 
to dinotata  con  u la  velocità  comune  alle  due  sfere  dopo  l’urto, 
sarà  u — v'  la  velòcilà  acquistata  dal  globo  urtalo  in'  durante  l’ur- 
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k),  e v — ti  sarà  la  velocità  perduta  dal  globo  urlante  m nel  me- 
desimo tempo  : quindi  la  quantità  di  moto  che  nell’  urto  acquista 
1’  uno  de’  globi  e perde  l’altro,  si  esprimeranno  (8)  coi  prodotti 
m'{u  — v')  ed  m[v  — u).  Ma  la  nuova  quantità  di  moto  m'iu — e'), 
eccitala  per  l’urto  nella  massa  di'  secondo  la  direzione  AB,  rap- 
presenta (13)  la  forza,  ossia  l'azione  che  si  esercita  da  m contro 
m! ; e la  quantità  di  moto  m{v — i»),  distrutta  per  l’urto  nella  mas- 
sa m secondo  la  stessa  direzione  AB,  rappresenta  la  forza  o la 
reazione  di  m'  contro  m : dunque  essendo  sempre  all’  azione  ugua- 
le e contraria  la  reazione  (15),  si  avrà  l’equazione 

m'(  u — v'j  = m[v  — u ) ; 


c da  questa  si  ricava  la  formola 


(l) 


wir-hmV 
in  -+-  m' 


y 


clic  ci  fa  conoscere  la  velocità  delle  due  sfere  dopo  l’ urto  giusta 
la  retta  AB,  sulla  quale  continuano  a muoversi  i loro  centri  di 
gravità  o di  figura.  Nella  medesima  formola  basterà  prendere  ne- 
gativamente la  velocità  per  es.  t;\  per  comprendervi  il  caso  in  cui 
le  sfere  s’ incontrino  movendosi  da  parti  opposte. 

La  formola  (1)  possiamo  anche  stabilirla  più  brevemente  in  que- 
sto modo.  Poiché  nell’urlo  normale  le  forze,  onde  sono  animate  le 
due  sfere,  agiscono  in  una  medesima  direzione,  c stante  il  principio 
della  uguaglianza  tra  l’azione  c la  reazione,  tanto  si  accresce  la 
forza  dell’  una  quanto  si  diminuisce  quella  dell’  altra  sfera  ; per- 
ciò la  somma  algebrica  delle  forze,  ossia  la  somma  delle  quantità 
di  moto  da  cui  si  misurano  le  forze,  deve  mantenersi  la  stessa 
avanli  c appresso  all’urto:  ora  se  le  velocità  si  considerino  come 
positive  o come  negative,  a seconda  del  verso  in  cui  esse  si  di- 
rigono, la  somma  delle  quantità  di  moto  che  risiedono  nelle  due 
sfere,  si  esprimo  con  me H- mV  innanzi  all’urlo,  e dopo  l'urlo  si 
esprimo  con  (m  ~+-m')u  : dunque  si  stabilisco  di  nuovo  l’equazio- 
ne (/)  in  ordine  a due  globi  omogenei  e privi  affatto  di  elasticità, 
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i quali  si  urtino  direttamente  movendosi  verso  la  stessa  parte  o in 
parli  opposte. 

239.  Ecco  tre  conseguenze  che  discendono  dalla  forinola  (/). 

l.°  Se  lo  masse  m ed  m' sono  uguali  Ira  loro,  i due  globi  dopo 
1'  urlo  si  inoreranno  con  una  velocità  uguale  alla  semi-somma  o al- 
la semi-  differenza  delle  velocità  primitive  : perocché  in  questa  ipo- 
tesi la  forinola  diviene 


m ( v :±:  e') 

2w 


e si  deve  adoperare  l’ uno  o l’ altro  segno,  secondo  che  i due  globi 
si  muovono  verso  una  medesima  parte  o s’ incontrano  in  direzio- 
ni opposte. 

2.°  1 due  corpi  sferici  resteranno  in  riposo,  quando  morendosi  da 
parti  contrarie  vengano  ad  urtarsi  normalmente  con  velocità  inver- 
samente proporzionali  alle  loro  masse  : infatti  essendo  per  condizio- 
ne v : v'  — in'  : m , ovvero  mv  = mV , risulterà 

mv  — mV 

U = ; 7—  =9. 

m -+-  m 

3.°  Si  avrà  altreà  la  quiete  dopo  V urlo  normale,  se  il  globo  m 
vada  a percuotere  un  corpo  m'  che  sta  fermo  ed  ha  una  massa  infi- 
nita in  paragone  della  massa  m : di  vero  in  questo  caso,  a cagione 
di  e'  = 0,  la  forinola  (/)  ci  dà  per  la  velocità  comune  dopo  l’urto 
la  espressione 


mv 


m 


m 


m 


«=  0. 


La  condizione  del  presente  corollario  si  verifica,  allorquando  una 
palla  non  elastica  cade  verticalmente  sulla  superficie  della  Terra, 
ovvero  è lanciata  normalmente  contro  un  piano  fisso  c congiunto  col 
globo  terrestre. 

240.  Innanzi  di  passare  ai  corpi  clastici,  vogliamo  sciogliere  un 
problema  relativo  ad  corpi  privi  di  elasticità.  — Sopra  una  tavola 
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orizzontale  e ben  levigata  sono  disjmste  a contatto  in  linea  retta  un 
numero  n di  palle  uguali  : sono  queste  legate  tra  loro  per  mezzo  di 
fili  inestensibili  che  hanno  lutti  una  stessa  lunghezza  a,  e giusta  la  li- 
nea dei  centri  si  comunica  in  un  istante  alla  prima  palla  una  certa 
velocità  (3.  Quanto  tempo  dovrà  passare,  innanzi  che  l'  ultima  palla 
sia  messa  in  movimento  ? 

Ossia  che  una  palla  non  elastica  vada  a percuotere  un’  altra  palla 
della  medesima  specie,  oppure  clic  la  tragga  dietro  a sè  con  un  dato 
grado  di  velocità,  torna  sempre  lo  stesso,  c valgono  nell’  uno  e nel- 
l’ altro  caso  le  medesime  leggi.  Fatta  questa  osservazione,  poiché 
nella  serie  proposta  di  palle  uguali  la  prima  agisce  sulla  seconda  in 
riposo  e comincia  a tirarla  colla  velocità  (3  dopo  di  avere  percorso  lo 
spazio  « , la  prima  e la  seconda  agiscono  insieme  sulla  terza  e la 
traggono  dietro  a sè  con  quella  velocità  con  cui  si  sviluppa  il  secon- 
do filo  a , e così  di  seguito  ; perciò  applicando  al  presente  caso,  la 
formola  (/.  238),  avremo  le  espressioni 

1 P P 

p’  2 '3  n — 1 ’ 

rispetto  alle  velocità  con  cui  la  prima  palla,  la  seconda  insieme  colia 
prima,  la  terza  colla  prima  e seconda, . . . , e la  penultima  insieme 
con  tutte  le  palle  precedenti  svolgono  c percorrono  successivamente 
e con  moto  uniforme  la  lunghezza  a dei  varii  fili.  Laonde  i tempi 
che  nel  sistema  s’impiegano  allo  sviluppo  successivo  dei  medesimi 
tili,  si  esprimeranno  (9)  coi  rapporti 

a 2i  3a  (n  — 1)3 

J 5 f ' T ’ " ‘ ’ p ’ 

e così  il  tempo  che  deve  passare,  innanzi  che  fultima  palla  incomin- 
ci a muoversi,  si  calcolerà  colla  forinola 
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241.  Forinole  relative  all'arto  diretto  del  eorpl  elawtl- 

ei.  Nell’  urlo  dei  corpi  dolali  di  una  elasticità  perfetla,  conviene  di- 
stinguere due  periodi  di  tempo  ; quello  in  cui  i corpi  si  comprimono 
a vicenda,  c quello  in  cui  si  restituiscono  alla  forma  primitiva.  Nel 
tempo  della  compressione  ogni  cosa  succede  appunto,  come  ne’ corpi 
privi  affatto  di  elasticità  ; vale  a dire  il  globo  m agisce  sul  globo  to', 
c questo  reagisce  contro  di  quello,  ed  ambiduc  i globi  si  schiacciano 
alquanto  e seguitano  a comprimersi,  linchò  non  abbiano  conseguito 
una  velocità  comune  u : ondo  se  supponiamo  che  le  due  sfere  clasti- 
che si  muovano  verso  una  medesima  parte,  e secondo  la  retta  dei 
centri  vengano  ad  urtarsi  colle  velocità  ceti';  saranno,  come  nel 
primo  caso,  ( e — u ) ed  ( u — «')  le  rispettive  velocità  cho  perdo  la 
sfera  m ed  acquista  la  sfera  »»',  durante  lo  schiacciamento  e la  com- 
pressione scambievole  delle  loro  parli. 

. Questi  stessi  effetti  si  riproducono  poi  interamente  nell’  altro  pe- 
riodo di  tempo,  . in  cui  si  manifesta  l’ elasticità  e le  due  sfere  tendono 
a ritornare  o ritornano  difatlo  alla  forma  di  prima.  Imperocché  nei 
corpi  perfettamente  clastici,  dopo  la  mutua  compressione,  le  parti  si 
restituiscono  esattamente  alla  forma  primitiva  ;*e  questa  restituzione 
delle  parti  compresse  si  fa  secondo  la  direzione  del  moto  nel  corpo 
urtante  ni,  e contro  una  tale  direzione  nel  corpo  urlato  m':  in  quan- 
to le  parli  compresse  delle  due  sfere  si  restituiscono  alla  forma  di 
prima,  nel  secondo  periodo  dell’  urto  si  eserciterà  una  nuova  azione 
dalla  sfera  m contro  »»',  c una  nuova  reazione  dalla  sfera  m’  contro 
w ; in  quanto  poi  la  restituzione  delle  parti  alla  forma  primitiva  è 
perfetta  ed  esatta,  la  forza  di  restituzione  sarà  uguale  alla  forza  di 
compressione,  e perciò  l’azione  scambievole  dello  duo  sfere  nel  se- 
condo periodo  di  tempo  sarà  uguale  in  intensità  a quella  che  si  è già 
esercitata  tra  le  medesime  nel  primo  periodo;  da  ultimo  in  quanto  la 
restituzione  delle  parli  si  fa  nel  corpo  urlante  secondo  la  direzione 
del  moto  e nel  corpo  urlato  contro  una  tal  direzione,  la  loro  azione  e 
reazione  si  eserciterà  rispettivamente  in  uno  stesso  verso  nel  primo  e 
nel  secondo  periodo  di  tempo  : esercitandosi  dunque  nel  secondo  pe- 
riodo tra  le  due  sfere  a vicenda  una  nuova  azione  di  pari  intensità  e 
nello  stesso  senso  che  nel  primo  periodo,  è chiaro  che  nel  tempo  in 
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cui  le  sfere  ripigliano  la  forma  primitiva,  si  rinnovellano  in  tutto  gli 
effetti  già  ottenuti  nel  tempo  della  compressione;  sicché  la  sfera  m 
venendo  di  nuovo  a pèrdere  la  velocità  (e  — «),  e la  sfera  »»' 
acquistando  di  nuovo  la  velocità  (w  — v ') , saranno  2'c  — u)  e 
2(u  — v')  la  perdita  totale  e l’acquisto  di  velocità  fatto  dalle  due 
sfere,  durante  l’urto. 

Sieno  pertanto.  V c V'  le  rispettive  velocità  delle  sfere  in  ed  m' 
alla  fine  dell’  urto  : adoperando  invece  della  quantità  u la  sua 
espressione  già  trovata  colla  forinola  [l.  238) , otterremo  quanto 
ai  corpi  del  lutto  clastici  i due  valori 


1V=t>  — 2(  o — u)  = 2«  — 1> 

V'=  c'  -+-  2(u — c')  = 2«  — o' 

In  queste  formolo  si  dovrà  sostituire  — e'  in  luogo  di  e',  se  le 
due  sfere  innanzi  all’  urto  non  si  muovano  verso  una  medesima 
parte,  ma  si  vengano  incontro  l’una  aH’allra  in  direzione  opposta. 

242.  Ricaviamo  dalle  due  forinole  alcune  conseguenze.  t.°  Se 
le  masse  m ed  m'  sono  uguali,  i due  globi  dopo  l’urto  normale  si 
moveranno,  scambiandosi  le  velocità  : perchè  supposta  in  = m',  le 
formolo  (/')  ci  dànno 

„ 2mY  , 2 mv 

V=  r = v , V = r=v. 

m -+-  m wi-f-in 

Onde  i medesimi  globi  dopo  l’urto  ritorneranno  indietro,  ove  s’ in- 
contrino venendo  da  parti  opposte  ; e il  globo  m resterà  in  riposo, 
se  vaila  a percuotere  un  globo  m'  che  sta  fermo. 

2.°  Una  palla  elastica  m,  urtando  in  un  corpo  immobile  o con- 
giunto invariabilmente  col  globo  terrestre,  rimbalzerà  indietro  con 
quella  stessa  velocità  che  uvea  prima  dell'urlo  : di  fatti  in  questo 
caso,  dovendosi  riguardare  come  infinita  la  massa  m’  del  corpo  per- 


nii — m’)v  -f-  twiV 
m + mr 

(m’  — m )t’'  -4-  2w«’ 
»i  m! 
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cosso,  in  paragone  della  massa  m,  ed  essendo  nulla  la  sua  velo- 
cità v',  dalla  prima  delle  due  forinole  [l ) si  avrà 


V = 2« 


ime  -f-  ìm'v' 
m -4-  m' 


Sm 

~aS 


V — 0 — — 


V. 


Ancora  osserviamo  che  la  massa  m rimbalzerà  indietro  sul  suo  cam- 
mino, tutte  le  volle  che  movendosi  incontri  una  massa  più  grande  m' 
in  riposo,  e la  percuota  normalmente  : perchè  essendo  in  tal  caso 
t>'=0  ed  m'  > m,  risulterà 


V = 


(i"-.1!».  <Q; 

m-4-m 


cioè  la  velocità  della  massa  m riuscirà  sempre  negativa,  o contra- 
ria a quella  che  aveva  innanzi  all'urto  nella  direzione  positiva. 

3.°  Quando  due  palle  elastiche  s’imbattono  insieme , venendo  da 
parti  opposte,  con  velocità  inversamente  proporzionali  alle  masse, 
retrocedono  sempre  con  quelle  medesime  velocità  onde  erano  ani- 
mate innanzi  all'urto.  In  vero  siccome  abbiamo  mv=  mV  per  ipo- 
tesi, e la  velocità  v'  dobbiamo  inoltre  prenderla  negativamente  ; 
così  per  mezzo  delle  due  forinole  (/')  otterremo 

y mv  — m'v — ime  e(m  -j-  m’)  

m-4-  m'  m -4-  m'  ’ 

y,  mv'  — mV  -4-  ìm'v' e'(m  -f  m')  

m -m’  mri-m' 

dunque  la  velocità  si  dell’una  come  dell'altra  palla  è contraria  di 
segno,  ma  la  stessa  in  valore  innanzi  e dopo  l'urto.  Facciamo  l’ap- 
plicazione delle  formole  a qualche  problema. 

243.  Problema  I.  Due  palle  omogenee  e del  tutto  elastiche  si 
urtino  direttamente  con  velocità  uguali  ed  opposte  : qual  dovrà  es- 
sere il  rapporto  delle  loro  masse , affinchè  l’una  delle  due  palle  alla 
f ine  dell'urlo  rimanga  in  riposo? 
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Sicno  m , m' le  rispettive  masse  delle  palle;  v,  — v le  velocità 
ugnali,  con  cui  tra  loro  avviene  Parto  da  parti  opposte:  la  velocità 
della  palla  p.  es.  m alla  fine  dell’urto,  ci  viene  data  dalla  prima  for- 
inola (/'.  241)  ; o sarà 

y (m — m')v  — im'v  (m — 3to')p 

m -f-  m' 

Laonde  se  dopo  l’urto  debba  restare  in  quiete  la  palla  ni,  si  avrà 

m — 3m'=  0 , —y  =3  ; 

’ m 


adunque  perchè  la  palla  ni  si  arresti  compito  l’urto,  la  sua  massa 
dovrà  essere  tre  volte  più  grande  della  massa  in'. 

244.  Problema  II.  Tre  globi  m,  m',  m"  omogenei  e perfetta- 
mente elastici  si  trovano  coi  centri  situati  in  una  medesima  retta  , 
e giusta  questa  direzione  il  primo  globo  m è sospinto  contro  il  se- 
condo m'  con  una  data  velocità  a : trovare  la  massa  che  deve  avere 
questo  secondo  globo,  affinchè  la  velocità  da  esso  comunicala  al  ter- 
so globo  m"  nell’ urlarlo , sia  la  maggiore  che  è possibile. 

Dinotiamo  con  V',  V"  le  velocità  dei  corpi  m',  m"  dopo  l’urto  : 
poiché  questi  due  corpi  dimorano  in  riposo,  innanzi  che  sieno  per- 
cossi l’uno  dalla  massa  m e l’altro  dalla  massa  mf  ; perciò  rispetto 
ad  essi  la  seconda  forinola  [l')  ci  porgerà  i valori 


ìam  y„ 2V'»t' 

m-t-m  ’ m' 


Laonde  la  velocità  che  la  massa  m'  comunica  nell’  urto  alla  massa 
m",  ha  per  espressione 


V"= 


kamm' 


4 am 


+ m") 


•e  diverrà  massima,  quando  il  denominatore 
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(•3H("'+"r) 


risguardato  come  funzione  della  quantità  variabile  m',  consegnisee  il 
più  piccolo  Ira  i suoi  valori.  Ora  se  noi  in  questa  funzione  faccia- 
mo le  derivazioni  e vi  applichiamo  le  regole  del  numero  (LXX),  di 
leggieri  riconosceremo  che  il  più  piccolo  valore  della  medesima  fun- 
zione risponde  al  valore  positivo  della  quantità  m',  qual  ci  vien 
dato  dalia  equazione 


m 


risponde  cioè  al  valore  m'  = \J mm"  : dunque  per  questo  valore 
eziandio  diviene  un  maximum  la  velocità  V";  e così  rcndesi  manife- 
sto che  il  secondo  globo  comunicherà  al  terzo  ih"  la  maggior  vclo- 
licità  possibile,  allorquando  la  sua  massa  in'  è media  proporziouale 
geometrica  tra  le  masse  del  primo  e del  terzo  globo. 

245.  Problema  111.  Immaginiamo  un  numeio  n di  palle  perfet- 
tamenle  elastiche,  le  quali  abbiano  le  masse  m,,  m,  , in,  ,...  m„  de- 
crescenti in  progressione  geometrica,  e i centri  situali  in  una  mede- 
sima retta.  Stando  ferme  tutte  le  altre,  la  prima  palla  vada  a get- 
tarsi sulla  seconda  con  una  velocità  conosciuta  a : si  vuol  sapere  la 
velocità , che  mediante  l'urto  verrà  in  fine  a concepire  l’ultima 
palla  m„ . 

Significhiamo  colla  lettera  q il  rapporto  che  passa  tra  un  termine 
qualunque  della  progressione,  e il  termine  che  precede  immediata- 
mente : avremo  i valori 

> «.=  mk~mtq\  . ..  . 

Ciò  posto,  siccome  la  palla  m,  va  a percuotere  colla  velocità  im- 
pressa a la  palla  mt  che  sta  in  riposo  ; così  dopo  l’urto  la  velocità  di 
questa  seconda  palla  si  esprimerà  coll’uno  o coll'altro  membro  della 
seconda  equazione  (/'.  241),  purché  in  esso  si  faccia  vr  = 0,  e si 
adoperino  i simboli  a,  m , ed  mt  in  luogo  degli  altri  v,  m ed  m!  : di 
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tal  modo  la  velocità  eccitata  jier  l’urto  nella  palla  ro„  avrà  per 
espressione  il  prodotto 


2 HI, 

a 5 — • ; 

m.-t-m, 

che  stante  la  condizione  si  riduce  alla  forma  più  semplice 

2 


Con  questa  velocità  la  seconda  palla  /»,  si  muove  quindi  dal  suo  po- 
sto e va  ad  urtare  la  terza  ni,,  che  si  trova  in  riposo:  ma  se  con- 
sideriamo bene  la  prima  espressione,  dobbiamo  ammettere  in  ge- 
nerale che  quando  una  palla  elastica  s'imbatte  in  un’altra  in  riposo 
e la  urta  direttamente,  la  velocità  di  questa  si  esprime  col  pro- 
dotto della  velocità  di  percossa  pel  doppio  rapporto  tra  la  massa 
della  palla  urtante  c la  somma  delle  masse  di  ambedue  le  palle  ; 
dunque  la  palla  m„  per  l'urlo  che  sostiene  dalla  parte  di  «i„  rice- 
verà una  velocità  espressa  col  prodotto 

2 2 m,  2 im.q  ( 2 V 

1 H- q «1,-t-w,  1 H-tf  »V/“+-Jrt.7  U+97 

Si  trovano  per  somigliante  modo  le  velocità  delle  palle  susseguenti 
mK  sono 


sicché  apparisce  chiara  la  legge  delle  velocità  successive;  e secondo 
questa  legge  l’ultima  palla  mn , terminalo  appena  l’urto,  si  muoverà 
colla  velocità 
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Del  rimanente  vedo  ognuno  che  essendo  una  frazione  propria  il 
rapporto  q tra  le  masse  in  progressione,  dovranno  crescere  dalla  pri- 
ma sino  aH'ulUma  le  diverse  velocità  che  si  destano  successivamente 
nelle  vaile  palle.  Ancora  osserviamo  che  se  le  masse  m,, 
mn  sono  tutte  uguali  ; allora  avendosi  q — 1 , riusciranno  tutte 
uguali  ad  a le  velocità  che  si  eccitano  per  l’urto  nelle  palle  succes- 
sive : e poiché  in  questo  caso  ciascuna  palla,  tosto  che  giunge  a 
toccare  la  palla  seguente,  perde  tutta  la  velocità  ricevuta  (242.  l.°) 
e si  rimane  in  quiete  ; perciò  si  conchiude  che  stando  tra  loro  a 
contatto  in  linea  retta  una  serie  di  globi  elastici  ed  uguali,  se  il 
primo  venga  sospinto  contro  il  secondo  con  un  certo  grado  di  velo- 
cità, con  questa  si  vedrà  muoversi  solo  ^ultimo  globo  e staccarsi 
dagli  altri  che  resteranno  tutti  fermi. 

246.  Forinole  «pollanti  all'urto  diretto  delle  «Cere  omo- 
genee ed  imperettamente  eia«tieiie.  Anche  nel  presente  caso 
supponiamo  che  le  due  sfere  m ed  m'  si  muovano  verso  una  medesi- 
ma parte,  e si  urtino  direttamente  colle  rispettive  velocità  v a v':  indi- 
cata con  u la  velocità  comune  all'una  c all’altra  sfera,  sul  finire  del- 
la mutua  compressione  ; si  esprimeranno,  come  nel  caso  dei  corpi  in 
tutto  elastici  o privi  affatto  di  elasticità,  colle  rispettive  differenze 
{v  — «)  ed  («  — v')  le  velocità  che  perde  l’ una  sfera  ed  acquista 
l'altra  durante  la  loro  compressione.  Nel  tempo  poi  della  restitu- 
zione allo  stato  di  prima,  queUeffetlo  non  si  rinnova  che  in  parte  : 
perchè  non  essendo  le  due  sfere  del  lutto  elastiche  nè  ritornando 
perfettamente  alla  forma  primitiva,  la  loro  forza  di  restituzione  è 
minore  della  forza,  con  cui  si  sono  già  compresse  a vicenda  ; e cosi 
nel  secondo  periodo  di  tempo  perderà  l'una  delle  due  sfere  o guada- 
gnerà l'altra  solo  una  parte  delia  velocità  già  perduta  o guadagnata 
nel  primo  periodo. 

Rappresenti  e un  numero  compreso  tra  lo  zero  e l’unità;  la  ve- 
locità perduta  da  rn,e  quella  che  guadagna  m!  nella  restituzione  del- 
le parli,  potranno  rappresentarsi  coi  prodotti  e(»  — u)  ed  e[u  — t/); 
e perciò  la  perdita  e l'acquisto  totale  che  in  velocità  fanno  rispetti- 
vamente le  due  sfere  durante  l’urlo,  saranno 
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mv-t-m'v' 
m + 1 n' 


( v — v')m' 
m 4-  m' 


(« — e')  4-c(k  — »')  = (1 4-  e)  (« — v') 


= (14- 


( tiiv  4-  tb  V 

\ 7/1  4- ih' 


(d — v')m 
m-hm' 


Quindi  le  velocità  V e V'  delle  due  sfere  m ed  in'  dopo  l’urto,  si 
determineranno  colle  formolo 


(/") 


V = „_(l4-e} 

v_i  p+fj  m_hm,  , 

VW+0+.)  ; 


e in  queste  formolo  l’una  o l’altra  dello  due  velocità  o e «'  deve 
prendersi  negativamente,  quando  le  sfere  s’incontrano  procedendo 
da  bande  opposte. 

247.  Intorno  alle  formolo  ora  trovale,  dobbiamo  notare  tre  cose: 
l.°  il  numero  e,  che  è diverso  per  le  diverse  specie  di  corpi,  può 
essere  considerato  come  misura  della  elasticità  di  cui  è dotata  cia- 
scuna specie.  Sia  infatti  P la  forza,  con  cui  nell’urlo  si  comprimono 
le  parti  p.  es.  del  corpo  /«,  ed  R la  forza  con  cui  le  medesime 
parti  si  restituiscono  più  o meno  alla  forma  di  prima  : siccome 
queste  forze  stanno  tra  loro  (11)  nella  ragione  diretta  delle  velo- 
cità o — u ed  <?(i>  — u),  clic  il  corpo  m acquista  o perde  nc’due  pe- 
riodi della  compressione  e della  resliluziouc  ; così  si  avrà 


R 

v — u ~ T ’ 

cioè  il  numero  e dinota  il  rapporto  che  passa  tra  la  forza  di  restitu- 
zione delle  parli  e quella  di  compressione.  Adunque  per  una  stes- 
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sa  compressione  il  numero  e varierà  nel  medesimo  modo  che  la 
forza  di  restituzione  delle  parti,  o l'elasticità  del  corpo  ; ciò  vuol  di- 
re clic  quel  numero  è pro|x>rzionale  alla  elasticità  del  dato  corpo, 
e la  rappresenta  o misura  : con  questa  conseguenza  si  accordano  suf- 
ficientemente i risultati  della  osservazione  e della  esperienza. 

2.°  11  grado  di  elasticità,  ossia  il  numero  e,  può  determinarsi  per 
le  singole  specie  di  corpi  colla  esperienza  in  questo  modo.  Lasciata 
a sò  stessa  una  palla  m,  sicché  cada  verticalmente  su  di  un  piano 
m'  fisso  ed  orizzontale;  si  noli  il  tempo  della  caduta,  ovvero  si  mi- 
suri radezza  da  cui  si  lascia  cadere  la  palla  : si  potrà  con  ciò  cono- 
scere la  velocità  v,  onde  la  palla  percuote  in  line  il  piano  m\  sicco- 
me spiegheremo  nel  capo  111  di  questa  parte.  Si  osservi  inoltre  nel 
rimbalzo  o l’altezza  a cui  ascende  la  palla,  o il  tempo  che  essa  impie- 
ga per  salire  a quella  massima  altezza  : se  no  potrà  dedurre  la  ve- 
locità negativa  V,  da  cui  è animala  la  palla  alla  line  dell’urlo.  Quin- 
di ]>oichò  col  porre  m'  = oc  , e v'  — 0 nella  prima  formola  (/")  del 
numero  precedente,  otteniamo  V = — ev  ; perciò  rispetto  alla  da- 
ta palla  e ai  corpi  di  somigliante  specie,  il  grado  di  elasticità  re- 
sterà determinalo  dal  valore  numerico  e — — . 

v 

3.°  Le  formolo  (/")  si  riducono  alle  due  forinole  ( l ')  quando  si 
pone  e — \ ; c si  convertono  ambedue  nell' unica  formola  (/),  quan- 
do si  suppone  e — 0-.  dunque  colle  medesime  forinole  (/" J potremo 
determinare  il  molo  di  qualunque  specie  di  corpi,  dopo  l’urto  scam- 
bievole ; e per  distinguere  i v arii  casi,  basterà  che  prendiamo  il  nu- 
mero e tra  i limiti  0 ed  1 quanto  ai  corpi  imperfettamente  clastici, 
e che  facciamo  e =-  0 oppure  e = 1 quanto  ai  corpi  privi  affatto  o 
dotati  in  tulio  di  elasticità.  Aggiungiamo  la  soluzione  di  tre  proble- 
mi in  ordine  ai  corpi  della  prima  specie. 

248.  B*r»i»lrnui  1.  Conoscendosi  ('elasticità  e di  due  palle  ugua- 
li, si  domanda  con  qual  velocità  debba  l’ una  (m)  lanciarsi  diretta- 
mente ronlro  i altra  (m')  che  si  muove  già  con  una  data  velocità  p, 
a/Jìnchè  quella  prima  palla  dopo  i urlo  si  arresti  e rimanga  in 
riposo. 
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Sia  a la  velocità  che  si  cerca:  conforme  alla  prima  equazione 
(r.  246),  la  velocità  della  palla  in,  dopo  l’urto  diretto,  sarà  gene- 
ralmente 

V=* — (1  -t-e)  ; 

v ' in  - 1-  in  2 ’ 

e come  una  tal  velocità,  per  condizione  del  problema,  deve  riuscir 
nulla,  così  si  avrà  la  formola 

2* — (1  4-<0(« — P)=0, 

la  quale  ci  somministra  immediatamente  il  valore 


Il  segno  negativo  ond’  è affetta  la  velocità  a,  vuol  dire  che  i movi- 
menti delle  due  palle  debbono  essere  opposti  innanzi  all*  urto,  per- 
chè l’ una  di  esse  resti  immobile  dopo  seguito  l’ urto. 

249.  Problemi»  li.  Un  ijlobo  omogeneo  m va  ad  urtare  normal- 
mente un  altro  globo  ni'  che  sta  in  riposo:  dopo  l’urto  il  primo  globo 
rimane  fermo,  ed  il  secondo  si  muore  con  una  velocità  uguale  alla 
ennessima  parte  della  velocità  primitiva  di  m.  Vogliamo  trovare 
l’elasticità  o comune  ai  due  globi , e il  rapporto  tra  la  massa  del  se- 
condo e quella  del  primo. 

Per  giugnerc  al  nostro  intento,  basta  che  nelle  due  formolo  ( l ") 
facciamo  V=0,  t>'=0  ,Y'=~  : di  tal  guisa  avremo  le  duo  e- 
quazioni 

v (1  -h  ejm'r  ^ v_ (1  -+~  e)mv 

iti  mi  * n m in1  * 

delle  quali  la  prima  ci  dà  la  relazione 


m = emr  , 


Digitized  by  Google 


16  CORSO  DI  MECCANICA  — DINAMICA 

e la  seconda  ci  porge  il  valore 


1 ( (l-t-e)ero' 

n m + ni'  em'-\-m' 

Per  la  qual  cosa  l'elasticità  dei  globi  e il  rapporto  tra  le  loro  masse, 
saranno 


_ J_  m!___  _1__ 

« ’ «i  e 

2S0.  Frollimi»  111.  Determinare  le  velocità  x ed  x'  che  devo- 
no avere  due  sfere  omogenee  A ed  A',  le  quali  si  muovono  secondo 
ma  medesima  direzione  AA' , affinchè  dopo  l’urlo  normale  la  prima 
sfera  A rimanga  in  riposo , e la  seconda  A'  seguili  a moversi  con 
una  data  velocità  (3.  È nota  l’elasticità  e comune  alle  due  sfere , e 
sono  date  le  loro  masse  m ed  vai. 

Per  risolvere  il  problema,  basterà  fare  V = 0,  v = x,  Y = p, 
v'  — al  nelle  formolo  (/")  del  numero  (246) . Di  tal  modo  avre- 
mo lo  due  equazioni 


X — 

(x — al)m' 
m-\-ml 

(x — x')em' 

; 1 6 ) 

m -h  m 

.r'-J- 

(a — x')m 

(x  — x,)em  n _ 

J -t~ 

m -f-  m' 

tn-Pml  ~ 

le  quali  ci  danno  per  l’incognita  al  le  due  espressioni 

(em1 — m)a  ^ (in  -+-  in')p  (m  -4-  cm)x 
m' -\-ein'  ’ in'  — em  mi  — em 

Donde  si  ricavano  le  successive  eguaglianze 

(em1 — m m -t-  em  \ (in  -f-  m’)p 

mi  -f-  em'  in'  — em  ) in'  — em  1 
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em'*  -(-  em*  -|-  ìemm' 
ni'  -+-  em’ 


x—(m  , 


e(  m -+-/»')*  x — (m  -+-  m')  (in'+mi')  g ; 
e quindi  il  valore 

cm')3  1 +e  m'f> 

/J  — — - — — — - 

c{m  m')  e m + m'  ’ 

che  sostituito  nella  prima  delle  due  espressioni  superiori  della  x',  ci 
fa  conoscere  anche  il  valore 

_ em'  — m K + _ (em'—  m)p 

m'  -+-  em'  e(in  in'  ) e (rii  in') 

251 . Molo  del  centro  di  gravità  nell' urto  diretto  del 
eorpi  «tVriei.  Innanzi  di  procedere  all'urto  obliquo,  crediamo  be- 
ne di  dimostrare  alcune  proprietà  del  molo  nel  caso  di  due  corpi 
sferici  che  movendosi  equabilmente,  vengono  ad  urtarsi  a vicenda 
secondo  la  retta  dei  loro  centri.  La  prima  proprietà  risguarda  il  cen- 
tro del  sistema,  e consiste  in  questo  che  il  moto  o la  velocità  del 
centro  di  gravità  comune  alle  due  sfere  rimane  la  stessa  innanzi  e 
dopo  l’urto. 

Siene  m ed  m' le  masse  di  due  sfere  omogenee,  comunque  elasti- 
che o prive  affatto  di  elasticità.  Preso  per  origine  un  punto  qualun- 
que della  retta,  nella  quale  si  muovono  i due  centri  delle  sfere;  alla 
fine  di  un  tempo  l,  innanzi  o dopo  l’urto,  indichiamo  con  x,  nf , x, 
le  rispettive  ascisse  o le  distanze  dei  centri  proprii  e del  centro  co- 
mune delle  due  sfere  dalla  origine  fissa:  saranno  dx,  di',  dx,  gli 
spazii  infinitesimi  clic  nel  consecutivo  tempo  di  descrivono  rispetti- 
vamente con  moto  uniforme  le  masse  m,  m',  e il  comune  lor  centro; 
e però  le  velocità  corrispondenti  e,  v',  e e,  innanzi  all'urlo,  ovvero 
V,  V',  e V,  dopo  l’ urto,  si  esprimeranno  (9)  coi  rapporti 
Voi.  IL  2 
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dx  dxf  dxt 

W ’ di  'In  ' 


Ora  (109.  f ) abbiamo  generalmente  la  formola 

mx  H-mY 

X*  m -f-m! 

che  mediante  la  differenziazione  e la  divisione  per  di , diviene 


■ni 


, dx' 

UT 


■ m 


dx 

m~dt 


ni- 


» 


dunque  la  velocità  che  possiede  il  centro  di  gravità  delle  due  sfere, 
prima  dell’urto  sarà 

mv  4-  mV 
ni  4-m'  ’ 

o dopo  l’urto  (246.  I")  sarà 


wiV  + m'V' 


m « — (1  + (1  + e) 

m -4-  ni' 


(c  —v')m  ~j 
ni  ni'  J 


wt>4-  niV 

fli  + di' 


Laonde  il  centro  di  gravità  del  sistema,  o delle  duo  sfere,  si  muove 
uniformemente  ; e la  sua  velocità  costante  ba  lo  stesso  valore  avanti 
e dopo  l’urto.  Questo  teorema  è un  caso  particolare  di  un  principio 
generale,  che  noi  esporremo  nel  capo  XI  di  questa  seconda  parte, 
in  ordine  alla  conservazione  del  centro  di  gravità. 
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252.  (’onfirrvttzlone  delle  forze  vive,  o loro  perdila 

nell'urlo  del  eorpi.  La  seconda  proprietà  nell’ urto  dei  corpi 
si  riferisce  alle  forze  vive,  le  quali,  giusta  un  teorema  di  Carnot, 
nei  diversi  casi  si  mantengono  costanti  o si  diminuiscono  con  una 
legge  determinata.  Il  primo  a introdurre  nella  Meccanica  l'espres- 
sione di  forza  viva,,  fu  Leibnitz  ; il  quale  nel  faro  uso  di  questo 
vocabolo  ebbe  in  mira  di  distinguere  la  forza  di  un  corpo  che  si 
muove  attualmente,  dalla  forza  di  quegli  altri  corpi  che  tendono 
bensì  a muoversi,  ma  di  fatto  non  si  muovono  per  ragione  di  qual- 
che ostacolo  che  si  frapponga  : questa  seconda  forza  fu  della  forza 
morta,  per  opposizione  alla  prima.  La  controversia  che  sursc  allora 
fra  i dotti  di  quel  tempo,  e si  dibattè  per  molti  anni  dappoi,  fu  più 
di  parole  che  d’altro.  Imperocché  in  ambidue  i casi,  nel  caso  cioè 
di  un  corpo  in  movimento,  e nel  caso  di  un  corpo  che  esercita  una 
pressione  contro  l'ostacolo  da  cui  è ritenuto,  la  forza  si  misura  sem- 
pre col  prodotto  della  massa  per  la  velocità,  colla  quale  il  corpo  si 
muove  o tende  a muoversi,  siccome  allora  sostenevano  i discepoli 
di  Descartes,  e noi  abbiamo  dimostrato  nelle  nozioni  generali  al 
numero  (13)  ; nulladimeno  si  deve  anche  ammettere  ciò  che  asse- 
riva Leibnitz  co’  suoi  seguaci,  vale  a dire  che  un  certo  effetto  della 
medesima  forza  sta  nella  ragione  composta  della  massa  e del  qua- 
drato della  velocità.  Di  vero,  se  un  corpo  pesante  si  gettasse  ver- 
ticalmente in  alto  con  quella  velocità  con  cui  si  muove  p.  es.  su 
di  un  piano  orizzontale , salirebbe  sempre  (c  noi  lo  vedremo  nel 
capo  111)  ad  una  altezza  proporzionalo  al  quadrato  della  medesima 
velocità,  in  un  tempo  però  tanto  più  lungo,  quanto  maggiore  e 
questa  velocità  di  proiezione  : dunque,  ove  si  faccia  astrazione  dal 
tempo,  la  forza  riguardata  nel  detto  effetto,  o meglio  quell’effetto 
medesimo,  che  è generalo  in  un  dato  corpo  dalla  forza  di  proiezio- 
ne, si  può  rappresentare  col  prodotto  della  massa  pel  quadrato  della 
velocità.  Un  tal  prodotto,  sebbene  non  sia  la  vera  misura  delle 
forze,  è ciò  che  s’ intende  col  nome  di  forza  viva. 

Dichiarate  queste  cose,  veniamo  a dimostrare  il  teorema  delle  for- 
ze vivo  nell'urto  dei  corpi.  A cagiono  delle  due  formolo  (fr.  246), 
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la  differenza  tra  la  somma  delle  forze  vive  innanzi  all’urto  e quella 
che  ha  luogo  dopo  l’urto,  si  esprime  nel  seguente  modo  : 


— (mV’-H  m'Y')  = 


mtr+mv  — m\ 


v ' m- h>« 


— m 


r n — e' ìm-1’ 

v 4-  ( 1 4-e  j - — — 

v 111  -4-  IH 


Q,,  % (» — v'Ymm'  ..  (v — e')*, 

=2(l+c)  7 (IH- «)  • /rr~/\ìH +m  m’)~ 

v ' m-\-m  v 7 (mH-M*) 


, . ,,  ...  (v — v'Ymni'  (t> — v’ymm' 

2(1-i- e)  — (1+e)*] v-  ^-,-=(l—e*)  i / , ; 

L v ' v /J  m -t-  vi  ' in  + m 


ma  dalle  medesime  formolo  (/")  si  ricavano  ancora  i valori 

«(V—  «)*  (e—  v'ymm’'  m\V— t')'  («  — ©')  W 

(1  -h  e)*  (>»  4-  »»')’  ’ (1  -t-  e)’  — (»«  -hro')* 

che  raccolti  insieme  per  mezzo  della  somma  ci  porgono 

(v  — v'ymm1 wi(  V t>)’  -|-  m'(Y  — v'y 

m -+-  m'  (1  -f-  e)* 

dunque  la  differenza  prenominata  si  ridurrà  alla  espressione 

1 -T  C 


Di  qui  s’inferisce  che  nelfurto  de  corpi  succede  generalmente  qual- 
che perdila  di  forza  viva  ; la  quale  perdita  peraltro  è nulla  quan- 
to ai  corpi  del  tutto  elastici,  ed  è massima  quanto  ai  corpi  pri- 
vi affatto  di  elasticità.  Onde  nei  corpi  perfettamente^  elastici  la 
somma  delle  forze  vive  si  conserva  la  stessa  innunzi  e appresso 
furto  : nei  corpi  poi  non  elastici,  essendo  e = 0 ed  insieme 
Y'  = u , la  perdita  della  forza  viva  per  l’urto  viene  espressaci 
binomio 
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ed  è uguale  j>er  conseguenza  alla  somma  delle  forze  vive  che  ri- 
spondono alla  velocità  perduta  dall’uno  de  corpi  e a quella  gua- 
dagnata dall’altro. 

253.  velocità  relative  nell'urto  de'corpi.  Due  corpi  per- 
fettamente elastici  incontrandosi  hanno  anche  questo  di  proprio, 
che  le  loro  velocità  relative  sono  di  segno  opposto  ma  uguali  tra  lo- 
ro prima  e dopo  l'urlo  diretto  e centrale. 

Qualunque  sia  la  specie  dei  due  corpi  che  s’incontrano,  la  dif- 
ferenza tra  le  loro  velocità,  in  virtù  delle  solite  formolo  (/"),  si 
esprime  dopo  l’urlo  in  questa  guisa 

V — \"  —v  — v’  — (t  4-  e)  f , (m-t-m')  = — efe  — e')  ; 

v 1 ' m -f-  m ' v ‘ 

e però  se  i corpi  sono  perfettemente  elastici,  si  avrà 

V - Y'=—  (e  — e'). 

Ora  le  due  differenze  (v  — vr)  e V — V'  non  sono  altro,  se  non 
le  velocità  che  ha  l’uno  dei  due  corpi  relativamente  all’altro  con- 
siderato come  in  riposo  prima  e dopo  Furto  : è dunque  vera  la 
proposizione  asserita;  c cosi  esclusa  l’azione  di  altre  forze,  il  cen- 
tro della  massa  m a due  epoche  ugualmente  lontane  dal  princi- 
pio e dalla  line  dell’urto,  si  troverà  ad  uguali  distanze  dal  centro 
della  massa  m\ 

234.  irto  obliquo  del  corpi  «felci.  Quando  i centri  di  duo 
sfere  omogenee  non  si  muovono  in  una  medesima  retta,  ovvero 
quando  il  centro  dcll’una  sfera  non  si  muove  sulle  retta  normale 
al  piano  tangente  nel  punto  di  contatto  coll’altra,  l’urlo  che  suc- 
cede allora  tra  i medesimi  corpi,  è obliquo  ma  si  può  facilmente 
ridurre  al  caso  dell’urto  diretto.  A questo  line  basterà  che  nel 
punto  di  contatto  si  decomponga  la  velocità  di  ciascuna  massa  in 
due,  l’una  normale  al  piano  tangente,  o l’altra  diretta  in  questo 
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piano:  le  prime  componenti  si  mollificano  giusta  le  leggi  dell’urto 
diretto,  e le  seconde  restano  invariate  neH'urto  ; componendo  dun- 
que queste  secondo  velocità  con  quello  che  risultano  dall’azio- 
ne delle  prime,  avremo  in  grandezza  e direzione  le  \e!ocità  delle 
due  sfere  dopo  l'urto  obliquo.  S'intenderà  meglio  la  cosa  dalla 
soluzione  dei  tre  problemi  seguenti,  dei  quali  i primi  due  riguar- 
dano i corpi  perfettamente  elastici,  e il  terzo  risguarda  i corpi 
privi  affatto  di  elasticità. 

255.  E»ruh!rntu  1.  Vale  quanto  alla  grandezza  e alla  direzione 
le  velocità  di  due  sfere  del  tutto  elastiche  innanzi  all’urto,  determi- 
nare le  grandezze  e le  direzioni  delle  loro  velocità  dopo  l’urto. 

Le  rette  BC,  BT'  ( iig.  141.»  ) rappresentino  in  grandezza  e di- 
rezione le  velocità  r,  u',  colle  quali  \cngono  ad  urtarsi  obliquamente 
le  sfero  m cd  in'  ; sia  A A.'  la  retta  che  passa  pei  loro  centri  C e 
C'  al  momento  dell’urto,  c TT'  sia  il  comun  piano  tangente  nel 
punto  di  contatto:  in  line  si  notino  con  * ed  J gli  angoli,  che  le 
direzioni  delle  velocità  fanno  colla  retta  AA'.  Decomponiamo  cia- 
scuna dello  velocità  « e t'  in  due,  l’una  perpendicolare  e l’altra 
parallela  alla  retta  dei  centri  A.V  : le  prime  componenti 

BE  = r sen  a , B'E'  = c'  sen  a' 

siccome  sono  parallelo  al  piano  tangente  TT',  cosi  non  esercite- 
ranno alcuna  azione  nell’urto,  nè  per  cagiono  di  questo  riceveran- 
no in  sè  stesse  verun  cangiamento;  le  secondo  componenti  poi 

BD  = EC=  v cosa  , B'D'  = ET/— t/  cos  J 

sono  quelle  a cui  deve  attribuirsi  l’urlo  delle  sfere  normalmente 
al  piano  tangente  TT' , e subiscono  per  conseguenza  tutte  quello 
variazioni  che  hanno  luogo  nell’urto  diretto.  Pertanto  a determi- 
nare le  velocità  delle  due  sfere  dopo  l’urto  obliquo,  basterà  che 
troviamo  prima  le  velocità  V o V'  risultanti  dall’urlo  fatto  diret- 
tamente colle  soie  componenti  «cosa  c c'cosa',  c che  dipoi  com- 
poniamo lo  medesime  V e V'  colle  due  « sen  a e c'scn  a'.  Ora 
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se  le  due  velocità  «cosa  e r'cosa'  s’intendano  in  sè  positive  o 
negative  a seconda  delle  loro  direzioni,  e si  sostituiscano  quindi 
nelle  formolo  (l\  241)  in  luogo  di  e e risultano  i valori 


(1) 


,,  m — m , 2 m!  , . 

V = -,  t’COS  a H T t’  COS  a' , 

m-h  m ' m-t-m 

v,  m' — in  , , 2 m 

V = — - — r v cosa  H , v cos  a : 

m-+-m  m~\-m 


preso  adunque  CK  = V e C'K'  = V',  tirate  lo  rette  CH  e C'H' 
rispettivamente  uguali  o parallele  alle  velocità  BE  = v sen  a e 
B'E'  = v'sen  a' , e compiuti  in  fino  i rettangoli  HK  ed  H'K'  ; i 
due  corpi  m ed  m'  dopo  l’urto  si  moveranno,  l’uno  colla  velocità 
U espressa  per  la  diagonale  CF  quanto  alla  grandezza  e alla  di- 
rezione, e l’altro  colla  velocità  U'  rappresentata  pure  dalla  dia- 
gonale C'F'. 

A fine  poi  di  determinare  analiticamente  cotesto  velocità  e le 
loro  direzioni,  si  chiamino  a>  ed  w'  gli  angoli  che  formano  CF  e 
C'F'  colla  retta  dei  centri  AA'  : saranno 


U,=CIl4-CK=u’sen,a^-V,,  U'^lP+C^W^senY-HV" , 


tang 


CH 

CÌC~ 


t>sena 

~T~ 


, tango>'= 


C'H'  «'sen  a' 
(TK7  — Y~ 


9 


e sostituiti  quivi  i valori  (1)  delle  due  quantità  V e V' , per  de- 
terminare le  volocità  e le  loro  direzioni  dopo  l’urto  obliquo  delle 
due  sfere  elastiche,  si  avranno  le  formolo 


« > • , (m — m' 

■ » I I 


U*=v*sen*a 


7-  « COS  a H 

ro-+-  m m- 


i'  , X 

rm>  c cos*  j » 

ttm  /t  , , . fm'  — in  . . 2 m V 

U ==  e'  sen  a'  -+-  — — 7 «'cosa'n — v cos  a , 

m-t-m'  / 
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tang< 


t'sem 


m — m 


m- 


■vi 


7 t’COSdt- 


2 in' 


in- 


■in 


y C'COS  x’ 


tang  u>'= 


l'scn  i 

in' — m . . , 2 m 

— ■ — r « cos  i H — r 

m -\-  >n  m -h  m 


VCOSz 


Lo  stesso  problema  si  risolve  in  modo  del  tulio  simile  quanto  ai 
corpi  imperfettamente  elastici. 

256.  Problema  II.  Tre  sfere  perfettamente  elastiche  A,  B,  C, 
nono  situate  ai  Ire  vertici  di  un  triangolo  dato  ABC  (tìg.  142.»  ) : 
si  cerca  il  rapporto  che  deve  passare  fra  le  masse  dei  tre  corpi,  af- 
finchè la  sfera  A,  lanciala  obliquamente  contro  la  sfera  B,  rimbalzi 
sopra  la  sfera  C,  e ritorni  poi  alla  sua  posizione  primitiva. 

Nel  problema  si  suppone  che  al  momento  in  cui  le  sfere  si  urtano 
tra  loro,  la  linea  dei  centri  sia  perpendicolare  al  Iato  opposto  del 
triangolo,  e die  i diametri  delle  sfere  sieno  piccolissimi  rispetto  ai 
lati  del  triangolo  medesimo.  In  queste  due  supposizioni  chiamiamo 
a,  b,  c,  gli  angoli  del  dato  triangolo  che  corrispondono  rispettiva- 
mente alle  sfere  A,  B,  C;  esprimiamo  inoltre  con  m , m! , in"  lo 
masse  rispettive  delle  medesime  sfere;  conduciamo  in  fine  dai  ver- 
tici B,  C,  le  perpendicolari  BD,  CE  sopra  i lati  opposti  : sussisterà 
la  forinola  generale 


(2)  tango»  = 


csen  i 


in — in' 
HH-m' 


V COS  X 


zm 


m 


■m 


7 v cos  * 


che  è la  penultima  di  quelle  già  trovate  nella  soluzione  del  proble- 
ma precedente.  Quando  la  sfera  A va  ad  urtare  obliquamente  la 
sfera  B,  attesa  la  piccolezza  dei  loro  diametri,  nella  formola  (2)  si 
avrà  i = ang.  ABD  ; e di  più  dovrà  essere  « = ang.  DBC,  aflìn- 
chè  dopo  l’urto  succeda  il  rimbalzo  di  4 sopra  la  sfera  C : dunque 
essendo  vf  = 0,  la  detta  formola  ci  darà 
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tang  DBC  = 


scn  DBC 
eosDBC 


t’sen  ABD 

in — m'  , 

— - — r v cos  ABD 
m m 


y 


e quindi  si  dedurranno  successivamente  le  seguenti  relazioni 
(«j — m')  sen  DBC  cos  ABD  — (in -f- m ')  sen  ABD  cos  DBC = 0 , 
«i(scn  BDC  cos  ABD  — cos  DBCsen  ABD)  = 
m'  (sen  DBC  cos  ABD + cos  DBC  sen  ABD)  , 
m sen(DBC— ABD)  = in' sen(DBC  + ABD) , 
msen  [(90°  — c ) — (90° — a)]==m'sen6  , 

, , , , m sen  b 

m seu(  a — c)  — m sen  b . —t—  -, r-  . 

K ' m sen(a  — c) 

Inoltre  poiché  la  sfera  A,  dopo  il  rimbalzo  sopra  la  sfera  C,  deve 
ritornare  alla  sua  posizione  primitiva  ; perciò  considerando  il  secon- 
do urlo  obliquo,  nella  forinola  generale  (2)  dovremo  faro  « = 
ang.  BCE,  ed  w = ang.  ECA  : si  avrà  dunque  nel  secondo  urlo, 
cioè  nell'urto  di  A contro  C, 


tang  ECA= 


sen  ECA 
cos  ECA 


sen  BCE 


IH 

in  ■ 


in' 


cos  BCE 


y 


e quindi  si  ricaveranno,  come  prima,  le  successive  relazioni 
(m — m")  sen  ECA  cos  BCE — (in -+-  ?«")  sen  BCE  cos  ECA  = 0 , 
m(  sen  ECA  cos  BCE — cos  ECA  sen  BCE)  = 
m"(  sen  ECA  cos  BCE  -+-cos  ECA  sen  BCE) , 
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msen(ECA—  BCE)  = m"sen(ECA-t-BCE)  , 
m sen  [(  90*—  a)  — (90°  — 6)]  = m"  sen  c , 


jnsen(6  — a)  =wi"senc  , 


m sen  c 

m"  ~ scn(6  — a) 


In  conclusione  le  relazioni  cercate,  o i rapporti  fra  le  tre  masse 
mj  , m' , m" , sono  i seguenti  : 

m sen  b m sene 

m!  sen  (a — c)  ’ m"  sen  (6 — a) 


257.  Problema  111.  Una  palla  m omogenea  e affatto  priva  di 
elasticità  va  ad  urlare  obliquamente  in  un'  altra  palla  m',  che  sta  in 
riposo  ed  è della  stessa  specie  che  la  prima.  È data  la  velocità  g del- 
la prima  palla  innanzi  all’urto,  e si  conosce  l’angolo  a che  la 
ma  direzione  fa  colla  retta  dei  centri  all’istante  dell’urto:  si  do- 
manda la  velocità,  ond’è  animata  la  stessa  palla  m al  cessare  della 
collisione. 

Si  decomponga  la  data  velocità  p in  due  p sen  a,  p cos  a , l’ una 
perpendicolaro  e l’altra  parallela  alla  retta  dei  centri  CC'  (tig.  143.  a ) : 
la  prima  componente  rimane  intera  dopo  l’urto  ; e la  seconda  che 
sola  influisco  nell’urlo,  si  cangia  per  cagione  di  questo  (238.  /), 

e diviene  • Per  la  qual  cosa  rappresentando  con  U la  ve- 

locità della  palla  m dopo  l’urto,  troveremo 

/ 111 * 

U=p\/  sen’a-t-  7 ^cos’a. 

v (m-t-m) 

258.  Erto  «Il  ano  «fero  contro  un  plano  Immobile.  Ter- 
miniamo la  materia  trattata  in  questo  primo  capo,  coll’csporre  le 
leggi  del  molo  di  un  corpo  sferico  che  va  ad  urtare  colla  velocità 
BC  (tig.  144.  a),  e sotto  un  angolo  <*,  contro  un  piano  duro  ed 
immobile  PP'. 
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l.°  Supponiamo  cbo  il  globo  sia  privo  affatto  di  elasticità.  Si  de- 
componga la  velocità  PC  in  due,  l'uuaBD  parallela  e l'altra  BE  per- 
pendicolare al  piano  : la  prima  componente  non  si  altera  punto  per 
cagione  dell'  urlo  ; ma  la  seconda  componente  rimane  tutta  distrut- 
ta (239.  3.°)  dalla  resistenza  del  piano  fisso,  essendo  questo  percos- 
so normalmente  con  quella  velocità  componente  dal  corpo  non  cla- 
stico. Pertanto  presa  CE'  = BD,  il  globo  dopo  l'urto  continuerà  a 
muoversi  sul  piano  PP'  colla  velocità  rappreseutata  dalla  retta  CE'  : 
e siccome  si  ha  l’equazione  CE'  = CE  = BC  cos  a,  ed  in  conse- 
guenza si  ha  puro  la  proporzione 


CE'  : BC  = cos  a : 1 ; 

così  veniamo  a conchiudere  che  una  sfera  non  elastica  cadendo  obli- 
quamente su  di  un  piano  immobile,  dopo  l'urto  continua  a muoversi 
lungo  il  piano  con  una  velocità  che  sta  a quella  di  prima,  come  il 
coseno  dell'angolo  d’ incidenza  sta  al  raggio. 

2. °  Supponiamo  che  il  globo  sia  perfettamente  clastico.  Decom- 
posta, come  nel  caso  precedente,  la  velocità  BC  nello  due  altre  BD 
parallela  e BE  perpendicolare  al  piano  PP';  la  grandezza  e la 
direzione  della  prima  componente  rimano  invariata  nell’  urto , la 
grandezza  poi  della  seconda  componente  viene  distrutta  durante  lo 
schiacciamento  e alla  fine  dell’urto  restituita  al  corpo  (242.  2.°)  nel- 
la opposta  direzione.  Adunque  dal  punto  d’incidenza  prese  !c  rette 
CE'  e CD  rispettivamente  uguali  e parallelo  alle  rette  BD  e BE,  ed 
ancora  compiuto  il  rettangolo  DE'  ; il  corpo  dopo  l’urlo  si  muoverà 
colla  velocità  CB'  = CB,  la  cui  dirczioue  fa  col  piano  immobile  un 
angolo  a'=  a:  e così  quando  una  sfera  perfettamente  elastica  va  ad 
urlare  contro  un  piano  immobile  con  un  certo  grado  di  velocità,  rim- 
balza dal  piano  colla  stessa  velocità,  e sotto  un  angolo  di  riflessione 
che  è uguale  all'angolo  d’incidenza. 

3. °  Sia  il  globo  imperfettamente  elastico.  Dopo  l’urto  gli  verrà 
restituita  nella  direzione  opposta  solo  una  parte  della  velocità  com- 
ponente BE  ; per  es.  gli  verrà  restituita  la  parte  CD'  proporzionale 
al  grado  di  sua  elasticità  : onde  presa  la  retta  CE'  uguale  e paralle- 
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la  a BD,  e costellilo  il  rettangolo  D'E'  ; il  globo  rimbalzerà  dal  pia- 
no con  una  velocità  GB",  che  fa  col  medesimo  piano  un  angolo  x" 
minore  dell'angolo  a.  Ora  abbiamo  evidentemente 

. „ CD'  , BE 

tang  t"  ~ -^r-  , tang  t = 

e quindi  per  le  cose  delle  nel  numero  (247.  2.°)  abbiamo  ancora 
tang  a":  tanga=CD'.‘  BE  = e:  1 ; 

dunque  se  una  sfera  imperfettamente  elastica  incontri  con  qualsiasi 
velocità  un  piano  immobile,  rimbalzerà  da  questo  piano  sotto  un  tale 
angolo  di  riflessione,  la  tangente  del  quale  stia  alla  tangente  dell  an- 
golo d’incidenza  come  il  rapporto  tra  le  forze  di  restituzione  e di 
compressione  delle  parli  sta  aW unità. 

In  tutte  le  cose  sopraddette  abbiamo  sempre  supposto  che  i corpi, 
urlandosi  a vicenda,  si  movessero  prima  e dopo  l’urlo  equabilmente 
e in  linea  retta  : se  il  moto  dei  corpi  e dei  loro  centri  fosse  vario, 
converrebbe  allora  determinare  le  loro  velocità  per  quell’  istante  di 
tempo  in  cui  succedo  la  collisione  ; e tutti  i teoremi  e le  leggi  di- 
mostrate in  questo  cai>o  varrebbero  solo  per  quelle  velocità,  dalle 
quali  si  trovano  animati  i corpi  al  principio  c alla  fine  dell’urto.  In 
qual  maniera  possano  poi  determinarsi  le  velocità  nel  molo  vario  e 
rettilineo,  si  farà  manifesto  dalle  cose  che  siamo  per  dire  nel  capo 
seguente. 


CAPO  II. 


MOVIMENTO  RETTILINEO  DI  UN  PUNTO  MATERIALE  UBERO. 

259.  Forza  accelera  Irler  e forza  moiri  ce.  Abbiamo  già 
detto  nelle  nozioni  generali  (7)  che  il  molo  rettilineo  di  un  punto 
materiale  è uniforme  o vario,  secondo  che  questo  punto  viene  deler- 
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minato  a muoversi  per  un  solo  impulso,  ovvero  è sollecitato  conti- 
nuamente da  una  forza;  c clic  inoltre  il  molo  prodotto  da  una  forza 
continua  è comunque  vario  se.  l’azione  della  forza  sul  punto  si  can- 
gia di  intensità  ad  ogni  istante,  ed  ò uniformemente  vario  se  l'a- 
zione della  forza  si  mantiene  sempre  la  stessa. 

Nel  moto  rettilineo  ed  uniformemente  vario,  sia  esso  accelerato  o 
ritardato,  la  forza  continua  c costante  si  misura  (11.  l i)  colla  velo- 
cità f prodotta  nel  mobile  in  ciascuna  unità  di  tempo  : egli  è per 
questo  che  una  tale  velocità  si  chiama  forza  acceleratrice  o accele- 
razione ; e si  deve  prendere  positiva  o negativa,  secondochc  l'azione 
della  forza  si  esercita  sul  punto  materiale  nello  stesso  verso  o nel 
verso  opposto  al  moto  iniziale,  od  anche  agli  spazii  che  si  descrivo- 
no dal  mobile. 

Quanto  al  moto  rettilineo  comunque  vario,  a un  istanto  qualsiasi 
la  forza  avrà  una  grandezza  ed  energia  determinata;  e se  agisse 
quinci  con  siffatta  energia,  nell'unità  di  tempo  farebbe  variare  la  ve- 
locità del  punto  mobile  di  una  certa  quantità  9:  cotesta  quantità  è la 
misura  della  forza,  e si  dice  V accelerazione  all’istanle  ebe  si  consi- 
dera; cioè  nel  moto  comunque  vario  alla  One  di  uu  dato  tempo  chia- 
masi forza  acceleratrice  0 semplicemente  accelerazione  la  velocità  9 
che  in  ciascuna  unità  di  tempo  produrrebbe  nel  punto  materiale  la 
forza  continua,  se  subito  dopp  il  dato  tempo  di  varia  divenisse 
costante,  ed  agisse  invariabilmente  coll’  intensità  che  possiede  in 
quell’  istante. 

Dinotiamo  con  in  la  massa  del  punto  materiale  che  è soggetto  al- 
l’azione continuata  di  una  forza  qualunque  : il  prodotto  m?  della 
massa  per  la  forza  acceleratrice,  è ciò  che  si  appella  forza  motrice 
del  punto;  onde  nel  moto  vario  l’accelerazione  si  ottiene  col  di- 
videre la  forza  motrice  per  la  massa  de!  punto  mobile. 

260.  Equiizlons*  drl  movimento  uniforme.  Le  diverse  po- 
sizioni di  un  punto  mobile  M si  riferiscano  a un  punto  fisso  A,  pre- 
so sulla  retta  che  è percorsa  con  moto  uniforme  dal  primo  punto. 
Indichiamo  con  t>  la  velocità  ossia  lo  spazio  descritto  nelle  singole 
unità  di  tempo,  c con  s la  distanza  del  punto  mobile  dalla  origine 
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fissa  alla  fine  ilei  tempo  /;  se  a t = 0 risponde  * = 0,  la  relazione 
tra  lo  due  quantità  variabili  s , l si  esprimerà  (9)  colla  equazione 

(m)  s=vt ; 

se  poi  a < = 0 corrisponde  s — a,  allora  la  detta  relazione  si  espri- 
merà con 

(m')  s = a-+-vt  , 

c sarà  questa  l’equazione  più  generale  del  moto  uniforme.  Por  mez- 
zo dell’ima  o dell’altra  equazione  si  determina  la  posizione  del  punto 
materiale  M alla  fine  di  un  dato  tempo  t,  c colle  medesime  equazio- 
ni possono  risolversi  quei  problemi,  che  appartengono  al  movimento 
rettilineo  ed  uniforme  dei  corpi. 

Cosi,  a cagion  di  esempio,  se  conoscendosi  la  distanza  a tra  due  pun- 
ti che  incominciano  insieme  a muoversi  nella  medesima  direzione 
verso  una  stessa  parte  e colle  velocità  date  v e si  voglia  sapere  o 
l'istante  in  cui  l’uno  sarà  raggiunto  dall’altro , o la  posizione  del 
punto  in  cui  avverrà  il  mutuo  incontro  ; basterà  prendere  per  ori- 
gine fissa  il  punto  di  partenza  del  mobile  M,  che  supponiamo  situato 
dietro  l’altro  mobile  M'  ed  animato  dalla  velocità  v maggiore  dell’al- 
tra v'.  Le  rispettive  equazioni  dei  due  movimenti  saranno 

s — vi  , s'  = a v't  : 

fatto  s = sr,  avremo  l’istante  c il  punto  d'incontro  dei  due  mobili 
dalle  due  equazioni 


le  quali  ci  esprimono  il  tempo  trascorso  dal  principio  del  moto  fino 
al  momento  dell'incontro,  e la  distanza  interposta  tra  l'origine  e il 
punto  in  cui  i due  mobili  si  uniscono  insieme. 
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Ancora  osserviamo  che  a rappresentare  un  movimento  uniforme, 
invece  della  equazione  finita  {in}  ovvero  (»*') , si  può  fare  uso  dell’e- 
quazionc  differenziale 


ds 

Si  =t,; 


la  quale,  considerata  v come  quantità  costante,  si  deduce  median- 
te la  differenziazione  dall’una  e dall'altra  di  quelle  prime  forinole. 

261.  Equazioni  del  moto  rettilineo  comunque  vario.  Uu 
punto  materiale  M,  sollecitato  da  una  forza  qualunque,  si  muova  li- 
beramente in  linea  retta  : alla  fine  del  tempo  t sieno  s lo  spazio  per- 
corso, e e la  velocità  che  risiede  nel  mobile  ; saranno  ds  l’incremen- 
to dello  spazio,  e dv  la  variazione  della  velocità  nell’intervallo  infini- 
tamente piccolo  di  che  succede  al  tempo  l.  Ma  questa  variazione  do, 
prodotta  nel  mobile  dall’azione  della  forza  continua,  è infinitesima  in 
grandezza  e si  può  trascurare  in  confronto  della  stessa  velocità  « : 
dunque  potremo  riguardare  lo  spazio  piccolissimo  ds  come  de- 
scritto dal  punto  materiale  con  moto  uniforme,  cioè  colla  sola  ve- 
locità c,  nell’intervallo  di  tempo  di  ; e però  nel  moto  vario,  come 
nel  molo  uniforme,  si  avrà  (9)  l’equazione  differenziale 


v= 


ds 

di 


Oltre  a ciò,  se  alla  line  del  tempo  t si  suppone  che  la  forza  diven- 
ga costante  ed  agisca  sempre  con  quella  intensità  di  cui  è allora  ca- 
pace, essa  nei  singoli  clementi  di  tempo  di  produrrà  nel  punto 
M la  stessa  velocità  infinitesima  dv  : dunque  nella  medesima  ipotesi 
produrrà  in  un  tempo  = 1 tante  volto  la  velocità  di\  quanti  sono 
gli  elementi  di  contenuti  nel  tempo  preso  per  unità;  cioè  durante 
questo  tempo  genererà  nel  mobile  una  velocità  espressa  dal  prò- 
1 dv 

dotto  -jj  dv , ovvero  dal  quoto  . Ma  nel  molo  vai-io  la  velocità 


che  in  ciascuna  unità  di  tempo  la  forza  genererebbe  nei  punto  mo- 
bile se  dopo  un  tempo  qualunque  t divenisse  costante,  non  è altro 
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(259)  che  l’accelerazione  ? la  quale  ha  luogo  alla  fine  del  medesimo 
tempo  l ; dunque  nel  moto  vario  sussisterà  ancora  quest' altra  equa- 
zione 


<?  = 


Da  ultimo  porgendoci  la  prima  delle  due  equazioni  già  trovate  il 
Hs 

valore  dt=  • — , la  seconda  potrà  anche  scriversi 
v 


V dv 

? ~ ~ds~  : 

e poiché  nell’ipotesi  che  la  variabile  t sia  indipondente  o l’ incre- 
mento di  sia  (LXI)  costante,  quella  prima  equazione  per  mezzo  del- 

d%s  , 

la  differenziazione  diviene  dv  = — ; perciò  la  seconda  si  ridurrà 
anche  alla  forma 

_ d's 
di'  ' 


In  conclusione,  considerato  il  tempo  come  una  quantità  variabile 
ed  indipendente,  al  moto  rettilineo  comunque  vario  appartengono 
generalmente  le  quattro  formolo 

ds  dv 

7tT  '*  — ~dì  ’ 

vdv  d's 

ds  ’ ? ~ W ’ 


delle  quali  però  la  terza  e la  quarta  non  sono  che  una  conseguenza 
delle  due  prime  equazioni,  e spesso  si  adoperano  utilmente  in  luogo 
di  queste  : è poi  chiaro  per  la  seconda  formola  che  le  due  quantità 
<f  o dv  hanno  sempre  lo  stesso  segno  ; quindi  la  forza  acceleratrice 
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sarà  positiva  o negativa,  secondo  che  farà  crescere  o diminuire  ia 
velocità  del  punto  materiale  M.  Esssendo  propriamente  due  sole  le 
equazioni  generali  del  moto  rettilineo,  e somministrandoci  due  rela- 
zioni tra  le  quattro  variabili  v,  s,  (,  9;  per  risolvere  un  problema 
qualunque  del  movimento,  converrà  che  nell'enunciazione  del  pro- 
blema si  contenga  una  terza  relazione  tra  le  medesime  quantità al- 
lora determinata  ad  arbitrio  una  dalle  quattro  quantità,  è evidente 
che  potranno  anche  determinarsi  tutte  le  altre.  Noi  qui  ci  restrin- 
giamo a proporre  e sciogliere  alcuni  di  quei  problemi,  in  cui  viene  da- 
ta una  relazione  peculiare  tra  le  due  quantità  9 ed  s,  essendo  la  for- 
za acceleratrice  una  certa  funzione  della  distanza  del  punto  mobile 
da  un  punto  fìsso. 

262.  problema  I.  Un  punto  materiale  è sollecitato  verso  un 
punto  fisso  con  una  forza  proporzionale  alle  sue  distanze  da  questo 
stesso  punto:  proponiamoci  di  trovare  la  velocità  del  mobile  a una 
data  distanza  dal  centro  delle  forze , e il  tempo  che  dovrà  impiegare 
per  giugnere  dalla  sua  posizione  iniziale  al  medesimo  centro. 

Supponiamo  che  il  punto  materiale  non  abbia  alcuna  velocità  alla 
distanza  iniziale  a dal  centro  delle  forze  ; chiamiamo  x la  distanza 
del  mobile  alla  line  del  tempo  t,  e p.  la  forza  acceleratrice  all'unità  di 
distanza  dal  medesimo  centro:  sarà  s=a — x , e |a:  9=1  : x;  eppe- 
rò  si  avranno  ancora  i valori 

d's~ — d'x  , 9=  fix  . 

Laonde  adoperata  la  quarta  tra  le  formolo  generali  [m")  del  numero 
precedente,  nel  caso  attuale  risulterà  l’equazione 


d'x 

W 


=— pjr; 


la  quale  moltiplicata  che  sia  per  la  quantità  ìdx,  diviene 


ìdxd'x 
di'  ~ 


ìyxdx . 


Voi.  II. 


3 
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Ora  (XLYI1)  il  primo  membro  di  questa  equazione  è il  differenziale 
dx* 

della  funzione  -^r  , e il  secondo  membro  è pure  il  differenziale 

della  funzione  — pus';  adunque  presi  gli  integrali,  e denotata  con  C 
una  quantità,  costante,  avremo 

La  quantità  ^ j , attesa  la  prima  formola  (m") , rappresenta  il 

quadrato  della  velocità  v ; c al  principio  del  movimento  per  ipotesi 
sussistono  insieme  x=a  , «=  0 ; quindi  la  quantità  costante  C ha 
per  valore  il  prodotto  [a<j*  , e così  a una  distanza  x del  mobile  dal 
centro  delle  forze  sussisterà  l’ equazione 

(!)  (-y  J=»*=K«’— »■). 

ed  ancora 

t>=Vt IVa'— x*  . 

Da  ciò  s’inferisce  che  la  velocità  del  punto  materiale  nel  centro  delle 
forze  sarà  massima , ed  uguale  alla  espressione  av/ p.  ; che  la  mede- 
sima velocità  si  annullerà  di  movo  alla  distanza  x — — a,  alla 
quale  si  reca  il  mobile  per  cagione  della  forza  preconcepita  nel  cen- 
tro; e che  in  line  quella  velocità  riuscirà  la  stessa  ad  uguali  distanze 
di  qua  e di  là  dal  centro  delle  forze,  intorno  al  quale  il  punto  mobi- 
le va  oscillando  continuamente. 

Quanto  alla  seconda  delle  due  questioni  proposte,  la  formola  (1) 
ci  porge 


dt=  -4=. 


■dx 


y/p.  v/a’— x‘ 
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e in  questa  espressione  si  fa  uso  del  segno  negativo  per  la  radico 
quadra,  perchè  accostandosi  il  punto  materiale  al  centro  delle  forze, 
gli  incrementi  dt  e dx  sono  opposti  di  segno.  Integrando  la  mede- 
sima espressione  differenziale,  otteniamo  (LXXXV11I)  l’espressione 
finita 


» 1 x 
t — — are  cos  — 

✓ tu  a 


senza  la  giunta  della  quantità  costante  che  è nulla,  poiché  al  tempo 


/=0  corrispondo  x—a . Fatto  x—  0 , l'espressione  diventa  , 

-v> 


ed  appartiene  al  tempo  die  impiega  il  mobile  per  andare  dalla  posi- 
zione iniziale  al  centro  di  azione  ; ed  essendo  un  tal  valore  indipen- 
dente dalia  stessa  posizione  iniziale  o dalla  distanza  a,  si  conchiudo 
che  da  qualuiufue  distanza  incominci  a muoversi  il  punto  materiale , 
arriverà  sempre  nello  stesso  tempo  al  centro  delle  forze.  La  condizio- 
ne del  problema  si  verifica  nelle  oscillazioni  delle  corde  sonore,  e nei 
corpi  pesanti  che  si  movessero  nell'interno  del  globo  terrestre. 

263.  Problema  11.  In  un  punto  fisso  risiede  il  centro  di  una 
attrazione  inversamente  proporzionale  alla  ennesima  potenza  delle 
distunze.  Un  punto  mobile,  abbandonato  (dia  azione  di  quel  centro  , 


passa  dalla  distanza  a alla  distanza  a,  ed  acquista  la  stessa  ve- 


locità come  se  da  ma  distanza  infinita  venisse  alla  detta  distanza  a 
dal  centro:  si  cerca  il  numero  esponente  n. 

Sicno  © e p le  forze  accelerataci  alla  disianza  x dal  centro  di  at- 
trazione, o ad  Hna  distanza  presa  per  unità:  secondo  la  legge  con 

cui  varia  la  forza,  sarà  a?*  : 1 = p : <j^=  j ; epperò  adopera- 
to — dx  invece  dell’  incremento  ds,  la  terza  forinola  [m".  261)  ci 
darà  la  relazione 


vdv  ti 

dx  ai* 
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Fatta  la  moltiplicazione  per  dx  e presi  gli  integrali,  verrà  (LXXXVII) 


quindi  se  indichiamo  con  v, , vt  le  velocità  che  il  mobile  acquista 

1 

rispettivamente  nel  passare  dalla  distanza  a alla  distanza  y a , e da 
una  distanza  infinita  alia  distanza  a , avremo 


dx  _a  f 1 ~j4 

X"  “T_  (n — l)xn_1  ja 


1 

— a 


oc  oo 

E siccome  per  condizione  si  ha  t>,  = vt , così  sarà  pure 

2 jJt.  2;j. 


(n — 1 )«**-'  (n  — l)a" 


(4— — 1); 


cioè 

1 = 4— ‘—1 , log(2)=(n — 1)log(4)=2(n  — l)log(2) , n=  i-  * 

Adunque  la  forza  attrattiva  che  emana  dal  centro  fisso,  agisce  nella 

ragione  inversa  della  potenza  x * . 

26i.  Proiilrniu  III.  Un  punto  materiale  si  muove  in  linea  retta 
per  razione  di  una  forza  attrattiva  , la  quale  si  dirige  a un  centro 
( isso , ed  è proporzionale  alla  ennesima  potenza  della  distanza  : tro~ 
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vare  la  disianza  in  cui  dovrà  cominciare  il  movimento  del  punto , af- 
finchè questo  abbia  una  data  velocità  3 , arrivando  a una  distanza  a. 
dal  centro  delle  forze. 

Essendo  * l’ attrazione  all’  unità  di  distanza,  la  forza  attrattiva  in 
una  distanza  qualunque  x si  esprimerà  con  ? — [jjc"  : quindi  la  ter- 
za formola  (m")  del  moto  rettilineo  diverrà 

vdv  = — [aì ff'dx , 

ed  integrata  ci  darà  generalmente  la  relazione 


Per  la  qual  cosa  se  chiamasi  xa  la  distanza  iniziale  che  si  vuol  tro- 
vare, starà  l’equazione 

a 

f W*=  -a-); 

X» 


e da  essa  si  dedurrà  il  valore 


1 


265.  problema  IV.  Un  punto  materiale  si  muove  in  una  linea 
retta  ed  è attirato  per  una  forza  proporzionale  alla  distanza , verso 
un  centro  di  azione  che  si  muove  secondo  la  medesima  retta  con  ma 
velocità  costante:  sono  date  sì  le  posizioni  iniziali  del  centro  di  azio- 
ne e del  punto  materiale , e sì  ancora  la  velocità  costante  p del  primo 
e la  velocità  iniziale  $ del  secondo  punto.  Trovare  la  posizione  del 
punto  materiale  a un’epoca  data. 

Si  espriraano*con  a ed  «'  le  distanze  iniziali  CA  ed  MA  (fig.  145) 
del  centro  di  azione  c del  punto  materiale  da  una  origine  tissa  A, 
presa  sul  prolungamento  della  retta  che  va  dal  primo  punto  al  se- 
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condo;  si  rappresenti  inoltre  con  x la  distanza  M'A  del  punto  mate- 
riale dalla  medesima  origine  all’epoca/,  e con  p.  l'attrazione  alla 
unità  di  distanza.  Posto  che  il  centro  di  «azione  si  muova  nello  stes- 
so verso  del  punto  materiale,  e che  nel  tempo  t passi  dalla  posizione 
C alla  posiziono  (7,  sarà  CC7  = pi  lo  spazio  percorso  in  questo  tem- 
po, ed  a 4-  pi  sarà  la  distanza  del  medesimo  centro  dalla  origine  A 
alla  epoca  t : quindi  a questa  stessa  epoca  essendo  a -4-  pi  — # la 
distanza  del  punto  materiale  dal  centro  di  aziono , attesa  la  legge 
con  cui  opera  la  forza , si  avrà  per  V accelerazione  9 l' espressione 
<f  — p.  (a  + pt  — x)  = — pi  (a?  — a — pi),  e per  l'incremento  in- 
finitesimo dello  spazio  s già  percorso  da  M si  avrà  l’espressione 
ds  = — d[a  4-  pt  — x) = d[x — a — pi) . Onde  la  formula  generale 


d's 

del  moto  ^ = <p,  si  scriverà  nel  caso  presente 


d'[x—a — pi)  . . 

— — = — i a(x— o — p/) 


Moltiplicando  i due  membri  della  formula  per  ìd{  x — a 
poi  integrandoli,  otterremo 


pt),  e 


d[x  — a — pt) 

di 


J = — P(x  — a — pt)’ 4-  ne’ , 


dove  per  comodo  di  calcolo  la  costautc  della  integrazione  viene  in- 
dicata col  termine  p.c\  Si  dedurranno  quindi  successivamente  le 
seguenti  espressioni  « 


— d[x  — a — pi) 
y/c* — (x — a — pt)* 
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x — a — pl—ccos[tV\>-  — <VfO  = B cos  [IV p.  ) -+-  B'  sen(/v  ìa)  . 


Ora  per  determinare  le  due  costanti  B c B'  in  questa  ultima  equa- 

. , dx 

zione  , osserviamo  che  per  t — 0 si  hanno  i valori  x — a , 

— p'  ; dunque  la  medesima  equazione  e il  suo  differenziale 

- & = B'  V*  cos  [l  v7)  — B sen  (I  v7) , 
al 


per  t = 0 , ci  daranno  i due  valori  B = «'  — a , c B'  = 1 
Si  avrà  per  conseguenza  la  formola 


p' g _ 

x — a -t-fìf-h  ( a'—  a)cos(  tV v-)  -+*  ^/—  scn  (fvV) , 

la  quale  ci  fa  conoscere  la  posizione  cercata  del  punto  materiale 
alla  line  di  un  dato  tempo  t. 

266.  Problema  V.  Un  punto  materiale  è situalo  in  un  dato 
luogo  sopra  la  retta  che  congiunge  i centri  di  due  forze  attrattile 
inversamente  proporzionali  al  quadrato  delle  distanze:  si  lancia 
questo  punto  verso  l’uno  dei  due  centri , arriva  alla  posizione  dove 
le  attrazioni  sono  uguali , e vi  resta  in  riposo.  Si  cerca  la  velo- 
cità, colla  quale  il  mobile  è stalo  lanciato  verso  l’uno  dei  due  cen- 
tri di  azione. 

Sieno  fi  e p.'  le  attrazioni  dei  due  centri  alla  unità  di  distanza , 
rappresentino  2a  e 2a'  le  distanze  iniziali  MA  ed  MA'  del  punto  mo- 
bile dai  centri  fissi  di  azione  A ed  A'  (fig.  145),  e si  esprima  con 
V la  velocità  di  proiezione,  ossia  la  velocità  colla  quale  il  mobile 
è lanciato  verso  il  centro  A':  posto  che  il  punto  materiale  dopo  un 
tempo  qualunque  si  trovi  nella  posizione  M' , si  faccia  M'A  = r 
di  AA'  = b ; sarà  M'A'  — b — x,  c 6 — 2a  -H  2o'.  Quindi  nella 
medesima  posizione  M' le  forze  acceleratrici,  provenienti  dall’azio- 
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ne  dei  due  centri,  secondo  le  condizioni  del  problema  saranno 

r 

f = -T-  ed  f — -nr—sf , e l’accelerazione  totale  sarà 
' x ' (6 — x)  ’ 


f> f _F_  . 

? ' ' (6  — x)‘  x*  ’ 

per  conseguenza,  chiamata  « la  velocità  in  M'  ed  attesa  l’ugua- 
glianza ds  — dx,  la  terza  formola  (m")  del  numero  (261)  ci  darà 

vdv  u.f  (a  , u.'d(b — x)  u.dx 

- (t-V  ~ -?•  ’ 

e per  mezzo  della  integrazione 


(2) 


• f*  ■ t* 

2 x ^ b — x 


■4-C 


Quando  le  attrazioni  dei  due  centri  sono  uguali,  abbiamo  -p- 


(b—x) 


T ; e quindi  abbiamo  ancora 


vV  _ vV_ 

x b — x 


x==  y*  __  : 

vV  -t-vV 


dunque  poiché  in  questo  caso  il  mobile  resta  in  riposo  per  ipotesi , 
ed  è v — 0 ; perciò  dalla  equazione  (2)  si  ricaverà  per  la  costante 
C il  valore 


p(v*V-t-vV) /(vV-t-vV) 

W — Vp 

Kv'V-l-vV) 

Vp  Vi*' 
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___  pV+'tV^p  +v//)-4-pVp(V'V-4-Vp') 

2(a+  a')  v7\/7 

Ora  al  principio  del  movimento  la  medesima  equazione  (2)  diviene 

V*  t t 

Pi  P ,r_P.P.r 

2 2o  b — la  “hC—  2 a la'  “hC  ’ 


ossia 


V*  = 


a 


^a'-h/a 

aa' 


+-2C; 


dunque 


t pfl,+  p'o  pV/f*,(v/p+V/p')+pVp(7p  + 7pr 


Y’  = 


17" 


(o+^VpvV 


(*fl/  7p  7 7-f* pV  7 p t/p*  — 2 f*fi'  ao' 

aa'(a-+-a')  y/^s/7 


_ p _(v^  T »»-v/ 7|,>) 


a + a' 


a + a' 


e si  ottiene  così  la  velocità  di  proiezione  che  si  domandava  nel  pro- 
blema, cioè 


V = 


v/T^V-S- 


\/  a- 


261 . Equazioni  del  molo  rettilineo  uniformemente  va- 
rio. 11  moto  rettilineo  uniformemente  vario  è prodotto  in  un  punto 
materiale  c libero,  come  abbiamo  dichiarato  in  altro  luogo,  da  una 
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forza  continua  c costante  in  intensità  e direzione,  la  quale  agisca 
sul  punto  elio  sta  in  riposo,  ovvero  che  è già  determinato  a mo- 
versi equabilmente  con  una  certa  velocità  nella  direzione  stessa 
della  forza:  cominciamo  dal  trovare  le  forinole  del  moto  unifor- 
memente accelerato,  nella  supposizione  che  sia  nulla  la  velocità 
iniziale  del  mobile. 

Nel  moto  rettilineo  uniformemente  accelerato  essendo  costante 
l’accelerazione  ? , si  potrà  senz'altro  integrare  la  seconda  formula 
(in")  del  numero  (261);  ossia  la  forinola  dv  = fdl,  la  quale  vale 
in  generale  per  qualunque  movimento  vario:  or  poiché  la  costante 
della  integrazione  rappresenta  la  velocità  iniziale  del  mobile,  che 
per  ipotesi  è nulla;  perciò  dalla  predetta  forinola  dilTercnziale  si 
dedurrà,  tra  la  velocità  v e il  tempo  /,  la  relazione  finita 

(1)  V = <ft. 

Questa  medesima  relazione  si  può  stabilire  senza  l’aiuto  del  cal- 
colo nel  modo  seguente.  Essendo  ? la  velocità  che  la  forza  costante 
prpduce  nel  punto  materiale  in  ciascuna  unità  di  tempo,  il  mobile 
alla  fine  della  prima  unità  di  tempo  avrà  la  velocità  9 , dopo  due 
unità  di  tempo  avrà  acquistato  una  velocità  = 2?  , dopo  tre  unità 
una  velocità  = 3?,  ...  , e dopo  il  tempo  t possederà  la  velocità  ? 
presa  tante  volte,  quante  sono  le  unità  contenute  nello  stesso  tem- 
po t : espressa  dunque  con  v la  velocità  acquistata  dal  mobile  alla 
fine  del  tempo  i per  l’azione  della  sola  forza  costante,  sarà  v = fi . 

Si  può  anche  procedere  in  questo  altro  modo.  Siccome  nel  mo- 
to rettilineo  uniformemente  accelerato  la  forza  continua  conserva 
sempre  una  medesima  intensità,  così  le  velocità  prodotte  nel  punto 
materiale  dalla  sola  azione  della  forza  costante  devono  essere  evi- 
dentemente proporzionali  ai  tempi  corrispondenti:  laonde  chiamate 
? , « le  velocità  che  corrispondono  ai  rispettivi  tempi  1 et,  sussi- 
sterà la  proporzione  ? : v = 1 : t , c quindi  risulterà  la  forinola 

268.  Sia  inoltro  s lo  spazio  percorso  dal  mobile  nel  tempo  t , e 

d$ 

si  confronti  1’  equazione  generale  v = colla  equazione  speciale 
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v — <fl  del  numero  precedente:  si  avrà  per  tal  guisa  nel  molo  uni- 
formemente accelerato,  tra  lo  spazio  c il  tempo  corrispondente,  la 
formola  differenziale  <h  = ftdl,  e quindi  la  relazione  linita 

(2)  *=  ’ 


dove  la  costante  della  integrazione  è nulla  per  la  ragione  clic  ad 
* ==  0 corrisponde  t = 0. 

La  medesima  relazione  si  può  anche  trovare  nel  modo  che  se- 
gue. Immaginiamo  che  il  tempo  t venga  diviso  in  un  numero  qua- 
lunque n di  tempuscoli  uguali  a 0 , sicché  abbiasi  l = «0;  c sup- 
poniamo che  la  forza  costante,  invece  di  agire  sul  mobile  senz'al- 
cuna  interruzione,  agisca  solamente  al  principio  dei  singoli  inter- 
valli 0 , e con  impulsi  istantanei  comunichi  al  punto  mobile  quella 
velocità  u = ?q  che  produrrebbe  in  esso  (267)  coll’azione  continua- 
ta per  ciascuno  dei  medesimi  intervalli  6:  in  questa  supposizione  è 
manifesto  che  il  movimento  del  punto  materiale  si  comporrà  di  una 
serie  di  movimenti  uniformi  c diversi  tra  loro,  e che  per  conse- 
guenza (260)  gli  spazii  percorsi  dal  mobile  nei  successivi  tempu- 
scoli 0 saranno  u0  ossia  ?Q\  2?0\  3?o*  , «?(/’  ; sicché  lo  spazio 

percorso  in  lutto  il  tempo  l si  esprimerà  colla  somma 


S — ■ f0*  — 2y0  -j-  3^0  — = e0*  (1  -j-  2 — 3 — l—  • • • - t— w) 


= ?e*(l  + n)  A = 


5 


? . nV 

2 


Poniamo  adesso_chc  si  accresca  indefinitamente  il  numero  « dei 
tempuscoli  0 nei  quali  si  è diviso  il  tempo  finito  1,  e che  perciò  si 
diminuisca  senza  fine  la  grandezza  dei  medesimi  tempuscoli  : in 
questa  ipotesi  lo  azioni  consecutive  della  forza  costante  verranno 
avvicinandosi  sempre  più  1’  una  all’  altra  ; di  modo  che  la  stessa 
forza  agirà  in  fine  senza  alcuna  interruzione,  e produrrà  nel  punto 
materiale  un  moto  uniformemente  accelerato,  quando  si  faccia  n 
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= » : ma  con  questo  valore  del  numero  n,  il  primo  termine  della 

espressione  di  s diviene  — 9=  ~ =0  ; dunque  di  nuovo  nel 

moto  uniformemente  acceleralo  se  la  velocità  iniziale  è nulla,  lo 

1 

spazio  percorso  nel  tempo  t avrà  per  espressione  $ = — <?<’. 

269.  Dalle  due  forinole  (1)  e (2)  dei  numeri  precedenti,  elimi- 
nata la  quantità  t , si  deduce  immediatamente  la  terza  formola  e* 
= 2?s,  ossia  la  relazione  tra  la  velocità  e lo  spazio;  e così  per  de- 
terminare tutte  le  circostanze  del  moto  rettilineo  uniformemente  ac- 
celerato, quando  la  velocità  iniziale  del  mobile  è nulla , si  avranno 
le  tre  equazioni 

• 

(m'")  v , s=  t)’  = 2?s. 

Se  il  punto  materiale  al  principio  del  moto , quando  cioè  inco- 
mincia a sostenere  l’azione  della  forza  continua  e costante , posse- 
desse già  una  velocità  impressa  a nella  stessa  direzione  e nel  me- 
desimo senso  della  forza,  il  suo  movimento  sarebbe  pure  rettilineo 
ed  uniformemente  accelerato  : ma  in  questo  caso  alla  espressione 
della  velocità  prodotta  nel  mobile  dall'azione  continua  della  forza 
nel  tempo  t , converrebbe  aggiungere  la  velocità  iniziale  a che  si 
mantiene  costante  nel  mobile;  e alla  espressione  dello  spazio  per- 
corso nello  stesso  tempo  t in  virtù  della  sola  forza  continua  e costan- 
te, bisognerebbe  aggiungere  lo  spazio  al,  che  dal  mobile  si  percorre 
nel  detto  tempo  t con  moto  uniforme  in  virtù  della  sola  velocità  ini- 
ziale. Dunque  nel  moto  rettilineo  uniformemente  acceleralo  si  avran- 
no le  formole  più  generali 


(m") 


v =«-+-?! , s = al  -f- 


o*  — o*  =2?s  ; 
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delle  quali  la  terza  si  deduce  dalle  altre  due , sostituendo  nella  se- 
conda forinola  il  valore  l = - — - ricavato  dalla  prima. 

? 

In  (ine  se  la  velocità  iniziale  a viene  impressa  al  mobile  nella 
stessa  direzione,  ma  nel  senso  op|>osto  a quello  in  cui  agisce  la  forza 
continua  costante,  il  moto  sarà  allora  rettilineo  ed  uniformemente 
ritardato:  quindi  per  avere  le  formolo  di  un  tal  movimento,  basterà 
nelle  equazioni  precedenti  (m'r)  mutare  il  segno  alla  accelerazione  ?, 
che  si  oppone  alla  velocità  positiva  ed  iniziale  a;  e di  tal  guisa  si  ot- 
terranno le  formolo 


K) 


jt'=a-  fl  , s=at—  yfl’, 
\ «’ — t>*=2?s, 


colle  quali  si  determinano  le  circostanze  del  molo  rettilineo  unifor- 
memente ritardato. 

Per  applicazione  di  queste  diverse  classi  di  formule , spettanti  a 
un  moto  qualunque  rettilineo  ed  uniformemente  vario,  serviranno  le 
cose  che  siamo  per  dire  nei  due  capi  seguenti,  sul  molo  verticale 
dei  gravi  c sul  movimento  dei  medesimi  lungo  i piani  inclinati  al- 
l’orizzonte. 


CAPO  III. 


MOVIMENTO  VERTICALE  DEI  GRAVI. 


270.  La  gravità  terrestre,  siccome  vedremo  in  altro  luogo,  è un 
caso  particolare  della  gravitaziono  universale,  ed  agisce  sui  corpi 
nella  ragione  inversa  del  quadrato  delle  loro  distanze  dal  centro 
della  terra:  ma  stante  la  lunghezza  assai  notabile  del  raggio  ter- 
restre, le  variazioni  di  gravità  nei  corpi  non  divengono  sensibili  al 
di  sopra  della  terra,  se  non  ad  altezze  molto  differenti  fra  loro; 
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sicché  la  medesima  gravità  potrà  risguardarsi  come  una  fona  sen- 
sibilmente costante  nelle  vicinanze  della  superficie  terrestre,  cioè 
rispetto  a quei  corpi  pesanti  il  cui  movimento  più  d’ordinario  si 
osserva  e si  ha  da  esaminare.  Nel  determinare  il  molo  rettilineo  dei 
gra\i,  noi  considereremo  i loro  centri  di  gravità,  dove  si  può  sup- 
porre raccolta  tutta  la  massa;  e per  procedere  ordinatamente,  trat- 
teremo prima  del  moto  verticale  nel  vuoto  o in  un  mezzo  resistente, 
e dipoi  tratteremo  del  molo  lungo  un  piano  inclinato. 

271.  Forinole  e lessi  della  dKcewa  verticale  de’  aravi 
nei  vuoto.  Essendo  la  gravità  una  forza  costante  nelle  vicinanze 
della  superficie  terrestre,  messa  da  parte  la  resistenza  dell’aria,  sa- 
rà uniformemente  acceleralo  il  moto  dei  gravi  che  cadono  da  una 
altezza  non  molto  grande:  onde  se  si  suppone  che  sia  zero  la  velo- 
cità iuiziale,  e se  si  distingue  colla  lettera  <j  f accelerazione  dovuta 
alla  gravità,  la  discesa  verticale  de’  gravi  si  determinerà  (2(19.  m'") 
per  mezzo  delle  forinole 

(n)  v~gt , s=-jgt',  ®*=2 <js . 


In  questa  ultima  relazione  tra  la  velocità  acquistata  e lo  spazio  per- 
corso, dicesi  v,  ovvero  t/ igs , la  velocità  dovuta  all'altezza  s ; e 


per  converso  s , ovvero 


2» 


è detta  f altezza  dovuta  alla  velocità 


v : dallo  tre  formolc  poi  si  deducono  tre  leggi  principali,  e sono  le 
seguenti: 

1 .»  Gli  spazii  percorsi  dai  gravi  che  cadono  liberamente , stanno 
tra  loro  come  i quadrali  dei  tempi  o delle  velocità.  Infatti  sieno  s 
ed  sJ  gli  spazii  percorsi,  e e v’  Io  velocità  acquistale  nei  tempi  l e l’: 
la  seconda  c la  terza  formola  («)  ci  dànno 


s= 


1 t/* 

'=T^=-57  ■ 


sarà  dunque 
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s:  s'  — t'  : r = «*:  t>'V 

2. a  Lo  spazio  descritto  in  un  dato  tempo  dai  gravi  che  cadono  li- 
beramente, è la  metà  di  quello  che  si  descriverebbe  in  pari  tempo 
equabilmente  colla  velocità  acquistata.  In  vero  si  rappresenti  con  a 
lo  spazio  percorso  nel  tempo  l con  moto  equabile  e colla  velocità  v, 
che  un  grave  acquista  discendendo  nel  medesimo  intervallo  di  tem- 
po o percorrendo  uno  spazio  verticale  s : a cagione  della  seconda  e 
della  prima  formola  (n),  c per  ciò  che  si  è detto  nel  numero  (9) 
intorno  al  moto  uniforme,  si  avranno  i valori 

, <s=vt=gt  ; 

1 

sarà  dunque  s 5 , come  si  dovea  dimostrare. 

mi 

3.  » Gli  siiazii  percorsi  in  uguali  e successivi  intervalli  di  tempo 
da  un  grave  che  cada  liberamente,  seguono  la  progressione  dei  nu- 
meri dispari.  Imperocché  stante  la  seconda  formola  (n),  gli  spazii 
percorsi  dal  grave  in  una,  in  due,  in  tre...  unità  di  tempo , hanno 
rispettivamente  per  espressioni 

JL  i£ 

2 ’ 2 ’ 2 ’ 

dunque  gli  spazii  descritti  dal  grave  nello  successive  unità  di  tem- 
po, saranno 


j — JL  Ì(J  _ JL—  3? 

2 ’ 2 2~~  2 ' 


jn *£._  11 

~~  2 ~2  2 * ' 


e si  avrà  per  conseguenza 


j . ,t  • 

" ‘ ‘ ” 2 ’ 2 ’ 2 


=1:3:5: 
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Queste  tre  leggi,  in  generale  sono  proprie  di  qualunque  moto  unifor- 
memente accelerato. 

2’72.  Forinole  e lessi  dello,  uscrm  verticale  del  gravi 
nei  vuoto.  Attesa  la  costanza  della  forza  di  gravità  nelle  vicinan- 
ze della  terra  e rimossa  la  resistenza  dell'  aria,  i gravi  lanciati  in 
alto  secondo  la  verticale  ascendono  con  moto  equabilmente  ritarda- 
to: onde  se  si  chiama  i\  la  velocità  di  proiezione,  la  salita  verticale 
dei  gravi  nel  vuoto,  si  determinerà  (261).  vi')  colle  formule 

(«')  v—v0  — gl,s=v0t , l'S  — v'—ìgs. 

In  queste  equazioni  t>  rappresenta  la  velocità  che  resta  ancora  nel 
mobile  alla  fine  del  tempo  / , ed  s rappresenta  lo  spazio  descritto 
nello  stesso  tempo,  ossia  l’altezza  alla  quale  è già  asceso  il  grave 
sopra  il  punto  di  partenza. 

Ora  se  vuoisi  sapere  la  massima  altezza  S,  alla  quale  salirà  il 
grave,  e il  tempo  T che  impiegherà  nel  salirvi,  si  rifletta  che  il  me- 
desimo grave  allora  cesserà  dal  montare  in  alto,  quando  la  sua  ve- 
locità, diminuita  continuamente  dalla  azione  opposta  della  gravi- 
tà, sarà  tutta  estinta  e ridotta  a zero:  per  avere  dunque  le  espres- 
sioni della  massima  altezza  e del  tempo  corrispondente,  basterà 
che  si  ponga  e = 0 nella  terza  e nella  prima  formula  («');  e di  tal 
modo  risulteranno  i valori 


È poi  manifesto  che  il  grave  tornerà  di  nuovo,  discendendo  dalla 
massima  altezza,  al  punto  di  partenza  nello  stesso  tempo  T;,  ed  ivi 
si  troverà  animato  in  senso  inverso  da  quella  medesima  velocità  c0, 
colla  quale  era  stato  prima  lancialo  in  alto:  la  ragione  si  è,  perchè 
la  forza  di  gravità  nel  moto  discendente  genera  in  un  corpo  quei 
medesimi  gradi  di  velocità,  che  in  uguali  intervalli  di  tempo  gli  to-  j 
glie  nel  moto  ascendente.  Questo  si  può  anche  vedere  colle  forinole 
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(n)  ed  (n");  perchè  chiamando  l il  tempo  in  cui  il  grave  cade  dal- 
l’ altezza  S,  e e la  velocità  che  acquista  al  termine  del  medesimo 
spazio,  avremo  in  valori  assoluti 

.=^s=V*7^=».,  1=jl= i =T. 

273.  Ricaviamo  ora  dalle  formolo  (»')  ed  (n")  le  leggi  del  moto 
verticale  dei  gravi,  che  ascendono  in  alto  nel  vuoto. 

1 a Le  velocità  che  ha  il  grave  nel  salire  sono  proporzionali  ai 
tempi  che  restano  fino  alt  estinzione  del  moto.  Sieno  T ed  S il  tem- 
po, e lo  spazio  totale  nel  moto  ascendente  ; v e v'  le  velocità  del 
mobile  alla  line  dei  tempi  t e t' , computati  dal  principio  del  mo- 
vimento; e 0,  0'  sieno  i tempi  che  restano  sino  all’estinzione  del  mo- 
to: indicando  sempre  con  i\  la  velocità  iniziale,  avremo 


0/_T_ i'— A v»~v'  il  . 

9 9 9 * 

sarà  dunque,  («me  abbiamo  asserito  nella  proposizione, 

v : v'~  9:6'. 


2.*»  Gli  spazii  che  rimangono  a descriversi  fino  alla  estinzione  del 
moto,  stanno  come  i quadrati  dei  tempi  in  cui  verranno  descritti. 
Essendo  s ed  s'  gli  spazii  già  percorsi  nei  tempi  t,  t';  e c,  c'  es- 
sendo gli  spazii  che  restano  ancora  a percorrersi  nei  tempi  0 e 0' , si 
avranno  le  espressioni 


a 


=S — s= 


V _ «„*— p*  _ il_ 
ìg  2 g ig  » 


Voi.  II. 


4 
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■'=S  — /= 


«,*  — I)M 


t" 

2?  5 


onde  attesa  anche  ìa  prima  legge,  risulterà  la  proporzione 

<7  : »'  = «*  : tf'  = 6'  : (/'  . 


3. a Lo  spazio  totale  S percorso  dal  grave  nell'ascesa  verticale,  è 
la  metà  dello  spazio  S',  che  in  pari  tempo  T si  descriverebbe  unifor- 
memente colla  velocità  di  proiezione  va.  Infatti  (272.  9)  ab- 
biamo 


In  generale  queste  tre  leggi  appartengono  a un  moto  qualunque 
equabilmente  ritardato. 

274.  Yalorr  della  gravità  prema»  la  «uperHcie  terre- 
stri*. Dagli  esperimenti  falli  più  volte  e in  diversi  modi,  si  sa  che 
un  grave  lasciato  a sè  stesso  e cadendo  liberamente,  nei  nostri 
paesi  percorre  in  un  minuto  secondo  lo  spazio  di  piedi  parigini 
15,  0915  ovvero  di  metri  4,  9017  in  circa.  Laonde  se  nella  secon- 
da forinola  (n.  271)  si  pono  t = ed  s = 4»' , 9017,  risulterà  il 
valore  della  gravità  presso  la  superficie  terrestre,  o piuttosto  il  va- 
lore della  forza  acceleratrice  con  cui  si  misura  la  gravità,  e sarà 

g = y-  = 9W  , 8034  : 

ciò  vuol  dire  che  la  tjravità  nell'intervallo  di  un  minuto  secondo 
produce  nei  corpi  mobili  un  accelerazione  o una  velocità  di  metri 
9,  8034. 

Trovato  così  il  valore  della  gravità  g,  mediante  le  forinole  (n)  ed 
(fi")  si  possono  facilmente  determinare  le  velocità,  delle  quali  ab- 
biamo discoreo  nel  numero  (247):  colle  medesime  forinole  risol- 


Digitized  by  Google 


MOVIMENTO  VERTICALE  DEI  GRAVI 


51 


veremo  per  esercizio  alcuni  problemi,  dopo  di  avere  trattato  della 
caduta  dei  gravi  nel  vuoto  da  qualunque  altezza  al  di  sopra  della 
superficie  terrestre,  e del  moto  verticale  dei  medesimi  in  un  mezzo 
resistente. 

215.  Caduta  del  gravi  nel  vuota,  eon  riguardo  alla  va- 


riazione delia  forza  di  gravita.  Quando  è ben  grande  l'al- 
tezza, dalla  quale  cade  un  corpo  o un  punto  pesante  M al  di  sopra 
della  superficie  terrestre,  non  si  può  allora  considerare  come  co- 
stante la  forza  di  gravità,  ma  la  sua  grandezza  varierà  nella  ragio- 
ne inversa  del  quadrato  del  punto  materiale  dal  centro  della  terra: 
in  questa  ipotesi  vogliamo  trovare  le  formole,  colle  quali  si  deter- 
mina il  moto  o la  discesa  verticale  dei  gravi  nel  vuoto. 

Sieno  a la  distanza  iniziale  del  mobile  M dal  centro  della  terra 
che  riguarderemo  come  una  sfera,  r il  raggio  terrestre  e g la  for- 
za acceleratrice  di  gravità  alla  superficie  della  terra  medesima , s 
lo  spazio  percorso  e v la  velocità  acquistata  nel  tempo  l : l’ accele- 
razione alla  line  di  questo  tempo,  ossia  alla  distanza  [a  — s)  dal 


centro,  sarà  ? 


(jr 


(«-»)• 


; e nella  caduta  del  punto  pesante  si 


<Ps 


avrà  per  conseguenza  (261 . m")  1’  equazione  differenziale  —^r 


(a—sy 


la  quale  moltiplicala  per  2 ds  diviene  quindi 


2 dsd's  _a  — d(a—s ) 

de  {a—sy  ' 

Integrando  e riQettendo  che  per  ipotesi  è nulla  la  velocità  iniziale, 
avremo 


C = — 


2gr» 

a 


* 


e conseguentemente 
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Se  si  chiama  h l’altezza  [a  — r)  al  di  sopra  della  superficie  ter- 
restre, e si  pone  s — a — r — h,  si  avrà  a — s = r , e la  for- 
inola supcriore  ci  darà 


Ora  nell'ultimo  membro  di  questa  forinola  il  primo  fattore  \Jigh 
esprime  (271)  la  velocità  che  avrebbe  il  mobile,  cadendo  dall'al- 
tezza h , so  la  forza  di  gravità  fosse  da  per  tutto  la  stessa  che  alla 


superficie  della  terra;  ed  essendo  r < a , il  secondo  fattore 


v/ 


rappresenta  un  numero  minore  della  unità:  dunque  avuto  riguardo 
alla  variazione  della  gravità,  dobbiamo  dire  che  un  grave  arri- 
vando alla  superficie  della  terra  da  una  altezza  h , avrà  uua  velo- 
cità minore  di  quella  che  acquisterebbe  cadendo  dalla  medesima 
altezza,  so  la  gravità  avesse  un  valore  costante  ed  uguale  a quello 
che  ha  di  fatto  presso  la  stessa  superficie  terrestre. 

276.  Nella  forinola  (1)  abbiamo  la  relazione  tra  la  velocità  e lo 
spazio;  cerchiamo  ora  la  relazione  tra  il  tempo  e lo  spazio. 

Da  quella  prima  formola,  atteso  che  i due  incrementi  ds  e di  de- 
vono avere  un  medesimo  segno,  si  ricava  il  valore  differenziale 


ma  in  questo  valore  abbiamo  evidentemente 
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— d 


a — 2s 


vM^r 


a , a — 2s 

-3-  a . are  cos  

2 a 


dunque  integrando  il  predetto  differenziale,  otterremo  la  relazione 
finita  che  si  cercava 


(2) 


a a — 2s 

-s  are  cos 

2 a 


)• 


dove  non  si  aggiunge  la  quantità  costante,  perchè  si  deve  avere 
s = 0 per  t = 0 , e si  prende  pure  lo  zero  per  l’arco  che  ha  un 
coseno  uguale  alla  unità. 

Mediante  le  due  formolo  (1)  e (2)  si  determinano  tutte  le  circo- 
stanze della  discesa  verticale  dei  gravi  nel  vuoto,  con  riguardo 
alla  variazione  della  gravità.  Imperocché  per  un  valore  qualunque 
dato  dello  spazio  s , si  può  con  quelle  due  formolo  determinare  la 
velocità  c e il  tempo  corrispondente  t:  viceversa  por  un  valore  qua- 
lunque dato  del  tempo  t , colla  risoluzione  della  equazione  (2)  si 
conoscerà  prima  lo  spazio  percorso  s,  e dipoi  colla  risoluzione  della 
equazione  (1)  si  verrà  a conoscere  ancora  la  velocità  acquistata  v . 

277.  Le  forinole  prestabilite  rappresentano  la  caduta  verticale 
dei  gravi  solo  nella  ipotesi  che  questi  si  muovano  fuori  del  globo 
terrestre,  quando  cioè  l’atlrazione  proveniente  dalla  terra  o la  for- 
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za  di  gravità  segue  la  ragione  duella  della  massa  attraente  e la 
ragiono  inversa  del  quadrato  delle  distanze  tra  il  centro  dei  gravi 
e il  centro  della  terra  medesima.  Se  i punii  pesanti  penetrassero 
nell’interno  del  globo  terrestre,  l’aUrazionc  o la  gravità  diverrebbe 
proporzionale  (146.  2.°)  alla  distanza  dei  medesimi  punti  dal  cen- 
tro della  terra,  e perciò  il  movimento  di  un  punto  pesante  sareb- 
be allora  rappresentato  dalle  due  equazioni  che  abbiamo  trovato 
nella  soluzione  del  problema  proposto  nel  numero  (262):  nel  pre- 
sente caso  sarà  j*  = — , e posto  che  il  mobile  parta  dalla  superfi- 
cie terrestre,  si  dovrà  fare  a = r ; per  conseguenza  le  due  formolo 
del  num. citato  divengono »*=*■•  (r* — x’),  t = \/  — .arccos  — - 

Sono  queste  le  due  equazioni  che  rappresentano  il  movimento  di 
un  punto  pesante  nell’ interno  del  globo  terrestre,  e in  esse  la 
variabile  x non  è che  la  distanza  del  mobile  dal  centro  di  attrazione 
o della  terra  medesima  alla  fine  de!  tempo  l. 

Notiamo  inoltre  che  quando  lo  spazio  percorso  s è assai  piccolo 
rispetto  al  raggio  terrestre  r , le  due  formole  (1)  c (2)  del  numero 
precedente  si  riducono  a quelle  che  rappresentano  la  discesa  verti- 
cale dei  gravi  nella  supposizione  che  la  forza  di  gravità  rimanga 
sensibilmente  costante.  Infatti  essendo  h l’ elevazione  di  un  punto 
{tesante  al  di  sopra  della  superficie  terrestre,  e supponendola  assai 
piccola  insieme  con  s in  paragone  del  raggio  r,  porremo  a = r -+-  hr 
e scriveremo  l'equazione  (1)  nel  modo  seguente: 

. s 

v = — — . — — r : 

a r-{-n — s 

ora  poiché  h ed  s sono  due  quantità  piccolissime  a confronto  di  r, 
in  questa  Duova  formola  si  può  trascurare  la  differenza  h — s , la 
quale  si  trova  aggiunta  ai  raggio  r,  e si  può  anche  sostituire  lo  stes- 
so raggio  r in  vece  della  distanza  r-f-  h , ossia  a ; dunque  la  me- 
desima formola  diverrà  v*  — ì gs,  ed  ò appunto  una  di  quelle  equa- 
zioni che  abbiamo  trovato  nel  numero  (271). 
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Quanto  alla  formola  (2),  omessi  nello  svolgimento  delle  sue  parti 

s 

i termini  in  cui  entra  come  fattore  il  rapporto  piccolissimo  — , 
e preso  un  arco  assai  piccolo  in  vece  del  suo  seno,  si  hanno  i valori 


t 

— *'  = V'tt  ( 1 — j =^03^1 J- 

(«.=■/ 1- fvsrr?) 


a — 2s 
arccos —are 


= are  sen^  v'os  j = arcsen ^2 \/  i-j=2^/ ; 


dunque  se  si  sostituisca  anche  il  raggio  r alla  distanza  a , la  delta 
formola  (2)  diverrà  nel  caso  presente 


*=v/ ^(v'as+lV  t) 


e si  otterrà  in  fine  s = — gt*-  È questa  un’altra  delle  equazioni 

già  trovate  nel  numero  (211);  la  terza  poi  « = gt  si  ritrova,  po- 
nendo il  valore  di  s nella  espressione  superiore  della  quantità  v*. 

278.  Dbtma  verticale  del  gravi  In  un  mezzo  omoge- 
neo e resisterne  Un  grave  che  s’immerga  in  un  dato  fluido  e 
si  muova  per  esso,  perde  una  porzione  del  suo  peso,  equivalente 
al  peso  del  fluido  di  cui  prende  il  luogo;  e nella  direzione  opposta 
al  suo  moto  prova  inoltre  una  certa  resistenza,  che  varia  insieme 
colla  velocità.  La  verità  della  prima  asserzione  sarà  mostrata  nel 
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capo  HI  dell'Idraulica:  ond'è  che  chiamata  ^ la  densità  uniforme  o 
media  di  un  corpo  pesante,  a il  suo  volume,  e / la  densità  di  un 
fluido  omogeneo;  si  esprimerà  (259.  99)  colla  differenza  wg — n^'g 
la  forza  motrice  o il  peso  del  corpo  immerso  nel  fluido,  e così  l'acce- 
lerazione proveniente  dalla  gravità  nelle  vicinanze  della  superficie 
terrestre  si  ridurrà  al  valore 


La  verità  poi  della  seconda  asserzione  si  rileva  dalla  esperienza,  per 
la  quale  veniamo  pure  a conoscere  che  quando  il  movimento  del 
corpo  non  sia  nè  troppo  lento  nè  troppo  celere,  la  resistenza  di  un 
fluido  omogeneo  in  riposo  è prossimamente  proporzionale  , in  pari 
circostanze,  al  quadrato  della  velocità  v che  ha  il  mobile  nei  singoli 

istanti:  onde  se  si  rappresenta  con  h = p una  quantità  costante 

da  determinarsi  ne’  diversi  corpi  e ne’  fluidi  diversi  per  via  di  espe- 
rimenti, la  forza  motrice  dovuta  alla  resistenza  del  mezzo  si  potrà 
esprimere  col  prodotto  a^kv',  e la  forza  aeceleratrice  corrispondente 
sarà  quindi 


Ao*= 


La  costante  k in  questa  espressione  dinota  la  velocità  che  dovreb- 
be avere  il  mobile,  affinché  al  suo  peso  fosse  uguale  la  resistenza 
del  mezzo. 

279.  Ciò  premesso,  troviamo  prima  le  relazioni  tra  la  velocità, 
il  tempo  e lo  spazio  per  la  discesa  verticale  dei  gravi  nelle  vicinanze 
della  terra  in  un  mezzo  omogeneo  ; quando  cioè  le  due  forze  y ' co- 

nf 

stante,  e variabile  sono  tra  loro  opposte,  e il  mobile  viene  sol- 
lecitato dalla  forza  aeceleratrice 
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f=9'-iV-=|r(l-'-<>’) 


1 .°  Quanto  alla  relazione  Ira  la  velocità  e il  tempo , si  sostitui- 
sca il  valore  di  <p  nella  seconda  forinola  generale  (m".261):  proverri 
l’equazione 


dv 

~¥~ 


k' 


(*■—«•) 


dalla  quale  si  ricava 


_ k*  dv  k ( dv  dv  \ 

at  ~ f * k—v  I * 

Presi  gli  integrali,  e determinata  la  costante  nella  supposizione  di 
una  velocità  nulla  al  principio  del  moto,  si  avrà  (LI) 


‘ = ~W  8^log(  T=f  ) 1 


ed  anche 


_ 

* k — v 

e ~ T+7  ; 

equazione  che  risoluta  rispetto  alla  velocità  »,  ci  dà  la  relazione 


(1) 


t’  — k 

i -he 


2 g't 
k 
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Crescendo  il  tempo  l,  e andando  verso  un  limile  = oo , nella  sup- 
posizione che  rimanga  costante  la  forza  di  gravità,  il  termine 

2g'( 

A 1 


e 


tenderà  verso  un  limite  = 0:  per  conseguenza  la  velocità  e si  andrà 
sempre  più  avvicinando  al  valore  costante  fc,  e il  moto  del  corpo  do- 
po un  tempo  abbastanza  notabile  diverrà  sensibilmente  uniforme: 
ciò  s'intende  facilmente  ; perchè  da  una  parte  il  peso  del  corpo  è 
una  forza  costante,  e dall’  altra  parte  la  resistenza  del  fluido  è una 
forza  opposta  che  crescendo  colla  velocità  del  mobile,  deve  infine  e- 
quilibrarsi  prossimamente  colla  prima  forza. 

2.°  La  relazione  tra  lo  spazio  e il  tempo  si  stabilisce  per  mezzo 

della  formola  (1)  e dell’  altra  formola  generale  v — ■ Queste  due 

« 

forinole  ci  porgono  (LII)  l’equazione  differenziale 


li  _ s't 

d(e  k -he  * ) 

Ut  _ g 't  ’ 

k k 

e -he 


ds=k 


li  _ ili 

k k 

— e 

~7L  ITZ V 

k k 

e -he 


k' 


c quindi  l’equazione  finita 

g’t  _ li 

s=-^-log^e  1 |e  k j-hC: 


ma  nella  supposizione  che  si  abbiano  insieme  t = 0 ed  s — 0 , la 

k' 

quantità  costante  C risulta  uguale  a T log  (2);  dunque  la  rela- 

zione tra  lo  spazio  c il  tempo  sarà 
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(2) 


3.°  Possiamo  anche  trovare  la  relazione  Ira  lo  spazio  e la  velo- 
àtà,  mediante  l’aquazione  (261) 


v dv 
ds 


= f ' 


4r  (*'-«■)  ; 


dalla  quale  si  deduce  prima  il  valore  differenziale 

j k'  v dv  k'  d(k'-t') 

</  ' k' — «’  ~ 2 g’  ' k'  — v'  ’ 

e quindi  il  valore  finito 

s = — ~r  log(fc*  — «*)  H-C  : 


e siccome  la  costante  C'  viene  uguale  a log  [k%) , sussistendo  in- 

“ 9 

sieme  v = 0 ed  s = 0 ; così  la  terza  relazione  tra  gli  elementi  del 
moto  sarà 


Di  tal  modo  a un  dato  istante  o alla  fine  di  un  tempo  qualunque 
t,  si  può  determinare  la  posizione  e la  velocità  del  mobile  ; questa 
per  mezzo  dell’ equazione  (1),  quella  per  mezzo  dell’equazione  (2)  o 
(3):  quanto  al  movimento  dei  gravi  nell’  aria,  si  può  trascurare  la 
perdita  di  peso  bitta  dal  mobile,  e quindi  per  l’accelerazione  dovuta 
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al  peso , invece  di  g'  si  può  adoperare  il  valore  g determinato  di 
sopra. 

280.  ANfffM  verticale  del  (travi  In  nn  mezzo  restiate»» te 
ed  omogeneo.  Quando  il  moto  dei  gravi  in  un  mezzo  omogeneo 

presso  la  superficie  della  terra  ò ascendente , le  forzo  g'  e -^rr-  agi- 
scono ambedue  dall'alto  al  basso  contro  la  direzione  della  velocità 
con  cui  il  grave  viene  lanciato  in  alto  secondo  la  verticale;  e pe- 
rò in  questo  caso  l’accelerazione  totale  sarà 


9 = 


Qui  ancora,  per  determinare  il  movimento  ascendente  dei  gravi,  si 
cercano  le  relazioni  tra  la  velocità,  il  tempo  e lo  spazio. 
l.°  delazione  tra  la  velocità  e il  tempo.  Dalla  equazione 


dv 

df 


o 


proviene 


e poiché  al  cominciamcnto  del  moto  si  ha  t = 0 e e = e, , perciò 
facendo  l’integrazione  conseguiremo  (LXXXYII1)  il  valore 


Quinci,  mediante  la  forinola  trigonometrica  che  ci  dà  la  tangente 
della  differenza  di  due  archi,  nasce  l'equazione 
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, o'1 

tang^-  = 


V 

T 


* ».« 
1+  <F 


kvt — kv 
k'- j-c0» 


che  risoluta  rispetto  a »,  ci  conduce  alla  prima  relazione  cercata 


(1) 


v— 


kvt — k'  tang  -y- 
tang-^l 


= k 


il 

k 


»,cos  —■ k sen 


k cos-il 
k 


9'< 


e0sen-  k 


2.°  Relazione  tra  lo  spazio  e il  tempo.  Nella  equazione  (1)  met- 
tiamo -1-  in  luogo  di  » ; otterremo 


ds=k 


»,eos^  ~~  y l — k sen^ 

k cos  + ».sen-^ 
k 0 À- 


<^»0  sen-~  -+-  k cos  j 


«.sen 


A cos  ~ 
k 


ed  in  conseguenza 

*=T  !og(" 


H't 


.scn  k 


k cos  ~ j 


-f-C: 


ma  nel  principio  del  movimento  si  ha  < = 0 ed  s = 0,  c risulta 

k • 

perciò  la  costante  C — -,  log(&);  dunque  la  seconda  relazio- 

ne è questa 
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fc* 


H°8(^“DT'+C0ST-) 


3.°  Relazione  Ira  lo  spazio  e la  velocità.  Dalla  equazione  (261) 


vdv 


ds 


r=- 4- (*’+«’) 


si  ricava  il  valore  differenziale 


k' 


vdv 


' h'+v' 


A*  d(k'  •+•  c’) 

2 </  ’ k'  + v'  ’ 


c colla  inlegrazione  il  valore  finito 

* = - + 

onde,  poiché  la  costante  C'  deve  determinarsi  per  la  condizione  che 
sussistano  insieme  t = 0 e v = t>„  la  terza  relazione  nel  molo  a- 
scendente  sarà 


(3) 


Per  conclusione  osserviamo  che  se  nelle  due  equazioni  (3)  ed  (1)  si 
fa  « = 0,  dovrà  risultarne  la  massima  altezza  S a cui  arriva  un 
grave  nel  fluido  resistente,  e il  tempo  T che  il  medesimo  grave 
impiega  nel  salire  a quell'altezza:  si  avranno  così  le  espressioni 


S = 


T = 


k v . 


f 


e la  seconda  di  queste  espressioni  può  servire  a determinare  per  un 
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dato  mobile  in  un  fluido  dato  la  quantità  costante  k,  quando  si  co- 
nosca per  mezzo  di  una  o più  esperienze  il  tempo  T della  salita  del 
grave  alla  massima  altezza. 

281.  L’accelerazione  prodotta  dalla  resistenza  del  mezzo  si  espri- 

me,  come  abbiamo  dichiarato  disopra  (278),  col  rapporto  : 

ora  è manifesto  che  in  questo  rapporto  dovrà  farsi  g'  — g,  e Jfc 
= oo , se  si  suppone  nulla  la  densità  o la  resistenza  del  mezzo  ; e 
siccome  in  questa  ipotesi  il  mobile  non  ò più  soggetto  ad  altra 
azione  che  a quella  della  gravità,  perciò  ponendo  g in  luogo  di  g\ 
e facendo  k — oo  nelle  forinole  del  numero  (279),  dovremo  tro- 
vare di  nuovo  le  equazioni  che  rappresentano  la  discesa  verticale 
dei  gravi  nel  vuoto  presso  la  superficie  terrestre. 

l.°  Cangiata  la  g'  in  g,  si  consideri  l’equazione  (1)  del  numero 
(279),  messa  sotto  la  forma 


gt  _gj_ 

4‘T-‘  *) 


li 

k 


il 

■ i 


e in  essa  si  sviluppino  in  serie  i termini  della  frazione  o le  funzioni 
esponenziali:  avendosi  (LXV1I1)  le  due  serie  convergenti 


/ =i+  *ui-e+ 


/e* 


2.3  k 


fi * 

,1  "i  • 


« * _ 1L+  1 f1'  _ JL  f£. 

k 2 k'  ' 2.3  k* 


si  otterrà 
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gì 

X 


gì 

X 


- M£- 


1 g'i' 


2.3  A‘ 


gì  gì 
T ~ T 
e -4- e 


o quindi  mediante  la  sostituzione  di  questi  valori,  l'equazione  su- 
periore diverrà 


v 


<jt- 1 


1 -f- 


1 g'f 
2.3  k* 


2 


4". . . 


* 


e si  ridurrà  semplicemente  alla  forinola  v — gt,  quando  si  ponga 

k = oo . 

2.°  Anche  nella  formola  (2)  del  numero  (279)  si  cangi  la  quan- 
tità g’  in  </,  e si  sostituisca  ai  due  esponenziali  il  loro  sviluppo  in 
serie:  si  avrà  prima 


t 


c quindi  svolto  in  serie  (CII)  il  logaritmo,  sarà  pure 


f_£_M  SfV  . 1 

g [ 2 A*  -t-"’  4 a/t* 


1 

8 A* 


1 


In  questa  equazione  tutti  i termini  dell’ultimo  membro,  eccetto  il 
primo,  contengono  la  costante  k nel  denominatore,  c si  annullano 
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per  k = so  ; dunque  a questo  limite  sussisterà  s = gl' , che  è 

l’altra  equazione  del  moto  verticale  ed  uniformemente  accelerato 
dei  gravi. 

3.°  La  formota  (3)  del  numero  citato  (Siti),  fatta  la  mutazione 
di  g'  in  g,  si  può  mettere  evidentemente  sotto  la  forma 


e mediante  lo  svolgimento  in  serie  del  logaritmo,  diviene 

k'  ( v’  e’  t>‘  , 

2 g[  k'  ih'  " ig  + igk'  + : 


per  conseguenza,  nella  ipotesi  di  k = «a , risulterà  la  terza  rela- 
zione che  appartiene  alla  discesa  verticale  dei  gravi  nel  vuoto  pres- 

so  la  superficie  terrestre,  vale  a dire  s = , ossia  t>’  = 2 gs. 

Ecco  in  fine  i problèmi  che  abbiamo  promesso  di  proporre  c di 
sciogliere,  per  fare  una  qualche  applicazione  delle  forinole  relative 
al  moto  verticale  dei  gravi  nel  vuoto  per  altezze  assai  piccole  in 
confronto  del  raggio  terrestre. 

282.  problema  I.  Due  palle  perfettamente  elastiche  si  trovano 
coi  loro  centri  in  una  medesima  retta  verticale  a diverse  altezze  sul- 
torizzonle:  a uno  stesso  istante  si  abbandonano  le  due  palle  al  pro- 
prio peso;  le  quali  cadendo  vanno  a percuotere  un  piano  AB  incli- 
nato di  45  gradi  all'orizzonte,  e dopo  Furto  in  B continuano  a muo- 
versi su  di  un  piano  orizzontale  e ben  levigato  BC,  che  è contiguo  e 
fa  sèguito  al  piano  AB.-  Si  domanda  lo  spazio  che  le  palle  devono 
percorrere  sul  piano  BC,  innanzi  che  l’una  di  esse  raggiunga  l’altra. 

Sieno  a,  a'  le  altezze  iniziali  delle  due  palle  al  di  sopra  del  piano  oriz- 
zontale BC,  ed  a?  lo  spazio  che  quelle  devono  percorrere  su  questo  pia- 
Vol.  IL  5 
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no  innanzi  al  loro  incontro.  Attese  le  formole  (n.  271),  le  palle  giun- 


geranno cadendo  al  punto  B nei  rispettivi  tempi^/ , \/ --  ; 
ed  ivi  percuoteranno  il  piano  inclinato  AB  colle  rispettive  velocità 


\J iay  , v -a'g  ■ siccome  poi  con  queste  medesime  velocità  (258. 
2.°)  le  due  palle  rimbalzano  dal  piano  AB  c passano  nel  piano 
contiguo  BC;  così  i tempi  in  cui  esse  percorrono  rispettivamente 

X 

con  moto  uniforme  la  distanza  x,  saranno  —r—  ed 

\/2  ag 

Quindi  le  due  espressioni  del  tempo  che  deve  passare  dal  comin- 
ciamento  del  moto  sino  al  mutuo  incontro  delle  palle,  ci  sommi- 
nistrano l'equazione 


x 


x / 2 al  x 

Vìaij  * 9 \/ìafg 


) 


ovvero 


c da  questa  si  ricava  la  lunghezza  dello  spazio  domandalo  x == 
2v/  aa! . 

283.  Problema  li.  Un  globo,  lascialo  a sè  stesso , cade  da  una 
data  altezza  a sopra  un  piano  orizzontale:  si  conosce  f elasticità  e 
del  globo,  e si  vuoi  trovare  lutto  lo  spazio  che  il  medesimo  percorre 
innanzi  di  ridursi  al  riposo. 

11  globo  nella  prima  caduta  percuote  il  piano  orizzontale  con  una 
velocità  che  (271)  ha  per  espressione  \/iag,  e quindi  rimbalza  dal 
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medesimo  piano  con  una  velocità  espressa  (217.  2.°}  dal  prodotto 
ev'-uy  '•  inoltre  poiché  il  globo  acquista  in  ciascuna  discesa  quella 
medesima  velocità  (272)  che  ha  perduto  nella  salita  precedente; 
perciò  lo  stesso  globo,  dopo  la  seconda,  la  terza,  ...  , l'ennesima 
caduta  c collisione,  rimbalzerà  dal  piano  orizzontale  colle  rispettive 
velocità  e's/Jag  , eV2fl</ , ...  , en/tag  . Quindi  le  altezze  alle 
quali  ascende  il  globo  nei  successivi  rimbalzi,  si  esprimeranno 
(272.  n")  coi  rapporti 

(ev/2<M/)’  (eV  ìag)'  (eVSa#)*  (e"v/2af/)’ 

2T“’  2 <J  ' 2 9 2 <j  ' 

t 

ossia  coi  prodotti  ae'  , ae‘  , oc*  , ...  , ac'n:  per  conseguenza  so 
si  considera  n come  un  numero  indefinitamente  grande,  tutto  lo 
spazio  percorso  dal  corpo  sino  alla  fine  del  movimento  sarà 

£=a-4- 2o(e’-j-  -f- . . . -+-  é>n) . 

Ora  i termini  che  sono  contenuti  nella  parentesi,  costituiscono  una 
progressione  geometrica  indefinitamente  prolungata , e a cagione 
di  e'  < 1 , la  somma  di  tutti  que’  termini  ha  per  espressione 

g* 

— -r  ; dunque  lo  spazio  domandato  nel  problema  si  determinerà 

\ 

colla  formolo 


x=a 


2 ae' 
\-e' 


l-+-e’ 
~ 1— e* 


a . 


284.  t»roit!ema  IH.  Due  punii  pesanti  A,  B sono  situali  sopra 
una  stessa  retta  verticale , e la  distanza  delle  loro  posizioni  iniziali  è 
data  ed  è eguale  ad  a;  in  un  medesimo  istante  si  abbandona  il  punto 
superiore  A al  suo  peso , e si  lancia  verticalmente  da  basso  in  alto  il 
punto  inferiore  B con  ma  velocità  conosciuta  3-  Determinare  il  luo- 
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go  dove  s'inconlrano  i due  mobili , ed  anche  l’epoca  del  loro  incontro 
scambievole. 

Sia  x la  distanza  del  punto  d'incontro  dalla  posizione  iniziale  del 
mobile  superiore  A,  e si  designi  con  l il  tempo  che  deve  passare 
dai  principio  del  moto  sino  all’istante  del  mutuo  incontro  dei  due 
mobili:  per  risolvere  il  problema,  si  avranno  da  determinare  x et. 

Nel  tempo  t il  punto  pesante  A discende  senza  velocità  iniziale 
percorrendo  verticalmente  lo  spazio  a? , e il  punto  B ascende  con 
una  velocità  iniziale  p ad  una  altezza  * — x sopra  il  punto  di  par- 
tenza; dunque  giusta  la  seconda  forinola  (n)  del  numero  (271),  e 
la  seconda  formola  («')  del  numero  seguente  (272),  avremo  le  due 
equazioni 


x=4-Jl*>  * — x=(U — gl'  . 


Eliminata  la  x dalle  due  equazioni,  si  trova  il  valore  del  tempo  t ^ 
e sostituito  questo  valore  nella  prima  equazione,  si  trova  quello 
della  distanza  x : i due  valori  di  tal  modo  determinati  sono 


S±_ 

2p* 


28S.  Problema  IV.  Si  lascia  cadere  ima  pietra  dentro  a un 
pozzo;  e dall"  istante  che  si  abbandona  la  pietra  al  suo  peso  fino  al 
momento  in  cui  si  sente  il  suono  del  colpo  sopra  il  fondo  del  pozzo, 
si  contano  un  numero  0 di  minuti  secondi:  si  vuole  calcolare  la  pro- 
fondità del  pozzo,  sapendosi  che  il  suono  nelle  condizioni  ordinarie 
dell’  atmosfera  percorre  con  moto  uniforme  310™  = a per  ogni 
secondo. 

Sia  x la  profondità  del  pozzo,  o la  quantità  che  si  cerca:  supposto 
che  nel  caso  presente  si  possa  trascurare  senza  errore  sensibile  la 


resistenza  del  mezzo,  a norma  della  formola  s = 


- sarà' 


v/5 

V 9 
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l'espressione  del  tempo  che  metto  la  pietra  per  arrivare  al  fondo 
del  pozzo;  ed  essendo  a la  velocità  costante  del  suono  nell’aria  atmo- 

sferica , sarà  - l’espressione  del  tempo  che  impiega  il  medesimo 

suono  a percorrere  con  moto  equabile  lo  spazio  x,  c farsi  sentire 
alla  sommità  del  pozzo.  Quindi  il  tempo  totale  della  caduta  della 
pietra  e dcH’arri\o  del  suono  si  esprimerà  colla  forinola 


la  quale  dà  luogo  alla  equazione 

2 xf 
9 \ 

ossia 

x*  — 2a^0-t-  jx-t-a*&’=0  • 

La  risoluzione  di  questa  equazione,  che  è di  secondo  grado  rispetto 
alla  x,  ci  porge  i due  valori  evidentemente  reali 

x={0+  l¥a^  f + !,7: 

i quali  sono  inoltro  ambidue  positivi,  per  la  ragione  che  la  mede- 
sima equazione  ha  i coefficienti  alternamente  positivi  e negativi:  ma 
dei  due  valori  che  può  avere  la  x,  uno  solo  conviene  alla  soluzio- 
ne del  problema  proposto,  ed  è quello  che  risulta  dal  prendere  ne- 
gativamente il  radicale.  Infatti  la  x non  può  essere  uguale  o mag- 
giore di  a9,  ma  deve  essere  minore  di  questo  prodotto  : perchè  il 
prodotto  aO  rappresenta  lo  spazio,  che  sarebbe  percorso  dai  suono 


e — £-Y=9._i^+  4. , 

a ) a ' a1 
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nell’aria  in  un  numero  0 di  secondi  ; ma  lo  spazio  x è percorso 
realmente  dal  suono  in  un  tempo  minore  di  G,  essendo  0 il  tempo 
totale  della  caduta  della  pietra  sino  al  fondo  del  pozzo,  e della  sa- 
lita dei  suono  tino  alla  sommità  del  medesimo;  dunque  poiché  gii 
spazii  percorsi  con  molo  uniforme  dal  suono  devono  essere  propor- 
zionali ai  tempi  corrispondenti,  sarà  necessariamente  x < aO.  Ora 
se  nella  doppia  espressione  dello  spazio  x si  prendesse  il  segno  po- 
sitivo del  radicale,  non  risulterebbe  lo  stesso  spazio  x minore,  ma 
all’opposto  riuscirebbe  maggiore  del  prodotto  aO;  dunque  in  quella 
doppia  espressione  si  dovrà  adoperare  il  segno  negativo  del  radi- 
cale, c così  la  profondità  del  pozzo  verrà  data  dalla  formola 

x—afo-h  — — \J  -4-20  — ) . 

V 9 v 9 9J 

Aggiungiamo  anche  un  problema  che  risguarda  il  moto  verticale 
dei  gravi  nel  pieno,  ma  supporremo  che  la  resistenza  del  mezzo 
si  eserciti  con  una  legge  diversa  da  quella  che  si  è considerata 
precedentemente. 

286.  i»roi»i«'Nia  V.  Determinare  il  movimento  dei  gravi  nella 
discesa  verticale  in  un  mezzo  che  resista  in  ragione  diretta  della  ve- 
locità, nella  ipotesi  che  la  forza  di  gravità  rimanga  costante. 

Espresso  al  solilo  con  g'  il  vaiorea  cui  si  riduce  l’accelerazio- 
ne prodotta  dalla  gravità  nel  mezzo  resistente,  c rappresentata 
o'v 

con  1 accelerazione  proveniente  dalla  resistenza  del  mezzo,  la 
forza  acccleratricc  totale  nella  discesa  di  un  punto  pesante  sarà 

fir d 

9 = g'  — : quindi  attese  le  forinole  generali  ( m 261)  avremo 
in  primo  luogo 


dv 

7t 


* 


e ne  dedurremo  la  formola  differenziale 
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dt=  * 


dv 


k_  d(  k — v) 
g'  k — v 


9'  k-v 

/ 

L'integrazione  di  questa  forinola  ci  dà  la  relazione  linita 


/=— ylog(i— c)-fC  : 


e poiché  C = y log(A)  nella  ipotesi  che  sia  nulla  la  velocità  ini- 
ziale del  mobile,  perciò  si  avrà  determinatamente 


donde  si  ricava  il  valore  della  velocità  in  funzione  del  tempo,  cioè 


(1) 


il 

k 


v=h{\—e  k j 


ds 


Sostituendo  adesso  il  rapporto  differenziale  in  vece  di  «,  mol- 
tiplicando per  di  e integrando,  otteniamo  in  secondo  luogo 


- 9<t 

s = kt+~e  k -+-C' 
9 


ky 

ora  il  valore  della  costante  C'  consiste  nel  rapporto  — -y , giacché 

si  ha  s = 0 per  1 = 0:  dunque  il  valore  dello  spazio  in  funzione 
del  tempo  sarà 
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9't 

, k'  lM 

K \ 

(2) 

s = kt - 1 — e 

9 V 

)■ 

Le  due  forinole  (1)  e (2)  sono  sufficienti  per  determinare  com- 
pletamente il  moto  verticale  dei  gravi  in  un  mezzo  che  resiste  co- 
me la  velocità:  la  formola  (2)  ci  mostra  che  lo  spazio  s cresce  in- 
definitamente col  tempo,  e la  formola  (1)  ci  dice  che  la  velocità 
del  mobile  tende  come  a suo  limite  verso  il  valore  finito  e co- 
stante k. 


CAPO  IV. 

MOTO  RETTILINEO  DEI  GRAVI  PER  I PIANI  INCLINATI. 

287.  Forinole  di  quelito  moto.  Passiamo  adesso  a dire  del 
movimento  rettilineo  dei  gravi  sopra  un  piano  inclinalo  all' orizzon- 
te ; cioè  troviamo  le  forinole  che  servono  a determinare  il  moto  di 
un  corpo  o di  un  punto  pesante,  il  quale  discenda  ovvero  ascenda 
per  la  lunghezza  AC  (fìg.  146)  di  un  piano  inclinato. 

Innanzi  a lutto  dimostriamo  che  un  lai  moto  varierà  uniforme - 
mente,  qualora  si  faccia  astrazione  dalla  resistenza  dell'aria  e dal- 
f attrito.  — Sicno  infatti  m la  massa  del  corpo,  ed  <*  l’inclinazione 
del  piano;  e nella  retta  verticale  GP,  la  quale  passa  pel  centro  di 
gravità  del  medesimo  corpo,  si  prenda  una  porzione  GE  che  rap- 
presenti la  forza  motrice  proveniente  dalla  gravità , ossia  il  peso 
mg.  La  forza  GE  si  decomponga  in  due,  una  GII  perpendicolare 
e l’altra  GK  parallela  alla  lunghezza  del  piano  inclinato  : la  prima 
di  queste  componenti,  quando  cada  nella  base  del  corpo,  viene  di- 
strutta dalla  resistenza  del  piano  inclinato  e rappresenta  la  pres- 
sione che  esercita  il  grave  contro  lo  stesso  piano;  la  seconda  com- 
ponente poi,  cioè 


GK  =GEcosGEH=m</sena, 
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sospinge  continuamente  il  corpo  a discendere  lungo  la  retta  AC, 
e solo  ad  essa  debbono  ascriversi  le  vicissitudini  del  movimento 
sul  piano  inclinato.  Ora  questa  forza  componente  da  cui  dipende 
il  moto  del  corpo  grave,  rimanendo  ferma  l’inclinazione  del  piano, 
produce  un'accelerazione  costante  y sen  i : dunque  il  moto  dei  gravi 
per  i piani  inclinati  è un  molo  uniformemente  vario  ; e per  deter- 
minarne tutte  le  circostanze,  basterà  che  nelle  formole  generali 
(ni"',  vi”,  mT)  del  numero  (269),  si  attribuisca  il  valore  gì  sen  a alla 
forza  acceleratrice  ?. 

Diamo  pertanto  a questa  forza  quel  tale  valore;  e nelle  formole 
citate  adoperiamo  le  lettere  0,  z ed  u per  indicare  il  tempo,  lo  spa- 
zio e la  velocità  relativamente  al  caso  che  stiamo  contemplando.  Nel- 
la discesa  dei  gravi  lungo  un  piano  inclinato,  se  la  velocità  iniziale 
è zero,  avremo  le  tre  formole 


(o)  u=gBscna  , z = -^-gO'sem  , u,  = ìgzsenx  ; 


e se  al  cominciare  del  moto  risiede  già  nel  mobile  una  velocità  u, 
secondo  la  lunghezza  del  piano,  avremo  le  tre  formole 


(o'ì 


u = u0  4-  g0  sen  a , z =uo0  h — ^-gB*  sen  a , 
, u’  — M.’=2<j(zscna  : 


quanto  poi  alla  salila  dei  medesimi  gravi,  lanciati  su  pel  piano  CA 
colla  velocità  u, , varranno  le  tre  formole 

1 

u=u,  — g0  sena  , z = uo0 ^ gB'  seni,  u.’ — »*=2gfzscnx  . 

288.  Confrontiamo  adesso  tra  loro  lo  forinole  (o)  del  numero  pre- 
cedente, e le  formole  (»)  del  numero  (271),  cioè  paragoniamo  il 
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moto  dei  gravi  per  un  piano  inclinalo  col  moto  verticale  e libero  dei 
medesimi  : stabiliremo  facilmente  queste  cinque  conclusioni. 

l.°  Discendendo  due  gravi  durante  un  medesimo  tempo , fimo  per 
la  verticale  e l'altro  per  un  piano  inclinato,  le  velocità  da  essi  ac- 
quistale, ed  anche  gli  spazii  percorsi  nella  discesa  perpendicolare  ed 
obliqua , stanno  tra  loro  come  la  lunghezza  del  piano  sta  alla  sua 
altezza.  — Sieuo  infatti  e,  u le  velocità  che  acquistano  rispettiva- 
mente i due  gravi  ; ed  s , z gli  spazii  che  percorrono  in  un  tempo 
comune  l,  l’uno  nella  retta  verticale  AB  (tìg.  146)  e l’altro  pel  pia- 
no inclinato  AC  : si  avranno  le  equazioni 

v = gl , u — gtscna., 


s=-gl',z 


Ygt'sen*; 


e perciò  sussisteranno  le  proporzioni 


v : « = 1 : sen  *= AC  : AC  sen  a = AC  : AB  , 


s : z=  1 : sen  *= AC  : AB . 

2.°  Partendo  nel  medesimo  istante  due  gravi  dalla  sommità  di 
un  piano  inclinato,  e andando  l'uno  per  l’altezza  e l’ altro  per  la 
' lunghezza  di  esso  piano;  quando  il  primo  avrà  descritto  tutta  l’al- 
tezza, il  secondo  si  troverà  a quel  punto  della  lunghezza  che  viene 
determinalo  dalla  normale  condotta  sul  piano  dal  piede  della  stessa 
altezza.  — Sia  BD  (tìg.  147)  la  perpendicolare  condotta  dall’ estre- 
mità dell'altezza  AB  sulla  lunghezza  AC  del  piano  inclinato;  e si  di- 
noti con  s lo  spazio  che  un  grave  movendosi  dal  punto  A sul  piano 
percorre  in  quel  tempo,  nel  quale  cadendo  liberamente  percorre- 
rebbe l’altezza  AB.  Si  avrà  (l.°)  la  proporzione  AB  : z = AC:  AB, 
c quindi  l'equazione 
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i— 


AB’ 
AC  : 


ma  essendo  BI)  un  perpendicolo  abbassato  dal  vertice  dell’  angolo 
retto  B sulla  ijiolenusa  AC,  sussiste  ancora  la  proporzione  AC  : AB 
= AB  : AD , e perciò  l’equazione 


AD— 


AB’ 

AC  ; 


sarà  dunque  : — AD , e però  ò vera  la  proposizione  affermata. 

3. °  Quindi  in  un  circolo  tulle  le  corde  AD  , DB  condotte  dalCe- 
slremità  supcriore  o inferiore  del  diametro  verticale  AB,  sono  de- 
scritte dai  gravi  in  uno  stesso  tempo,  cioè  in  quel  tempo  in  cui  si  de- 
scriverebbe il  medesimo  diametro  verticale.  — In  vero  se  si  prolun- 
ga la  corda  AD,  tino  a tanto  che  incontri  nel  punto  C la  tangente 
orizzontale  BC  condotta  per  l'estremità  B,  la  retta  AC  rappresenterà 
un  piano  inclinato,  e il  diametro  AB  no  sarà  l’altezza:  onde  essendo 
la  retta  BD  perpendicolare  ad  AC,  ne  segue  (2.°)  ebe  dai  gravi  nel- 
lo stesso  tempo  si  descriveranno  la  corda  AD  e il  diametro  verticale 
AB.  Di  più  tirata  dalla  estremità  supcriore  A un’  altra  corda  AD' 
parallela  a I)B,  ancora  essa  sarà  percorsa  nello  stesso  tempo  che  il 
diametro  AB  : ma  stante  l’uguaglianza  dei  triangoli  ABD'  ed  ABD, 
la  corda  parallela  AD'  è anche  uguale  alla  corda  DB  ; e d’altronde 
due  rette  uguali  e parallele  evidentemente  si  percorrono  da  un  gra- 
ve in  un  medesimo  tempo:  dunque  nel  circolo  anche  le  corde  DB 
condotte  alla  estremità  inferiore  del  diametro  verticale  vengono  de- 
scritte dai  gravi  in  pari  tempo  che  questo  medesimo  diametro. 

4. °  Un  grave  dopo  di  aver  percorso  tutta  la  lunghezza  di  un 
piano  inclinato,  ha  la  stessa  velocità  come  se  fosse  caduto  liberamen- 
te dall’altezza  del  medesimo  piano.  — Esprimiamo  con  «,  v le  ve- 
locità che  acquista  rispettivamente  il  grave  percorrendo  la  lunghcz~ 
za  AC,  e cadendo  dall’altezza  AB  di  un  piano  inclinato:  avremo 
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«*  = 2^ . ACsena=20  . AB  , t>*  = 2</.  AB; 

è dunque  « = ».  Quindi  se  parecchi  piani  diversamente  inclinati 
all'orizzonte  abbiano  un'altezza  comune  AB,  è chiaro  che  movendosi 
per  essi  dal  punto  A diversi  corpi  pesanti , perverranno  tutti  con 
una  medesima  velocità  all'orizzonle  BC. 

5.°  I tempi  che  impiegano  due  gravi  a scendere  , V uno  per  la 
lunghezza  di  un  piano  inclinato  e l'altro  pei * f altezza,  stanno  fra 
loro  come  la  medesima  lunghezza  sta  all'altezza  del  piano.  - Essen- 
do 0 e / i tempi  nei  quali  si  percorrono  rispettivamente  la  lunghezza 
AC  e l'altezza  AB,  « e v le  velocità  acquistale  dai  gravi  alla  (ine 
dcH'una  e dell’altra  discesa,  hanno  luogo  i valori 


u = g9 sena,  v=gl: 

ma  per  la  conclusione  precedente  sono  uguali  tra  loro  le  due  velo- 
cità u , t>  ; si  avrà  dunque  0scna  = ( , e conseguentemente  sarà 


0 : ( = 1 : sena=  AC  : AB  . 

289.  Distesi»  del  tiravi  per  un»  Merle  di  plani  diversa- 
mente  inclinati  all'orizzonte.  Discendendo  un  grave  per  una 
serie  continua  di  piani  fra  loro  inclinati,  vogliamo  determinare  la 
parte  della  velocità  attuale  che  perde  il  grave  nel  suo  passaggio 
da  un  piano  qualunque  AC  (fig.  148)  all'altro  piano  contiguo  CC'; 
chè  determinala  una  lai  perdita,  potremo  poi  conoscere  facilmente 
le  altre  cose  che  appartengono  alla  discesa  dei  gravi  per  un  nume- 
ro qualunque  di  piani  contigui. 

Chiamiamo  w l’angolo  di  contingenza  ECC',  cioè  l’angolo  che 
forma  il  prolungamento  di  un  piano  AC  col  piano  susseguente  C(7; 
e rappresentiamo  colla  retta  CE  la  velocità  v,  che  ha  il  grave  alla 
fine  di  quel  primo  piano  giusta  la  direzione  ACE.  Se  questa  velocità 
si  risolve  nelle  due  CU  e CK,  delle  quali  Cuna  sia  normale  al  nuo- 
vo piano  CC'  e l'altra  abbia  la  direzione  di  questo  stesso  piano;  è 
evidente  che  la  prima  componente  CI1  = v scn  w,  ove  il  corpo  non 
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sia  elastico,  resterà  interamente  distrutta  nell'urto  contro  il  nuovo 
piano,  e la  seconda  componente  CK  = v cos  w , rimanendo  intatta, 
sarà  la  sola  velocità  con  cui  il  corpo  comincerà  a muoversi  nel 
piano  C(7:  laonde  un  grave,  nel  passare  da  un  piano  a un  altro 
diversamento  inclinato  all’  orizzonte , perde  sempre  una  porzione 
della  sua  velocità  attualo;  questa  perdita  poi,  ottenendosi  colla  dif- 
ferenza tra  la  velocità  che  avca  il  gravo  alla  fine  del  primo  piano, 
e quella  che  ha  nel  principio  del  secondo,  si  esprimerà  manifesta- 
mente colla  quantità 

. 1 — cos’w  v , 

p = i(l — cosw)  = t’  -r—, — — sen  o) . 

Ora  cotesta  espressione,  nella  ipotesi  che  l’angolo  <0  sia  infinita- 
mente piccolo,  rappresenta  una  quantità  infinitesima  di  secondo 
ordine,  la  quale  si  può  trascurare  rispetto  alla  velocità  finita  v ; 
dunque  nel  passaggio  dei  gravi  da  un  piano  in  un  altro  sarà  come 
nulla  la  perdita  fatta  in  velocità , quando  è infinitamente  piccolo 
r angolo  di  contingenza  0 f angolo  acuto  compreso  dai  due  piani. 

290.  Di  qui  s’ inferisce  che  scendendo  un  mobile  in  virtù  della 
sola  gravità  per  una  superficie  0 per  una  curva  qualunque  verticale, 
acquista  in  qualsiasi  punto  quella  medesima  velocità , che  acquiste- 
rebbe cadendo  verticalmente  dal? altezza  del? arco  percorso. 

In  vero  la  curva  verticale  ACC'C". . . (fig.  149),  per  la  quale  di- 
scende un  punto  pesante,  può  riguardarsi  come  un  poligono  composto 
di  un  numero  infinito  di  lati  infinitamente  piccoli  AC,  CC',  C'C", 

. . . , i quali  Iati  sono  bensì  inclinati  diversamente  all’orizzonte, 
ma  formano  ciascuno  col  lato  susseguente  un  angolo  infinitesimo 
di  contingenza:  adunque  per  quello  che  si  è dimostralo  poc'anzi, 
il  punto  pesante,  mentre  passa  da  un  lato  all’altro,  non  farà  veru- 
na perdita  della  velocità  già  concepita;  cioè  il  mobile  entrerà  suc- 
cessivamente nei  singoli  lati  della  curva  con  quella  medesima  ve- 
locità, che  avca  alla  fine  del  lato  precedente.  Pertanto  se  dai  punti 
A,  C,  C',  CT,  . . . .conduciamo  le  rette  orizzontali  CB,  C'B' , 
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C"B",  . . . , c le  rette  verticali  AB",  CD  , C'D',  . . . , e se  dino- 
tiamo colle  lettere  u'\  ...  le  velocità  che  acquista  il  grave 

nel  percorrere  uno,  due,  tre,...  lati  della  curva;  attese  le  forinole 
(o)  ed  (o'j  del  numero  (287),  avremo 

«'*  ==  2 g . ACsen  ACB  = Zg . AB , 

«"*=  uM+  2 g . CC'sen  CC'D=2^ . AB ìg . CD  = 2 g . AB' . 

u'"’=  u"‘+  2jf . C,C"senC'C"D'=2^ . ABr-f-2<; . C'D'=  lg . AB", 

e così  di  seguilo»  Da  queste  espressioni  si  deduce  che  allorquando 
il  grave  sarà  disceso  per  un  numero  inlinito  di  lati  ed  avrà  per- 
corso un  arco  qualunque  finito,  la  velocità  da  esso  acquistala  sarà 
u = V'/ iay\  significandosi  con  a l’altezza  dell’arco:  ma  (271)  è 
pur  questa  l'espressione  della  velocità,  che  acquisterebbe  il  grave 
cadendo  liberamente  dall'altezza  a dell’arco  percorso  sopra  la  cur- 
va; apparisce  dunque  manifesta  la  verità  della  proposizione,  che 
abbiamo  tolto  a dimostrare. 

291.  Vogliamo  anche  dichiarare  quesl'altra  proposizione:  se  un 
punto  materiale,  non  soggetto  all'  azione  di  alcuna  foi'za  conti- 
nua, venga  astretto  a muoversi  in  una  linea  o superficie  curva  in 
virtù  di  una  velocità  v che  gli  è impressa  da  principio , conserverà 
sempre  questa  medesima  velocità  e procederà  per  la  curva  con  moto 
uniforme. 

Infatti  nel  passaggio  del  punto  materiale  da  ciascun  lato  della 
curva  nel  lato  seguente,  la  perdila  di  velocità  consiste,  come  ab- 
biamo veduto  di  sopra,  in  una  quantità  infinitesima  di  secondo  or- 
dine: dunque  dopo  che  il  mobile  avrà  descritto  un  numero  infinito 
di  lati  o percorso  un  arco  qualunque  finito,  la  perdita  di  velocità 
arriverà  a una  quantità  infinitesima  di  primo  ordine;  la  quale  po- 
tendosi trascurare  in  confronto  della  quantità  finita  t? , ne  segue 
che  nel  punto  mobile  risiederà  sempre  quella  velocità  che  gli  è 
stata  comunicata  da  principio,  c che  perciò  sarà  uniforme  il  suo 
movimento  sulla  linea  o superficie  curva. 
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Ma  intorno  al  movimento  libero  o impedito  di  un  punto  materiale 
in  una  curva,  diremo  più  a lungo  nei  capi  seguenti:  per  ora  dia- 
mo la  soluzione  di  tre  problemi,  relativi  alle  cose  discorse  nel  pre- 
sente capo. 

292.  PiHihirm»  I.  Un  punto  pesante  si  muove,  discendendo  in 
ma  retta  inclinata  all'orizzonte:  quale  dovrà  essere  /’  inclinazione 
della  retta , affinchè  lo  spazio  percorso  in  un  dato  tempo , e stimato 
secondo  la  direzione  orizzontale , sia  il  più  grande  possibile  ? 
Chiamiamo  % l'inclinazione  della  retta,  nella  quale  si  muove  il 

1 

punto  pesante;  esprimendosi  (287)  col  prodotto-^-flO’sen  zio  spazio 

z 

percorso  dal  mobile  sulla  retta  in  un  tempo  0,  sarà 

1 

x=  — jffrsenacosa 

lo  spazio  descritto  nel  medesimo  tempo  secondo  la  direzione  oriz- 
zontale. Questa  espressione,  quando  venga  differenziata  rispetto 
alla  variabile  a,  ci  porge  (LY11)  l’equazione 

dx  1 , , , 

—j—=  — g0  [cos  a — sen  i)  : 

ora  perchè  lo  spazio  x percorso  nella  direzione  orizzontale  sia  un 

* r ÓX 

màximum,  è necessario  (LXX)  che  si  abbia  -j-  = 0;  dunque  pel 
medesimo  effetto  deve  essere 


cos’a  — sen’a  = 0 . 

Quindi  ricavandosi  tanga  ==  1,  l’inclinazione  cercata  sarà  * — 4”>.° 
293.  Problemi»  II.  Due  punti  pesanti  P , IK  sono  legati  a un 
filo  invariabile  e di  una  lunghezza  determinata  f , e giacciono  insie- 
me col  medesimo  filo  PAP'  su  due  piani  AC,  AC'  (fig.  ISO),  incli- 
nati all’orizzonte  e addossati  l’uno  all’altro:  si  vuole  trovare  la  posi- 
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zione  dei  due  mobili  e la  loro  velocità  comune  a una  data  epoca , 
nella  ipotesi  che  V intersezione  dei  due  piani  predetti  sia  orizzontale r 
e il  sistema  rimanga  costantemente  sopra  il  piano  CAC'  perpendico- 
lare alla  intersezione  dei  due  piani  inclinali. 

Sicno  m ed  m' le  masse  rispettive  dei  due  mobili , z e z' le  loro 
distanze  dal  punto  (isso  A alla  fine  di  un  tempo  qualunque  dato  0; 
dinotino  inoltre  a ed  a gli  angoli  ebe  i due  piaui  inclinati  formano 
rispettivamente  colla  retta  orizzontale  CC' , e ed  e'  gli  angoli  che 
fanno  i medesimi  piani  colla  retta  verticale  AB.  Trascurando  il  pe- 
so del  filo,  sappiamo  (287)  che  i due  punti  del  sistema  vengono  sol- 
lecitati a discendere  per  le  lunghezze  dei  piani  inclinati  dalle  rispet- 
tive forze  mg sen i , m'g sena':  per  conseguenza  la  forza  motrice 
onde  è animato  tutto  il  sistema,  si  esprimerà  colla  differenza  mg  sen* 
— m'g  sen  *' , ovvero  mg  cos  e — m'g  cos  e'  ; e il  moto  dello  stesso  siste- 
ma sarà  uuiformemente  vario , e si  farà  coll’aceclerazione  costante 

mg  cose — m’g  cose' 

m-\-m'  ’ . 

Ora  se  si  chiamano  w„  ed  u le  velocità  del  sistema  al  principio  e alla 
fine  del  tempo  dato  0,  e se  si  designa  inoltre  con  z,  il  valore  inizia- 
le della  distanza  z,  sarà  u la  velocità  eziandio  del  punto  pesante  P 
alla  fine  del  detto  tempo  0,  e z — z4  sarà  lo  spazio  percorso  sul  pia- 
no AC  dal  medesimo  punto  in  questo  intervallo  di  tempo  : quindi  a 
norma  delle  equazioni  del  moto  rettilineo  Hniformemcnte  vario  (269), 
si  avranno  le  due  formolo 


u— u^- 


ni  ros  e — m'oose' 
?/i  -t-  m! 


z = zo-hu,0-t- 


m cos  e — ffl'cos  i' 
m-hm' 


y 


e per  mezzo  di  queste  formolo  conosceremo  determinatamente  per 
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un  tempo  dato  0 la  velocità  del  sistema,  c lo  rispettive  distanze  2 , 
e •£  — — 2 dei  due  punti  mobili  dal  punto  tkso  A. 

Se  poniamo  e = 0 = e',  il  sistema  si  ridurrà  allora  e rappreseute- 

rà  la  macchina  di  Atwood,  sulla  quale  perciò  sussiste  u = g9 

nella  ipotesi  che  ogni  velocità  iniziale  sia  nulla.  Su  questa  mac- 
china si  potrà  dunque  diminuire  quanto  si  vuole  la  forza  accelera- 

trice  — — —tg  dei  gravi  che  cadono  verticalmente,  e la  loro  veloci- 
tà u corrispondente  a un  tempo  qualunque  0 ; e questo  giova  sì  a 
trascurare  senza  errore  sensibile  la  resistenza  dell'aria,  e sì  ancora 
a verificaie  esattamente  le  leggi  (271)  della  caduta  verticale  dei 
gravi. 

291.  Problema  III.  Due  punti , uguali  di  massa  e dolati  della 
medesima  elasticità  e , vengono  posti  nella  periferia  di  un  circolo 
verticale,  alla  distanza  di  60  gradi  di  qua  e di  là  dalla  estremità 
inferiore  del  diametro  verticale;  e quindi  abbandonati  al  proprio 
peso  a un  medesimo  istante,  si  lasciano  cadere  sulla  curva  circolare , 
dove  si  urtano  a vicenda  nella  estremità  sopraddetta  del  diametro: 
si  vuol  determinare  la  somma  delle  corde  di  tutti  gli  archi  diversi, 
che  l'uno  0 l altro  mobile  descriverà  sino  alla  estinzione  del  moto. 

Innanzi  tratto  osserviamo  che  le  velocità  u ed  u’  acquistate  da 
un  grave  nella  discesa  per  diversi  archi  circolari  AA'B,  A'B'B  (fig. 
151)  sino  al  punto  infimo  B,  stanno  tra  loro  come  le  corde  c e d de- 
gli archi  medesimi.  Infatti  chiamando  a il  raggio  del  circolo,  e di- 
notando con  A ed  A'  le  altezze  HB  ed  H'B  dei  due  archi,  abbiamo 
(290)  la  proporzione 

u : u'  = tgh  : ^ tgll  ==  2 ah  : \J  tabi  = c:  d . 


Ciò  posto,  l'arco  di  60*  pel  quale  discendono  da  principio  i duo 
mobili,  è sotteso  da  una  corda  = a,  ed  ha  uu’allezza=asen.  v.  60° 

= Ya>  perctò  la  prima  collisione  tra  i due  punti  nella  estre- 
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mila  del  diametro  verticale , sì  farà  (290)  colla  velocità  comune 
yjag  . Quindi  le  successive  velocità,  colle  quali  i due  punti  o ri- 
tornano indietro  ascendendo  per  archi  sempre  più  piccoli , ovvero 
si  urtano  scambievolmente  alla  tino  delle  discese  consecutive  in  B, 
si  esprimeranno  (246. 1")  coi  prodotti 

ev'àg  , e ’ Vàg  , eWàg  , , e*\Jàg  ; 

e così  giusta  l'osservazione  che  abbiamo  messa  innanzi,  le  corde 
degli  archi  differenti  che  percorre  l’uno  o l’altro  mobile  dopo  le 
successive  collisioni,  avranno  per  valore  le  espressioni 

ae  , ae*  , ae* , . . . , ae * . 

Laonde  se  si  considera  n come  un  numero  indefinitamente  grande, 
la  somma  delle  corde  di  tutti  gli  archi  che  descrive  sulla  curva 
circolare  l'uno  o l'altro  punto  sino  al  terminare  del  movimento, 
sarà 


x—a  a{e  -+-  e*  -+■  e*  -+- ...-+-  e")  : 


ma  dalla  teoria  delle  progressioni  abbiamo 

e e'  -t-  e'  4-  . . . -4- e"  = -r— ^ — 

1 " c 


sarà  dunque 


x=a  -f 


a 

\—e  * 
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CAPO  V. 

MOVIMENTO  CURVILINEO  DI  UN  PUNTO  MATEIUALE  LIBERO 
PER  L’AZIONE  DI  UNA  FORZA  QUALUNQUE. 

295.  Se  la  direzione  della  forza  ond’è  sollecitato  continuamcnle 
un  punto  materiale,  non  rimane  sempre  la  stessa,  ovvero  non  coin- 
cide colla  direzione  della  velocità  iniziale,  il  movimento  del  punto 
succederà  allora  in  una  linea  curva.  La  qual  cosa  perchè  meglio  ap- 
parisca, immaginiamo  che  un  dato  tempo  t sia  diviso  in  un  numero 
qualunque  di  parti  uguali  ciascuna  a 0,  e supponiamo  che  la  forza 
agisca  sul  mobile  solamente  al  principio  dei  singoli  intervalli  0 : in 
questa  ipotesi  è chiaro  che  negli  istanti  in  cui  a un  intervallo  di 
tempo  succede  l’altro,  il  punto  materiale  si  troverà  determinalo 
dalla  velocità  preconcepita  e dall’  impulso  istantaneo  della  forza  a 
percorrere  con  moto  uniforme  due  rette  diverse;  falla  dunque  la 
composizione  dei  movimenti,  nei  successivi  intervalli  0 si  descrive- 
ranno dal  mobile  altrettante  rette  (38)  inclinate  tra  loro  a vicenda, 
e nel  tempo  t si  descriverà  per  conseguente  un  poligono  diverso  se- 
condo la  differente  intensità  e direzione  della  forza.  Immaginiamo 
adesso  che  si  accresca  indefinitamente  il  numero  degli  intervalli  0, 
e che  si  diminuisca  nello  stesso  modo  la  loro  grandezza:  le  azioni 
consecutive  della  forza  verranno  accostandosi  senza  fine  l’una  al- 
T altra,  e come  s’ingrandirà  il  numero  così  si  accorcierà  in  infinito 
la  lunghezza  dei  lati  del  poligono  descritto;  sicché  quando  invece 
della  forza  che  agisce  con  intermittenza,  si  abbia  in  line  uua  forza 
continua  nella  sua  azione  c soggetta  a certe  leggi  quanto  alla  in- 
tensità e alla  direziouc,  in  luogo  del  poligono  percorso  dal  mobilo 
si  avrà  una  linea  curva,  la  quale  rivolgerà  naturalmente  la  sua  con- 
cavità verso  la  parlo  dove  è diretta  l'azione  della  forza  medesima. 

Vuoisi  qui  osservare  che  divenendo  infinito  nel  numero  do’ suoi 
clementi  il  poligono  descritto  dal  mobile  e rappresentando  per  tal 
modo  una  linea  curva,  i prolungamenti  dei  suoi  lati  infinitesimi  non 
sono  altro  che  le  tangenti  nei  diversi  punti  della  curva  stessa:  ora  se 
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in  qualcuno  di  questi  punti  cessasse  l'azione  della  forza,  il  punto 
materiale  che  incede  per  la  curva,  a cagione  della  sua  inerzia,  conti- 
nuerebbe a muoversi  nel  prolungamento  del  lato  in  cui  si  trova  at- 
tualmente; dunque  ove  in  qualche  punto  della  curva  si  rimanga  la 
forza  dall’agire  sul  mobilo,  trascorrerà  questo  per  la  tangente  della 
curva  in  quel  medesimo  puuto. 

Poste  queste  cose,  dobbiamo  trovare  le  equazioni  e dimostrare 
le  proprietà  del  moto  curvilineo:  per  maggior  chiarezza,  tratteremo 
in  due  capi  distinti  del  moto  prodotto  in  linea  curva  da  una  forza  di 
qualunque  direziono,  o di  quello  che  si  effettua  in  particolare  per 
l’azione  di  una  forza  diretta  costantemente  a un  centro. 


296.  llvprewlone  della  velocità  nel  movimento  curvi- 
lineo. La  curva  sulla  quale  si  muove  un  punto  materiale,  venga  ri- 
ferita a tre  assi  coordinati  e rettangolari  OX,  OY,  OZ;  o si  chiami 
o la  velocità  alla  fine  del  tempo  t , ed  s l’arco  percorso  nello  stesso 
tempo  dal  mobile  che  ha  per  coordinate  le  rette  x , y , z . Nel  tempo 
infinitesimo  dt  il  punto  materiale  percorre  sulla  curva  un  arco  in- 
finitamente piccolo  ds  ; e questo  suo  movimento  si  può  considerare 
come  rettilineo  ed  uniforme,  dacché  la  velocità  v concepita  nel  mo- 
to precedente  non  varia  neirintcrvallo  dt  quanto  alla  direzione  e alla 
grandezza,  se  non  di  una  quantità  infinitesima  che  si  trascura:  dun- 
que come  nel  moto  rettilineo,  così  anche  nel  moto  curvilineo  avrà 


luogo  l’espressione  « = 


ds 

It- 


Ollre  a ciò,  nel  punto  ( x , y,  2)  la  velocità  ha  la  direziono  della 
tangente  0 dell'elemento  ds  della  curva;  ed  essendo  questo  dementa 
la  diagonale  di  un  parallelepipedo  rettangolo  che  ha  per  lati  con- 
tipi grincrcmenli  dx,  dy,  dz,  i coseni  degli  angoli  fatti  dalla  di- 
rezione della  velocità  coi  rispettivi  assi  ortogonali,  si  esprimeranno 
(29)  coi  rapporti 


dx  dy  dz 
ds  ' IT  ’ ds 


Moltiplicando  cosiffatti  rapporti  per  la  velocità  , otterremo  (38). 
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le  componenti  di  questa  parallele  agli  assi  ; ciò  sono 
dx  dy  dz 

UT  ' UT  ’ UT  : 

risulterà  quindi  (38)  una  seconda  espressione  della  medesima  ve- 
locità 


la  quale  si  riduce  evidentemente  alla  forinola  più  semplice 

»=v/(TR¥)'  • 


se  la  curva  descritta  dal  mobile  è piana,  e gli  assi  OX,  OY  si  pren- 
dono nel  piano  s'.csso  della  curva. 

297.  Equazioni  differenziali  del  moto  curvilineo.  Alla 


fine  del  tempo  (,  e nella  posizione  (x,  y,  z ) del  punto  mobile,  si  con- 
cepisca decomjiosta  la  forza  acceleralrice  ? in  tre  altre  X,  Y,  Z paralle- 
le agli  assi  coordinati.  Sappiamo  che  gli  effetti  di  più  forze,  lo  quali 
agiscono  simultaneamente  su  di  un  punto  materiale,  sono  indipendenti 
tra  loro;  cioè  sappiamo  che  ciascuna  di  quelle  forze  produce  lo  stesso 
effetto,  come  se  fosse  sola  ed  agisse  separatamente  dalle  altre  (10): 
ora  le  tre  forze  componenti  X,  Y,  Z hanno  rispettivamente  una  stes- 
sa direzione  colle  velocità  componenti  t ^ 


c perciò 


sul  punto  materiale  [x,  y,  z)  producono,  ciascuna  da  sè,  un  movi- 
mento rettilineo  che  si  determina  con  equazioni  della  stessa  forma 
di  quelle  che  abbiamo  trovato  nel  numero  (261.  mn):  attesa  dun- 
que la  forma  di  queste  equazioni,  nel  movimento  curvilineo  pro- 
dotto dalla  forza  9 0 dalle  sue  componenti  combinale  insieme,  ol- 
tre alla  espressione  della  velocità  v 0 delle  sue  componenti  notato 
.di  sopra,  si  avranno  ancora  le  forinole 
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(P) 


d’x  „ d'tj  Y d'z 

W~  ~~  X ’ ~W  ~ 1 ’ W 


Queste  tre  equazioni  appartengono  al  moto  di  un  punto  materiale,, 
che  descrive  una  curva  qualunque  nello  spazio  : se  la  curva  fosso 
posta  in  uu  piano,  e si  prendessero  in  questo  gli  assi  p.  es.  OX  ed 
OY,  le  equazioni  del  moto  si  ridurrebbero  a due  sole 


(in 


d'x  _ „ d'y  _ Y 
di'  ’ di' 


dove  è sempre  la  quantità  l che  si  considera  come  variabile  ed  indi- 
pendente. 

298.  Due  cose  abbiamo  qui  a notare.  l.°  Nelle  equazioni  gene- 
rali (p)  ovvero  (p'}  del  molo  curvilineo,  le  singole  componenti  della 
forza  acccleratricc  si  prendono  positivamente,  se  tendono  a far  cre- 
scere la  corrispondente  coordinata  del  mobile;  se  poi  tendono  a far 
diminuire  questa  coordinata,  allora  si  prendono  negativamente:  la 
ragione  si  è,  perchè  quelle  componenti  nel  primo  caso  si  dirigono 
verso  la  parte  positiva  dell’  asse  a cui  sono  parallele,  nel  secondo 
caso  poi  sono  dirette  verso  la  parte  opposta. 

2.°  Nelle  medesime  equazioni  si  trovano  contenute  tutte  le  cir- 
costanze del  movimento;  e per  mezzo  di  esse  sotto  le  debile  con- 
dizioni si  risolvono  tutte  le  quistioni,  che  possono  proporsi  intorno 
al  moto  di  un  punto  materiale.  Così  data  la  forza  acccleratrice,  sic- 
ché possano  integrarsi  per  es.  le  equazioni  (p')  differenziali  di  se- 
condo ordine;  con  una  prima  integrazione  verremo  a conoscere  le 

djc  dii 

componenti  rettangolari  e della  velocità  del  mobile,  e quin- 


di ne  ritrarremo  la  stessa  velocità  v che  risiede  nel  punto  mate- 
riale alla  fine  di  un  tempo  qualunque  l : di  più  con  una  seconda 
integrazione  si  scopriranno  le  relazioni  tra  le  due  coordinale  x,  y, 
e il  tempo  l ; onde  a qualsiasi  istante  si  potrà  sapere  la  jiosizione 
del  mobile  nella  sua  cuna  o traiettoria:  eliminata  finalmente  la 
quantità  t,  risulterà  una  sola  equazione  tra  le  coordinale  a?  ed  y,, 
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la  quale  ci  farà  conoscere  la  natura  della  linea  che  descrive  il  punto 
materiale  col  suo  moto.  Le  quantità  costanti  che  vanno  congiunte 
coi  singoli  integrali,  si  determinano  per  lo  stalo  iniziale  del  punto 
mobile;  cioè  mediante  le  componenti  della  velocità  e le  coordinate 
del  punto,  le  quali  corrispondono  al  valore  1 = 0.  Viceversa  quan- 
do vengono  date  due  equazioni  iinitc  fra  il  tempo  t c le  coor- 
dinate x,  y di  un  punto  che  si  muova  in  una  curva  piana , con 
due  differenziazioni  successive  troveremo  le  componenti  della  ve- 
locità c della  forza  accaleratrice  secondo  le  direzioni  degli  assi  ; 
ed  eliminando  dalle  due  equazioni  la  quantità  con  cui  si  espri- 
me il  tempo,  troveremo  anche  la  curva  che  è percorsa  dal  mobi- 
le. Queste  cose  s’intenderanno  meglio  dagli  esempii,  che  soggiun- 
geremo alla  fine  del  capo  presente. 

299.  Componenti  tangenziale  e normale  della  forza 
aeeeieratriee.  il  metodo  da  noi  esposto  nei  numeri  precedenti 
consiste,  come  è chiaro,  nel  decomporre  a ogni  istante  la  veloci- 
tà preconcepita  dal  mobile  e la  forza  aeeeieratriee  in  altre  velo- 
cità e forze,  parallele  a due  o tre  assi  fissi,  riducendosi  così  lo 
studio  del  movimento  curvilineo  alle  forinole  del  moto  rettilineo: 
questo  metodo  fu  introdotto  nella  Meccanica  ai  tempi  di  Mac-Lau- 
rin,  il  quale  ne  parlò  per  il  primo  nel  suo  Trattato  delle  Flussio- 
ni; c innanzi  a una  tale  epoca,  le  questioni  del  moto  curvilineo 
erano  tutte  risolute  <ol  metodo  delle  componenti  tangenziali  e 
normali.  Quest’  altro  metodo,  quantunque  non  si  aceommodi  così 
bene  come  il  primo  alle  trasformazioni  dell’  analisi,  è nondimeno 
più  conforme  alla  natura  del  movimento  curvilineo,  e da  essa  più 
immediatamente  si  deriva;  non  sarà  quindi  inutile  che  conside- 
rando il  movimento  di  un  punto  materiale  c libero  per  una  curva 
piana,  cerchiamo  in  questo  luogo  le  due  forinole,  sulle  quali  6 
fondato  il  metodo  delle  componenti  tangenziali  e normali. 

Nel  punto  ( x , y)  dove  si  trova  il  mobile  alla  fine  del  tempo  f, 
sieno  X e 0 gli  angoli  rispettivi  che  coll’  asse  OX  formano  da  par- 
ti dpposte  la  tangente  o il  prolungamento  dell'arco  elementare  ds, 
e la  normale  o il  raggio  r del  circolo  osculatore.  Di  già  sappia- 
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rao  che  la  componente  della  forza  acceleratrice  ? secondo  1’  asse 
predetto,  ha  per  espressione 


d' 

di' 


ma  la  componente  della  velocità  v secondo  il  medesimo  asse,  la 
quale  si  esprime  con  ~ — v cos  X , ci  dà 


d’x  d( ucosX)  dv  ^ , d. cos). 

W~  Il  — -^cosA-f-  v d(  ; 


sarà  dunque 


X = 


dv 

W 


COS  X *+•  V 


d.  cos  X 
~Tl 


Ora  attesa  la  penultima  espressione,  contenuta  nel  numero  (XCVII) 
dell’  Introduzione  e relativa  al  raggio  di  curvatura,  abbiamo  evi- 
dentemente 


d.cosX  _ sen Idi  _ sen(90° — 0) 

Il  ~~  Il  ~ Il 


— CO8  0: 

r 


adunque  si  otterrà  in  line  Y equazione 

v dv  . , «*  A 

X = -j—  cos  À H cos  0 ; 

di  r 

nella  quale  rappresentando  il  primo  membro  X la  proiezione  del- 
la forza  acceleratrice  sopra  un  asse  qualunque  OX,  e i due  ter- 
mini del  secondo  membro  essendo  sul  medesimo  asse  le  proifezio- 

— rispettivamente  dirette  secondo  la  tan- 


ni di  due  forze  e 
di 
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gente  e la  normale,  ne  segue  che  conforme  al  teorema  delle  pro- 
iezioni (34.  3*.),  quella  prima  forza  debba  essere  la  risultante  di 
queste  ultime  forze.  Così  nel  movimento  di  un  punto  libero  in 
linea  curva,  la  forza  acceleratrice  ? si  decompone  a ciascuno  istante 
in  due  forze,  l'una  nella  direziono  della  tangente  e l’altra  nella  di- 
rezione della  normale  o del  raggio  di  curvatura:  la  prima  compo- 
nente si  chiama  forza  tangenziale , e la  seconda  si  distingue  col 
nome  di  forza  centiprela , siccome  quella  che  tende  al  centro  di 
curvatura;  e designando  cotcste  componenti  colle  lettere  T ed  N, 
avremo  per  le  loro  espressioni  le  due  formole 


(P") 


300.  Lo  medesime  formole  possono  anche  stabilirsi  nel  modo 
seguente.  Riguardando  la  curva  CC'  ( fig.  152.»  ),  descritta  dal 
mobile,  come  un  poligono  composto  di  un  numero  infinito  di  la- 
ti, rappresentiamo  con  t»  l'angolo  di  contingenza  nel  punto  M, 
cioè  l’angolo  infinitamente  piccolo  TMT'  che  fanno  in  M due  lati 
consecutivi  del  poligono,  o le  due  tangenti  MT  ed  MMT  delia 
curva  in  M ed  M':  sia  v la  velocità,  che  alla  fine  di  un  tempo  t 
ha  il  mobile  M nella  direzione  della  tangente  MT  ; sarà  e + dv 
la  velocità  che  nella  direzione  della  tangente  MM'T'  ha  lo  stesso 
mobile,  dopo  di  avere  percorso  nell’  intervallo  susseguente  dt  l’e- 
lemento infinitesimo  MM'  = ds. 

Ciò  posto,  si  risolva  questa  ultima  velocità  v -+-  dv  in  due  com- 
ponenti rettangolari,  rispettivamente  dirette  secondo  MT  ed  MD, 
cioè  secondo  la  tangente  e la  normale  alla  curva  nel  punto  M; 
saranno  (38) 


(t>  -\-dv)  cosui , ( v -+-dt>  )scnw 

le  rispettive  espressioni  delle  due  velocità  componenti:  se  ora  in 
queste  espressioni  si  sostituiscono  prima  ai  due  fattori  coso,  seno 
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1 loro  sviluppi  (LVIII),  cioè  1 1 — (-. 

e se  si  trascurano  dipoi  nei  due  prodotti  risultanti  le  quantità  in- 
finitesime di  ordine  superiore  al  primo,  le  predette  velocità  com- 
ponenti diverranno  semplicemente  v-\-dv  , uc . E poiché  chiaman- 
do r il  raggio  CD  del  circolo  osculatore  o di  curvatura  presso  il 

punto  M,  abbiamo  ( XCVII)  il  valore  r—  — , e quindi  u=“r  »- 
perciò  le  medesime  velocità  componenti  si  rappresenteranno  in  fi- 
ne colle  espressioni  e-f -de,  ds. 

Se  queste  sono  le  componenti  della  velocità,  nelle  direzioni  del- 
la tangente  MI  e della  normale  MD,  alla  line  del  tempo  t-+-dt; 
c chiaro  che  le  velocità  acquistate  dal  mobile  giusta  le  medesime  di- 
rezioni nell' istante  dt,  saranno  di’  e ~ ds  : dividendo  queste  due 

velocità  per  l’ incremento  stesso  dt , otterremo  (261)  le  componenti 
tangenziale  e centripeta  dell’  accelerazione  in  un  punto  qualunque 
M della  curva  o della  traiettoria  percorsa  dal  mobile,  vale  a dire  le 
componenti  già  trovate  in  un  altro  modo 


h> 


fa>- 


2.3 


y __  dv  ^ v ds  v* 

di  ’ r * dt  r 


Stabilite  le  forinole  generali  del  moto  curvilineo  di  un  punto  ma- 
teriale libero,  veniamo  adesso  a considerare  il  movimento  di  un  pun- 
to libero,  nella  ipotesi  che  tutta  la  forza  agisca  sempre  nella  di- 
rezione della  tangente,  ovvero  nella  ipotesi  che  la  forza  riesca  co- 
stantemente normale  alla  traiettoria. 

301.  liut  i monto  prodotto  da  una  forza  elio  agisce  sem- 
pre nella  direzione  della  tangente  alla  traiettoria.  Un 
tal  movimento  sarà  rettilineo:  la  verità  di  questa  asserzione  è evi- 
dente per  sè  medesima,  ma  per  esercizio  di  calcolo  si  può  anche  di- 
mostrare nel  seguente  modo 


Digitized  by  Google 


MOTO  CURVILINEO  DI  UN  PUNTO  LIBERO 


91 


Sieno  X , p , v,  gli  angoli  che  in  un  punto  ( x , y , s)  fa  la  tangen- 
te cogli  assi  ortogonali  ; o X',  p',  •/  sieno  pure  gli  angoli  che  coi  me- 
desimi assi  forma  gencralmento  la  direzione  della  forza  acceleratrì- 
ce  f : si  avranno  (296.  29.  297)  le  espressioni 

. dx  dx  dii  dii  dz  dz  . 

2 OS  X =— J—  — y-  , COSp=  -p-=  y-  , COSV=— J-  = — > 

ds  vdt  ’ r ds  vdt  ' ds  vdt 


COS  X': 


X 

? 


d'x  , Y d'y 
<tdL'"C0S(l~-  <p  <fdt* 


COS  v'— 


Z_  d'z 
f y di' 


Quando  la  direzione  della  forza  coincide  costantemente  colla  tan- 
gente, come  si  suppone  nei  caso  presente;  allora  essendo  identici  gli 
angoli  X e X',  p c p',  v e v',  saranno  uguali  tra  loro  le  corrispon- 
denti espressioni  dei  coseni:  quindi  eliminando  le  due  quantità  <? 
e v,  otterremo  le  uguaglianze 


d'x  dx  d'y  dy  d'z  dz 

di'  " ' di  ~~  di*  ' di  di'  ‘ di 


tra  i rapporti  delle  seconde  c delle  prime  derivale  rispetto  al  tempo, 
ed  anche  le  uguaglianze  conseguenti 

, dx_  dx_ . dy  dy  . dz  dz 

di  : W~d  ~ST  : W~  ~dT  : UT  * 


L’integrale  del  primo  di  questi  rapporti  è log^  j -4-  log(A) , 

ossialog^A  j ; c somiglianti  a questa  espressione  sono  gli  inte- 
grali Begli  altri  rapporti  uguali:  facendo  dunque  l’integrazione  e 
indicando  con  A,  A'  A"  tre  costanti  arbitrarie,  avremo 

)='»<*  t )='»<*"£)’ 

oweramentc 
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(1) 


Fatta  di  nuovo  l’integrazione,  e dinotate  con  k,  V,  A"  tre  nuove 
costanti,  verranno  le  relazioni  finite  tra  le  coordinate  del  punto 
mobile 


Ax  -t-  A = A'y  -t-  k'  = h"z -+- k"  ; 


lo  quali  relazioni  si  riducono  alle  due  equazioni  di  primo  grado 


i /=4  *+tA=«+ì  , 


<*) 


h! 
h"  , 

y=iri + 


h! 

k" — k' 


h' 


e ci  rappresentano  (XXXIV)  una  linea  retta  nello  spazio. 

Laonde  nella  ipotesi  che  abbiamo  fatto  intorno  alla  direzione  della 
forza,  la  traiettoria  del  punto  da  essa  sollecitato  è una  linea  retta. 
La  posizione  iniziale  del  mobile  sarà  un  punto  di  questa  retta,  e le 
componenti  iniziali  della  velocità  ci  faranno  conoscere,  mediante  le 
equazioni  (1),  i rapporti  delle  quantità  costanti  A,  h!  ed  K\  ossia 
i coefficienti  angolari  a ed  a'  delle  equazioni  (2):  di  tal  modo  cono- 
scendosi un  punto  e la  direzione  della  retta  rappresentata  da  queste 
ultime  equazioni,  sarà  compiutamente  determinata  la  posizione  della 
medesima  retta;  e basterà  quindi  sapere  la  legge  con  cui  agisce  la 
forza,  per  risolvere  tutte  le  questioni  del  movimento  colle  formolo 
del  capo  II. 

302.  Movimento  prodotto  da  timi  forza  costantemente 
normale  alla  traiettoria.  Un  tal  movimento  sarà  uniforme.  Per 
darne  la  prova,  ripigliamo  le  espressioni  del  numero  precedente, 
cioè 


cosà  = 


dx 

vdt 


cos  p.  = 


dy 

vdt 


, cos  v = 


di 

vdt  ’ 
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cos  X'  = 


d'x 
f di' 


, COSp/  — 


£y_ 

fdt1 


cosi/  = 


e sono  questo  le  espressioni  dei  coseni  degli  angoli,  che  la  tan- 
gente e la  direzione  della  forza  formano  rispettivamente  cogli  assi 
coordinati.  Ora  per  ipotesi  essendo  la  forza  costantemente  normale 
alla  curva  o perpendicolare  alla  sua  tangente,  in  ogni  punto  si  deve 
verificare  (31.  3.°)  l’equazione. 


cosXcosX'-t-cos(*cos|j.'-i-  cosvcosv'=0; 

dunque  nella  medesima  ipotesi  sussisterà  pure  in  ogni  punto  della 
curva  la  equazione 


2 dx  d'x  , 2 dq  d'y  2 di  d'z 

Si ^^SS  + SiT^ 


la  quale  ha  generalmente  (LXXXV1I)  per  suo  integrale 


Il  primo  membro  di  questa  ultima  equazione  non  esprime  altro  (296) 
che  il  quadralo  della  velocità  del  mobile  nel  punto  {x,  y,  z);  dunque 
quando  la  direzione  della  forza  è normale  alla  curva,  la  velocità 
si  conserva  costantemente  la  stessa,  e per  conseguenza  il  molo  del 
punto  materiale  è uniforme. 

303.  Alle  duo  conclusioni  degli  ultimi  numeri  possiamo  arrivare 
più  speditamente,  facendo  uso  delle  formolo  (/>".  300),  relative  alle 
componenti  tangenziale  e normale  della  forza  acceleratrice.  In  vero 
se  la  forza  agisce  sempre  nella  direzione  della  tangente,  allora  sarà 
nulla  la  componente  normale  N,  e in  ciascun  punto  della  traiettoria 
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V 

si  avrà  — = 0:  ciò  vuol  dire  che  in  ciascun  punto  il  raggio  di 

curvatura  è infinito,  e che  per  conseguenza  la  traiettoria  è una 
linea  retta.  Se  poi  la  forza  agisce  costantemente  nella  direzione  della 
retta  normale,  allora  sarà  nulla  la  componente  tangenziale  T,  e si 

avrà  sempre-^  = 0:  ciò  vuol  dire  che  la  velocità  v è costante, 

e che  quindi  è uniforme  il  moto  del  punto  materiale  nella  sua 
traiettoria. 

304.  Ha  luogo  questo  ultimo  caso,  allorquando  il  punto  materiale 
descrivo  liberamente  una  periferia  circolare  con  una  accelerazione 
che  tenda  costantemente  al  centro  del  circolo;  giacché  in  tale  ipotesi 
la  forza  operando  sempre  nella  direzione  del  raggio,  riesce  pur 
sempre  normale  alla  curva  descritta,  lu  cotesto  movimento  circo- 
lare ed  uniforme,  la  forza  acccleratrice  <?  si  confonde  colla  forza 
centripreta  N,  e la  sua  espressione  ci  vicn  data  dalla  seconda  for- 
inola [p");  sicché  chiamando  v la  velocità  costante  del  mobile,  ed 
a il  raggio  del  circolo,  avremo 

_ 

* a 

Adunque  nel  moto  circolare , dimorando  il  centro  delle  forze  nel 
centro  stesso  del  circolo , l'accelerazione  è sempre  uguale  al  rapporto 
tra  il  quadrato  della  velocità  e il  raggio  della  curva. 

Oltre  a ciò  si  dinoti  con  T il  tempo  periodico,  cioè  quel  tempo 
che  spende  il  mobile  a percorrere  tutta  la  periferia  del  circolo:  per 

la  uniformità  del  movimento  essendo  v = , si  avranno  rispetto 

a due  punti  che  si  muovono  in  diverse  circonferenze,  le  espressioni 

4 -'a  , 4 BV 

? 'P*  ? ? — ij/t 

Onde  se  si  suppone  T = T',  sussisterà  la  proporziono 
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<j>  : <?'  = a:  a'  ; 

T*  a* 

se  poi  si  suppone i sussisterà  l’altra  proporzione 

<f  : <p'  = 0"  • a*. 

Yale  a dire  nelle  periferie  circolari  descritte  con  moto  equabile,  le 
forze  acceleratrici  stanno  tra  loro  come  i raggi  corrispondenti , se 
sono  uguali  i tempi  periodici;  stanno  poi  nella  ragione  incorsa  dei 
quadrati  dei  raggi,  qualora  i quadrati  dei  tempi  periodici  sieno 
proporzionali  ai  cubi  dei  medesimi  raggi. 

Veniamo  ad  altri  escmpii  0 problemi,  per  applicarvi  direttamente 
le  forinole  (p')>  siccome  abbiamo  promesso  di  fare  alla  line  del 
numero  (298). 

303.  l'ruiiit-ma  I.  Un  punto  materiale  descrive  una  cicloide 
per  l'azione  di  una  forza  costantemente  parallela  alla  base  della 
curva:  si  vuole  determinare  l'intensità  della  forza  acceleralrice,  onde 
il  mobile  è sollecitato  in  qualunque  punto  della  sua  traiettoria. 

Computate  le  ascisse  dal  vertice  nell’asse  della  cicloide  descritta, 
la  velocità  del  punto  materiale  stimala  secondo  il  medesimo  asse 

è data  dall’integrale  delia  equazione  = 0,  e si  conserva  sempre 

la  stessa:  per  la  qual  cosa  chiamando  3 celesta  componente  co- 
stante della  velocità,  ed  Y la  forza  che  cerchiamo,  avremo  lo  duo 
formolo 


(1) 


d'!l 

di' 


= Y . 


Lo  equazioni  finite  della  cicloide  (XXXI)  sono  queste 
x=a[\  — cosG)  , y=a(Q  + senG)  ; 
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dove  la  lettera  a dinota  il  raggio  del  circolo  generatore,  e il  pro- 
dotto aO  esprime  il  supplemento  di  quell'arco  che  nel  medesimo 
circolo  è compreso  tra  la  base  della  cicloide  e il  punto  ( x , y)  : la 
prima  di  cosiffatte  equazioni,  sottoposta  a una  differenziazione,  me- 
diante la  prima  formola  (1)  ci  porge  il  valore 

dx  _ a senQ  dO  o 

~dT~  dt 


o ci  dà  per  conseguenza  la  relazione 

3 


(2) 


do 

dt 


asenQ 


la  seconda  poi,  differenziata  per  duo  volte  consecutive,  ci  porge 
mediante  questa  stessa  relazione  (2)  i valori 


du  a do  . 
W=  ~dì~Js 


a cos  0 do 
dt 


g gcos0 

sen  0 sen  0 ’ 


d'y  g cos  0 do  g dO  g’cosO  g‘ 

~zr=~  sen’Odf  sen  'Odt  asen‘0  asen‘0 


Sostituito  questo  ultimo  valore  nella  seconda  formola  (1),  si  ottiene 
quanto  al  valore  assoluto  la  forza  che  produce  il  moto  del  puDto 
libero  per  una  curva  cicloidale,  cioè 

y g*(l-t-COS0)  _ g* 

a sen  0(1 — cos*0)  a sen  0(1 — cos0) 

2g* 

a(2scn0 — sen  20) 

Se  il  punto  materiale  descrivesse  la  ellisse 
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sotto  l’azione  di  una  forza  parallela  all’asse  coniugato  2 b,  si  tro- 
verebbe per  somigliante  modo  la  espressione 

v__&r  . 

«y  ’ 


e se  la  ellisse  si  riducesse  a un  circolo  di  raggio  a,  la  forza 
diverrebbe 


In  queste  espressioni  colla  lettera  p è sempre  designata  la  com- 
ponente costante  della  velocità  secondo  l’asse  delle  ascisse,  e però 
si  concliiude  che  in  quella  ellisse  e in  questo  circolo  la  forza 
acceleratricc  sta  nella  sola  ragione  inversa  del  cubo  delle  ordi- 
nate y. 

306.  Problema  II.  Un  punto  materiale  descrive  la  parabola 
y = 2px  sotto  l'azione  di  due  forze , delle  quali  una  è parallela 
all  asse  della  curva  ed  è incognita,  l’altra  agisce  secondo  la  perjien- 
dicolare  abbassata  sopra  l’asse  ed  è proporzionale  alla  lunghezza  di 
questa  medesima  perpendicolare.  È data  la  velocità  p del  mobile  al 
vertice  della  parabola , e si  domanda  di  determinare  la  forza  inco- 
gnita X,  e la  posizione  (x,  y)  del  mobile  alla  fine  di  un  tempo  qua- 
lunque t. 

Chiamata  ^ la  forza  perpendicolare  all’  asse  della  traiettoria  ri- 
spetto all'unità  di  distanza,  sarà  Y = — p.y  1’  espressione  della  me- 
desima forza  rispetto  alla  distanza  y;  quindi  per  rappresentare  il  mo- 
to, si  avranno  (297.  p1)  nel  presente  caso  le  due  equazioni 


0) 


Voi.  II. 


d'x 

dt' 


X, 


£l 

di' 


p.y  • 


7 
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La  seconda  di  queste  equazioni,  moltiplicala  per  ìdy  c integrata,  ci 

</i/# 

dà  = — fii/1  -4-  C : ma  siccome  nel  vertice  della  parabola  si  ha 
i/=0,  e tutta  la  velocità  del  mobile  si  riduce  alla  sola  componente 
~ =p  ; cosi  la  costante  C risulterà  uguale  a p* , e per  conseguen- 
za si  avrà  l’equazione 


(2) 


Quanto  alla  prima  parte  del  problema,  l’equazione  della  traietto- 
ria */’  = 2 px,  quando  sia  differenziata  due  volle  di  seguilo  in 
ordine  alla  quantità  che  ci  dinota  il  tempo,  diviene  successi- 
vamente 


1 


9 


e sostituendo  in  quest’ultima  formola  i valori  delle  derivate  se- 
conde che  ci  vengono  dati  dalle  equazioni  (1),  avremo  la  nuova 
formola 


foy’-hjiX  : 


si  confronti  adesso  questa  formola  colla  equazione  (2)  ; si  otterrà 
immediatamente  il  valore  domandato  della  forza  ]>arallcla  all'asse 
della  traiettoria,  cioè 


x __  fl’-gpy’  __  P1 


V 


4jjut 
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Quanto  alla  seconda  parte  del  problema,  crescendo  insieme 
le  quantità  t ed  y,  l'equazione  (2)  si  può  mettere  sotto  la  forma 


e per  mezzo  della  integrazione  diviene 

I—  arcsen  -t-C'  : 

vi*  3 

ma  preso  per  origine  del  tempo  l'istante  in  cui  il  mobile  passa 
per  il  vertice  della  parabola,  si  hanno  simultaneamente  t = 0 
ed  y — 0.  c perciò  il  valore  della  costante  C/  è nullo  ; sarà 
dunque 


1 I W a 

—7=  are  sen  — - ■■ 
Vi * 3 


1 


Da  questa  ultima  equazione  si  ricava  prima  il  valore  della  ordinata 
V=  ^scn(t^T; 

e quindi  attesa  1’  equazione  della  parabola  c la  forinola  trigono- 
metrica  isen’n  =1  — cos2a,  si  ricava  ancora  il  valore  della 
ascissa 


1,=  -^=^rseD’(^l‘ >-=■ 


3* 

4/1  li L 


[1 — cos(2fv/  p*)] 


I valori  delle  due  coordinate  x ed  y risolvono  la  seconda  parte 
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del  problema,  determinando  la  posizione  del  mobile  a una  data 
epoca;  e l’espressione  della  forza  X,  mediante  la  sostituzione  del 

valore  x,  si  riduce  a quest'altra  X = -7-  cos(2t\/ p). 

307.  Problema  HI-  Un  punto  materiale  è lancialo  con  una 
data  velocità  (3  parallelamente  a una  retta  fissa  OX,  ed  è insieme 
attratto  continuamente  verso  questa  retta  con  una  forza  proporzio- 
nale alla  distanza  : vogliamo  determinare  la  posizione  del  mobile  a 
un  istante  qualunque,  e trovare  anche  l'equazione  della  curva  da 
esso  percorsa. 

Sia  b la  distanza  iniziale  del  punto  materiale  dalla  retta  OX, 
c p'  sia  l'attrazione  all'unità  di  distanza  del  punto  dalla  retta:  si 
prenda  OX  per  asse  delle  ascisse,  e per  asse  delle  ordinate  si 
prenda  la  retta  perpendicolare  OY  che  passa  per  la  posizione 
iniziale  del  mobile.  La  traiettoria  giacerà  tutta  nel  piano  XOY, 
e le  componenti  della  forza  secondo  gli  assi,  in  una  posizione 
qualunque  saranno 


X = 0 , Y =— 


P9 


onde  si  avranno  nel  movimento  del  punto  le  due  equazioni 


d'x 

W~~~ 


0 


Integrando  due  volte  queste  equazioni,  e determinando  le  costanti 
delle  successive  integrazioni  per  le  condizioni  iniziali  del  mobile, 
otterremo 


(far 

-^-=C=3,  x =pf-4-C'=pt , 

$ =-ry+v =f'<p 
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È quindi  manifesto  che  la  posizione  del  punto  materiale,  alla  fine  di 
un  tempo  t , si  determina  colle  due  formule 

x = $t , y=bcos(iit)  ; 

e che  la  curva  descritta  dal  mobile  si  rappresenta  colla  equazione 
trascendente 


308.  Problema  IV.  l/n  altro  punto  materiale  è pur  lancialo 
colla  velocita  8 nella  direzione  OX , ed  è attratto  nel  medesimo 
tempo  verso  un  centro  che  si  muove  equabilmente  nella  retta  perpen- 
dicolare OY  : se  la  forza  acceleralrice  si  suppone  proporzionale 
alla  distanza  del  mobile  dal  medesimo  centro , qual  sarà  la  posizione 
del  punto  materiale  in  quell'istante,  in  cui  il  suo  movimento  diviene 
parallelo  alla  direzione  OY  ? 

Sieno  b la  distanza  iniziale  del  centro  di  azione  dall’origine  0, 
p'  la  velocità  uniforme  del  medesimo  centro,  ? l’accelerazione  al- 
l’unità di  distanza,  x ed  y le  coordinate  del  punto  mobile  rispetto 
agli  assi  OX  ed  OY.  Il  centro  di  attrazione  percorre  nel  tempo  t lo 
spazio  : perciò  alla  line  del  medesimo  tempo,  x e (ò+p'l — y)  sa- 
ranno le  distanze  del  punto  materiale  dal  detto  centro  nella  direzione 
degli  assi;  e le  due  espressioni  — n'x,  ^*(6  — t-  $1  — y)  rappresente- 
ranno giusta  i medesimi  assi  le  componenti  dell’attrazione,  le  quali 
tendono  la  prima  a diminuire  l’ascissa  x,  c la  seconda  ad  ingrandire 
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l’ordinata  y.  Pertanto  le  due  equazioni  generali  (p'.  2tn)  del  moto 
curvilineo,  divengono  nel  caso  presente 


0) 


( Vx 

w 

(l't/ 


— — v-'x , 

= p’(ò-+-P'< — y)  • 


Presi  gli  integrali  e designate  con  A e 15  due  costanti  arbitra- 
rie, dalla  prima  equazione  (1)  verranno  ordinatamente  queste 
altre 


di' 

W 


pV-tVC* , 


(2)  x=C  cos{  ftt — p.C/)= A cos(;j.t)  -+-B  sen(pt)  ; 


e di  pari  modo  dalla  seconda  equazione  (1)  che  si  può  scrivere  sotto 
la  forma 


risulterà  evidentemente  l’altra  equazione 

(3)  y = Àcos(pf)  — (—  B'sen([j//)  — t-  b — t—  $1 . 


Per  determinare  le  costanti,  abbiamo  i valori  particolari 
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1 = 0 , ,y—0  , 


dx 

ir 


to:t 


i quali  corrispondono  al  valore  t = 0 : onde  le  forinole  (2)  c (3) 
insieme  coi  loro  differenziali  ci  danno  nel  principio  del  molo 

A — 0 , B=  — , A'=  — i,  B' il  ; 

f*  f* 


e perciò  la  posizione  del  punto  materiale  alla  liuediun  tempo  tjua- 
lunque  t si  determinerà  per  mezzo  delle  coordinate 

Q 

x =è  — sen  (;a<)  , 
f* 


y = b -f-3'/ — ò cos(jW)  — 


K 

V- 


sen(f*t)  . 


Quando  il  moto  del  punto  materiale  diviene  parallelo  all’asse  OY, 
allora  l’ascissa  x acquista  un  valore  massimo;  e così  in  questa  con- 
dizione si  hanno  i valori 


seu [;*<)=  t , t—  , cos(nt)  = 0 : 

Zfi 


adunque  la  posizione  del  punto  attratto  verso  un  centro  mobile  con 
forza  proporzionale  alla  distanza,  nell’istante  in  cui  il  suo  movi- 
mento riesce  parallelo  al  molo  uniforme  del  medesimo  centro,  cor- 
risponderà alle  coordinate  particolari 


0' 


Ma  del  movimento  generato  in  un  punto  materiale  da  quelle 
forze  che  tendono  costantemente  a un  centro  mobile  o fisso,  ne  dob- 
biamo trattare  distintamente  e più  di  [proposito  nel  capo  che  viene 
appresso. 
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CAPO  VI. 

MOVIMENTO  CURVILINEO  DI  UN  PUNTO  UBERO 
PER  L’AZIONE  DI  UNA  FORZA  CENTRALE. 

309.  Innanzi  ad  ogni  altra  cosa  dobbiamo  stabilire  che  se  laforia 
è centrale , vale  adire  se  la  sua  direzione  passa  costantemente  per  un 
punto  o centro  fisso,  la  curva  descritta  dal  mobile  sarà  tutta  in  un 
piano. 

Infatti  posta  1’  origine  delle  coordinate  nel  centro  delle  forze, 
saranno  (29) 


x 

P 


z 

P 


i coseni  degli  angoli,  che  fa  il  raggio  vettore  p coi  tre  assi  ortogo- 
nali; e saranno  pure  (301) 


1 d'x  1 d'y  1 d'i 

<f  ' W ' f ' di'  ’ 9 ' di' 

i coseni  degli  angoli  che  coi  medesimi  assi  forma  la  direzione  delia 
forza  aceelerarrice  9 : ma  per  ipotesi  la  direzione  della  forza  accele- 
ratrice  e il  raggio  vettore  formano  coi  singoli  assi  uno  stesso  angolo, 
ovvero  due  angoli  supplementari  l’uno  deH’altro;  si  avranno  dun- 
que le  tre  uguaglianze 


x_ 1 djr  y_ K d'y 

P 9 ‘ di'  ’ p 9 ’ dt'  ' 


f 


1 

? 


d'z 

W ’ 
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Da  queste  uguaglianze,  eliminando  il  rapporto  — , si  ricavano 
prima  le  equazioni 

j_  d'x  __  i_  d'y  1 d'z 

x ‘ di’  y ’ dt'  z ‘ di * ’ 

e dipoi  anche  le  tre  formolo 

xd'y—yd'x  yd'z—zd'y  _ A 

3?  — ’ di’  ~ ’ 

zd’x — a:  d’z  

di5  ~U: 

le  quali  moltiplicate  per  la  quantità  infinitesima  dt,  ed  integrate  per 
parti  (XC)  rispetto  al  tempo  I,  divengono 

xdy  — ydx  _r„  ydz—zdt/  _f, 
dt  =ct  ’ dt  ’ 

zdx—xdz  r, 

di  • 

In  line  se  queste  ultime  equazioni,  nelle  quali  le  quantità C,  C',  C" 
sono  costanti  ed  arbitrarie,  si  moltiplicano  rispettivamente  per  quel- 
la coordinata  onde  ciascuna  è priva,  e si  raccolgono  poi  insieme  col- 
la somma,  ne  verrà  l’equazione  di  primo  grado 

Gr-f-  C'i/  C"z  — 0 

tra  le  tre  coordinate  del  punto  mobile  in  qualunque  posizione  della 
sua  traiettoria  : ora  una  tale  equazione  rappresenta  (XXX  VII)  una 
su  [ter  fide  piana,  la  quale  passa  [ter  l’origine  delle  coordinate;  dun- 
que quando  un  punto  materiale  è sollecitalo  a ciascun  istante  da  una 
forza  diretta  costantemcule  a un  centro  fisso,  si  muovcrà  sempre  in 
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un  piano  condotto  pel  medesimo  centro  ; cioè  la  curva  descritta  dal 
mobile  si  troverà  tutta  in  quel  piano,  che  passa  pel  centro  delle  forze 
e per  la  direziono  della  velocità  iniziale. 

La  quale  verità  s’intende  a priori  anche  da  questo  che  le  forze 
agiscono  tutte  nel  piano  prenominato,  c non  vi  ha  cagione  la  quale 
tenda  a rimuovere  il  punto  materiale  dal  medesimo  piano. 

•HO.  liquazioni  sciirrull  ilei  moto  ili  un  punto  Intor- 
no a un  eeutro  u*so  <n  azioni*.  Poiché  la  curva  descritta  da 
un  punto  materiale  >1  che  è sottoposto  ali'azione  di  una  forza  cen- 
trale, giace  tutta  nel  piano  determinato  dal  centro  di  azione  e dalla 
direzione  del  l’impulso  iniziale  ; perciò  preso  per  origine  delle  coor- 
dinale rettangolari  x ed  y lo  Stesso  centro  0 (tig.  153],  e con- 
dotti nel  piano  della  curva  MN  percorsa  dal  mobile  i due  assi  OX 
ed  OY,  basteranno  (297)  le  due  equazioni  generali 

d'x  _ y _ y 

di'  ~~  A ’ dt*  ~ 1 

l 

per  determinare  nel  caso  attuale  il  movimento  del  punto  M.  Dino- 
tiamo adesso  con  p il  raggio  vettore  OM,  e con  u>  l’angolo  MOX 
che  fa  questo  raggio  coll’asse  positivo  OX:  le  componenti  del- 
la forza  acceleralrice  y parallele  agli  assi , saranno  (26.  2.°  , 
298.  1.*) 


v x v V 

X = ^ cosa)  = 9 — , i=9senu>=!?  — , 

P P 

quando  la  forza  ? agisce  nel  verso  OM  e tende  ad  allontanare 
il  punto  materiale  dal  centro  0 ; saranno  poi  le  medesime  com- 
ponenti 

v x ,T  H 

A = <j>COSU>  = <p—  , 1 = <fscnu>= <?-y-  , 

quando  la  forza  ? agisce  nel  verso  MO  e tende  ad  avvicinare  il 
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punto  materiale  allo  stesso  centro  0.  Pertanto  nella  ipotesi  in  cui  ci 
troviamo,  le  equazioni  generali  del  moto  si  trasformano  nelle 
altre  due 


d'x  x d'g  y 

w ’ if  ~~  y ’ 

e in  queste  equazioni  dovranno  adoperarsi  i segni  superiori  ovvero 
gl’inferiori,  secondo  che  la  forza  centrale  è ripulsiva  ovvero  è at- 
trattiva. 

Del  rimanente  se  la  forza  acceleralrice  o si  risguardi  come  posi- 
tiva nel  caso  della  attrazione,  e coma  negativa  nel  caso  della 
ripulsione,  potremo  in  ambidue  i casi  usare  soltanto  i segni  infe- 
riori : di  tal  guisa  le  equazioni  generali  del  moto  centrale  saranno 
queste  due. 


(?) 


d'x  x d'y  1/ 

w ~ ~ ? 7 * ir  ~~~ ? Ir  ■ 


311.  Proprietà  delle  »rw  nel  moto  centrale.  Nel  molo 
curvilineo  che  si  effettua  sotto  l’azione  di  una  forza  centrale,  ha 
sempre  luogo  una  proprietà  o un  principio  dello  delle  aree , il 
quale  è riposto  nel  seguente  teorema:  se  la  forza  dalla  quale  è 
sollecitalo  un  punto  materiale,  si  dirige  costantemente  verso  un  dato 
centro,  le  aree  descritte  dal  raggio  rettore  del  mobile  intorno  al 
centro  di  azione , saranno  proporzionali  ai  tempi  corrispondenti  ; 
viceversa  se  le  aree  che  descrive  in  un  piano  il  raggio  vettore  di  un 
mobile  intorno  a un  polo  o punto  fisso,  sono  proporzionali  ai  tempi , 
la  forza  da  cui  è animato  il  punto  mobile  sarà  sempre  diretta  al 
punto  fisso  come  a proprio  centro. 

Conserviamo  tutte  le  denominazioni  del  numero  precedente,  pren- 
dendo per  origine  delle  coordinate  rettangolari  il  centro  o il  punto 
fisso  0 (fig.  153. a );  e di  più  chiamiamo  % il  settore  curvilineo 
M.NO  , ossia  l’arca  descritta  dal  raggio  vcltoro  del  mobile  nel  tem- 
po t.  Le  due  equazioni  (q)  del  moto  centrale  si  moltiplichino,  la 
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prima  per  y,  la  seconda  per  x , e si  sottraggano  quindi  l'una  dall’  al- 
tra : ne  verrà  la  formula 


(1) 


xd'y  — y d'x 

W 


la  quale  moltiplicata  prima  per  di,  e dipoi  integrata  rispetto  alla  va- 
riabile indipendente  l,  ci  darà 


(2) 


xdy  — y dx  — C dt . 


Ora  col  primo  membro  di  questa  ultima  equazione  si  esprime  (XCV) 
il  doppio  del  differenziale  del  settore  curvilineo  x;  si  avrà  dunque 
2dx  = C dt,  e fatta  una  nuova  integrazione,  risulterà  la  formula 
finita 


jE  = 


senza  una  nuova  costante  : cosi  rimane  dimostrata  la  prima  parte 
della  proposizione  ; vale  a dire  nella  supposizione  di  una  forza  di- 
retta costantemente  a un  centro  0,  le  arce  descritte  dal  raggio  vet- 
tore OM  sono  proporzionali  ai  tempi. 

Quanto  alla  seconda  parte  inversa,  se  le  aree  descritte  nel  pia- 
no XOY  dal  raggio  vettore  OM  intorno  al  punto  0 sono  proporzio- 
nali ai  tempi  corrispondenti,  sussisterà  la  forinola  finita  a=7,Cf, 
ovvero  la  forinola  differenziale  di— 7,  C dt  : quindi  colla  sostitu- 
zione del  valore  dx  espresso  in  coordinate  rettilinee  , si  avrà  da 
prima  l’equazione  (2),  che  differenziata  ci  darà  da  poi  l’equazione  (1). 

d’x  d'y 

~dF  C di' 


Ora  in  questa  ultima  equazione,  le  due  espressioni 


ap- 


partengono alle  componenti  X ed  Y,  nelle  quali  si  risolve  la  forza 
acceleratrice  ? secondo  gli  assi  coordinati  ; sarà  dunque 


Yj  — Xt/  = 0 , ovvero 


V -i_ 

X x ' 
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ciò  vuol  dire  che,  quanto  al  valore  numerico,  sono  uguali  tra 
loro  le  tangenti  degli  angoli  che  nel  punto  {x,  i/)  fanno  coll’asse 
delle  ascisse  OX  la  forza  acceleratrice  c il  raggio  vettore  ; perciò 
gli  angoli  stessi  o riusciranno  uguali  tra  loro,  o saranno  l’uno  sup- 
plemento dell'altro,  e cosi  in  ogni  caso  la  direzione  della  forza 
coinciderà  col  raggio  vettore  e (lasserà  costantemente  per  l'ori- 
gine 0. 

312.  La  medesima  proposizione  si  può  anche  dimostrare  geome- 
tricamente nel  modo  seguente.  Giusta  il  concetto  espresso  nel  nu- 
mero (293),  noi  possiamo  riguardare  la  curva  ABC  ...  (tig.  134-a  ) 
descritta  dal  mobile,  come  un  poligono  di  un  numero  infinito  di  lati 
infinitamente  piccoli,  e possiamo  inoltre  supporre  che  ciascuno  di 
quesli  lati  venga  percorso  in  uno  slesso  tempo  infinitesimo  0 con 
moto  uniforme,  in  virtù  della  velocità  preconcepita  e della  forza  che 
agisce  continuamente  per  impulsi  al  principio  dei  tempi  0 : giunto  il 
mobile  per  cs.  nel  punto  B,  dopo  di  avere  percorso  il  lato  AB,  nel 
tempo  susseguente  0 in  virtù  della  velocità  già  concepita  descrive- 
rebbe con  moto  uniforme  la  retta  BH  uguale  c posta  per  dritto 
con  AB,  e in  virtù  di  un  nuovo  impulso  della  forza  continua  de- 
scriverebbe pure  con  moto  uniforme  lo  spazio  BK;  dunque  in  virtù 
di  quella  velocità  combinala  con  questa  forza  il  mobile  descriverà  di 
fatto  nel  medesimo  tempo  e con  moto  uniforme  il  lato  BC,  ossia  la 
diagonale  del  parallelogrammo  BHGK  costruito  sopra  le  due  rette 
BH  e BK. 

Ciò  posto,  supponiamo  in  primo  luogo  che  la  forza  continua  tenda 
sempre  a un  punto  0,  come  a proprio  centro  : tirati  i raggi  vettori 
dal  centro  alle  posizioni  A,  B,  C,  e condotta  ancora  la  retta  OH, 
sono  equivalenti  tra  loro  i due  triangoli  AOB  e B01I,  i quali  hanno 
un  vertice  comune  0,  e le  basi  AB,  BH  uguali  e situate  sopra  una 
medesima  retta  ABII  ; sono  anche  equivalenti  i due  triangoli  BOH 
e BOC,  per  avere  una  medesima  base  BO,  ed  i vertici  H,  C in  una 
retta  parallela  a questa  base  : saranno  duuque  uguali  tra  loro  le  due 
aree  AOB  e BOC,  descritte  dal  raggio  vettore  del  punto  mobile  in 
due  tempi  0,  o istanti  uguali.  Quindi  se  un  tempo  finito  l si  com- 
pone di  un  numero  ndi  tempi  infinitesimi  uguali  ciascuno  aO,  e un 
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altro  tempo  finito  t'  si  compone  ili  un  numero  «'di  tempi  9,  anche 
le  aree  * ed  a',  descritte  dal  raggio  vettore  rispettivamente  nei 
tempi  tei',  si  comporranno  dei  rispettivi  numeri  « ed  «'  di  aree 
equivalenti  ciascuna  all’area  triangolare  AOB  : si  avrà  dunque  la 
relazione 


a : a'  = n : «'  = t : t'  ; 

c così  quando  la  forza  tende  costantemente  a un  centro,  le  aree  de- 
scritte dal  raggio  vettore  del  mobile  sono  proporzionali  ai  tempi  nei 
quali  si  descrivono. 

Supponiamo  in  secondo  luogo  che  le  arce  descritte  in  un  piano 
dal  raggio  vettore  di  un  mobile  intorno  al  punto  0.  sieno  proporzio- 
nali ai  tempi  corrispondenti:  in  questa  ipotesi  saranno  equivalenti 
le  arce  AOB  e BOC,  descritte  dal  raggio  vettore  in  due  istanti  qua- 
lunque uguali  e successivi.  Si  prolunghi  lino  in  11  la  retta  AB,  per- 
corsa dal  mobile  nel  primo  dei  due  istanti,  sicché  la  retta  Bn 
riesca  uguale  alla  stessa  AB  ; saranno  equivalenti  tra  loro  eziandio 
le  aree  triangolari  AOB  e BOI!  : sussisterà  duuque  l’equivalenza 
tra  i triangoli  B01I  e BOC  ; e poiché  questi  due  triangoli  hanno  co- 
mune la  base  BO  c devono  trovarsi  tra  due  rette  parallele,  perciò  la 
retta  HC  che  congiunge  i loro  vertici  II  c C,  sarà  parallela  alla  detta 
base  BO.  Ora  condotta  da  C sopra  BOla  retta  Ck  pai  alida  a BH,  e 
compiuto  così  il  parallelogrammo  BHCK,  è chiaro  che  il  movimento 
|>er  la  diagonale  BC  risulterà  dai  due  movimenti  simultanei  per  i 
lati  BH  e BK  : ma  il  movimento  per  BC  è quello  che  prende  di  fatto 
il  punto  materiale,  e che  deve  risultare  dai  movimenti  dovuti  alla 
velocità  preconcepita  e all’impulso  della  forza  continua  nel  secondo 
dei  due  istanti  che  consideriamò  ; dunque  dovendo  manifestamente 
attribuirsi  il  moto  per  la  retta  BII  alla  velocità  già  concepita  dal 
mobile  secondo  ABH,  si  conchiude  che  l’altro  moto  componente  per 
BK  viene  prodotto  dall’azione  della  forza  continua,  e chela  direzione 
di  questa  forza  sarà  conseguentemente  la  retta  BKO,  la  quale  passa 
per  il  punto  0.  Di  tal  modo  rimane  dimostrata  la  proposizione  in- 
versa alla  precedente  ; vale  a dire  se  le  aree  descritte  in  un  piano 
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dal  raggio  vettore  di  un  mobile  intorno  a un  punto  fìsso  sono  pro- 
porzionali ai  tempi  corrispondenti,  la  forza  che  sollecita  il  mobile 
sarà  sempre  diretta  al  punto  lisso  come  a proprio  centro. 

313.  Ripigliando  (311)  la  forinola  finita  a.  = '/,  Cl,  ovvero  la 
forinola  differenziale  da  — '/ , Cdt,  colla  (piale  si  esprime  anali- 
ticamente il  principio  delle  aree,  osserviamo  che  in  questa  forinola 
la  quantità  costante  C rappresenta,  come  è manifesto,  il  doppio  del 
rap|>orto  tra  l'area  descritta  dal  raggio  vettore  e il  tempo  in  cui 
l’area  si  descrive,  ovvero  rappresenta  il  doppio  dell'area  descritta 
nell'unità  di  temilo. 

Oltre  a ciò,  se  nella  espressione  analitica  del  principio  si  vogliono 
introdurre  le  coordinale  polari  p = MG  ed  w = MOX  del  punto 
mobile  M ( tig.  153.»  ),  basterà  (XCV)  fare  di  = */,  p'do>  nella 
equazione  d%  = 7,  C dt  : di  tal  guisa  il  principio  delle  aree  che 
abbiamo  dimostrato  disopra,  si  esprimerà  colla  formola 

(</')  p'du  = C dt, 


dove  la  costante  C ha  sempre  quel  significato  che  abbiamo  detto 
poc'anzi. 

314.  Kspr  ssionc  (Dilli  velocità  nel  motti  centrale.  Sia 

v la  velocità  del  mobile,  c p il  perpehmolo  condotto  dalla  ori- 
gine o dal  centro  delle  forze  sulla  tangente  della  curva  nel  punto 
Mx , y)  , ovvero  (p  , <o)f  L’area  triangolare  di  che  si  descrive  dal 
raggio  vettore  nel  tempo  infinitesimo  dt,  ha  per  base  l’elemento 
ds  della  cuna,  e per  altezza  ha  lo  stesso  perpendicolo  p : sarà 
dunque 


i 1 , , 2 di 

ox=  s~p  ds  , ovvero  ds—  

2 p 


ma  in  qualunque  movimento  è v = ; dunque  nel  moto  cen- 

trale avremo  (313) 
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(f) 


2 dz  _ C_ 
pdi  ~ p 


Con  qucsla  formola  si  stabilisce  la  seguente  proposizione  : se  le 
forze  tendono  costantemente  a un  centro  f isso , la  velocità  del  mobile 
in  qualunque  punto  della  curva  sarà  inversamente  proporzionale  al 
pei'pendicolo  che  dal  centro  delle  forze  si  abbassa  sulla  direzione 
della  tangente. 

315.  Ma  per  determinal  e nel  moto  centrale  la  medesima  velocità, 
più  di  sovente  si  adopera  un’altra  formola  differenziale  che  dobbia- 
mo ora  trovare. 

In  qualsiasi  movimento,  se  la  traiettoria  è piana,  ha  luogo  ge- 
neralmente (296)  la  equazione 

, dx*  -+-  dy* 

v di1 

tra  la  velocità  del  mobile  c i differenziali  delle  sue  coordinate  ret- 
tangolari e del  tempo:  ora  nel  moto  centrale  le  due  relazioni  (II) 

x—f> costo  , j/  = pgenio 


tra  le  coordinate  rettilinee  e polari  del  mobile  M (fig.  153*»  ) ci 
dànno 


dx—cos  io  dp  — p sen  w d*o  , dy  = sen  todp-\-p  cos  co  d<o  , 


e conseguentemente 


dx * -f-  dy'—  do'  -f-  p'd'o'  ; 
di  più  la  formola  (</' , 313)  ci  somministra  il  valore 
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Dunque  nel  molo  centrale  si  avrà 


ossia 


W") 


316.  Espremiione  «Iella  forza  aeceleratrice  nel  molo 
«entrale.  Ripigliamo  le  due  equazioni 


d'x  x_  d'y 


di' 


di' 


■? 


relative  (310)  al  moto  centrale  ; e dopo  di  averle  moltiplicate,  l’una 
per  dx  e l'altra  per  dy,  uniamole  insieme  mediante  la  somma  : na- 
scerà la  forinola 


dx  d'x  -+-  dy  d'y 
dl'  . 

la  quale  a cagione  del  valore 


j-(xdx-hydy)  ; 


xdx-\-  ydy=pdp 


che  risulta  dalla  relazione  x'  -+-  y*  = p*  , si  cangia  poi  nella 
equazione 


dx  d'x  + dyd'y  , 

3? =-»+• 

Ora  il  primo  membro  di  questa  equazione  non  è che  il  differenziale 
della  quantità 

Voi.  II.  8 
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1 ( dx'-Jrdif  \ 

ì V di'  ) ’ 

la  quale  ci  rappresenta  la  metà  del  quadrato  della  velocità;  presi 
dunque  gli  integrali,  e atteso  il  valore  della  velocità  v trovato  poc'anzi, 
si  otterrà  la  forinola 


dove  la  costante  arbitraria  della  integrazione  è compresa  ncll’intcgraic 
indelìnito  S ? do.  Differenziando  da  ultimo  l'equazione  ( q” ),  rispetto 
alla  quantità  p considerata  come  funzione  della  variabile  w , otter- 
remo anche  la  forinola 


La  forinola  ( qn ) ci  offre  un'altra  espressione  integrale  della 
velocità  nel  movimento  di  un  punto  intorno  a un  centro  fisso  : inol- 
tre per  mezzo  della  stessa  forinola  (qn),  data  la  forza  ? in  funzione 
della  distanza  p , si  potrà  conoscere  la  relazione  tra  le  coordinale 
polari  p ed  w , e determinare  così  la  traiettoria  del  mobile;  vice- 
versa quando  si  conosce  la  natura  della  curva  descritta  dal  mobile, 
mediante  la  forinola  (r/T)  si  potrà  trovare  la  forza  centrale  ? in  una 
posizione  qualunque  dello  stesso  punto  mobile. 

'ili.  Applicazione  al  cuno  di  una  forza  clic  afflare  In 
ragione  Inventa  del  quadralo  «Iella  distanza  da  un  eeu- 
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tr»  Hn*o.  Per  vedere  come  si  applica  a qualche  caso  p.  es.  la 
forinola  (</,T)  , consideriamo  la  legge  che  ha  luogo  generalmente 
nella  natura;  cioè  ammettiamo  che  la  forza  agisca  in  ragione  in- 
versa del  quadrato  delle  distanze , e cerchiamo  tutte  le  curve  che  può 
descrivere  un  punto  materiale,  attratto  verso  un  centro  fìsso  nella 
ragione  sopraddetta. 

Si  chiami  <x  l'accelerazione  all'unità  di  distanza;  sarà  4-  la  forza 

9 

acccleratrice  a qualunque  distanza  p dal  centro  di  azione,  e la  for- 
mola  generale  (q")  nel  caso  presente  diverrà 


In  questa  formola  particolare  colla  lettera  C'  è significata  una 
costante  arbitraria,  c dalla  medesima  si  deduce  quindi  l'equazione 


la  quale,  posto  = r , 


C’ 


si  può  anche  scrivere 


, rt  dr  =t  dr 

(l'j)  = = - — ' 

V 2 /ir  — r*  + le  V h ’ +k  — (r  - /1)* 

Quando  le  due  coordinate  w c p variano  inversamente,  allora 
crescono  0 diminuiscono  insieme  le  due  quantità  w ed  r ; perciò 
in  questo  caso  gl’incrementi  dw  c dr  avranno  lo  stesso  segno,  e 
nell’  ultima  formola  converrà  adoperare  il  segno  positivo:  quando 
poi  io  c p variano  nel  medesimo  verso,  allora  i due  incrementi  dw 
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e tir  saranno  tra  loro  opposti,  e nella  detta  forinola  bisognerà 
quindi  far  uso  del  segno  negativo.  Supponendo  questo  secondo 
caso,  supponendo  p.  cs.  che  le  coordinate  p ed  w crescano  insie- 
me a partire  dalia  posizione  iniziale  dei  mobile,  potremo  mettere 
l’ultima  equazione  sotto  la  forma 


dot  = 


— d 


r — h 
V'h'-hk 


e quinci,  designando  con  C"  una  nuova  costante,  per  mezzo  della 
integrazione  otterremo 


ossia 


>ù  = are  cos 


r — h 
ì/V+k 


+-C'1 


r=h-h\/  h*-\-k  cos(w  — C") . 

Restituiti  i valori  alle  tre  quantità  r , li  e k , verrà  in  line  l’e- 
quazione 

1 

■+•  \/  cos(w— C") 


1 -+-y/  cos(«— C") 

la  quale  (XXX)  ci  rappresenta  una  sezione  conica  che  ha  per 
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foco  il  centro  stesso  delle  forze,  per  semi-parametro  la  quan- 

C’  / C’  ('/ 

tità — , e per  eccentricità  la  espressione  sj  Ih : nella  me- 

desima equazione  la  differenza  ( <■>  — C")  deve  essere  l’angolo 
che  fa  il  raggio  vettore  coll'asse  della  curva,  dalla  parte  del  ver- 
tice più  vicino  al  centro  delle  forze  ; per  conseguenza  la  costante 
C"  sarà  l’angolo,  che  col  medesimo  asse  della  curva  forma  l’asse 
polare,  («sia  una  retta  arbitraria  condotta  per  il  polo  o pel  centro 
di  azione. 

Le  quali  cose  essendo  cosi,  come  abbiamo  detto,  si  conchiude 
che  un  punto  materiale,  attratto  verso  un  centro  da  una  forza 
inversamente  proporzionale  al  quadrato  della  distanza,  potrà  de- 
scrivere una  parabola,  una  ellisse,  ovvero  una  iperbola,  col  foco 
o con  uno  dei  due  fochi  situato  nel  centro  stesso  di  attrazione. 
Descriverà  poi  il  mobile  di  fatto  la  parabola,  o la  ellisse,  ovvero 
la  iperbola,  secondo  che  1'  eccentricità  e determinala  per  mezzo 
della  forinola 


risulterà  = 1,  < 1 , ovvero  >1  ; cioè  secondo  che  la  costante 
(7  sarà  = 0,  <0,  ovvero  > 0 : ora  se  « ed  rf  sono  nel  prin- 
cipio del  moto  la  velocità  e la  distanza  del  punto  materiale  dal 
centro  delle  forze,  l’equazione  trovata  da  principio,  cioè  «*  — 

9 

— -+-  C'  , ne  porge  il  valore 
P 


C'=u*  — 


. 

r'  ’ 


dunque  il  mobile  descriverà  la  parabola,  o la  ellisse,  ovvero  Piper- 
bola,  secondo  che  si  avrà 
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, ìp  t ^ 2[a 

m = p-  , ovvero  u < , oppure  ir  > -p-  • 

Del  resto  vede  ognuno  che  la  natura  della  traiettoria  non  di- 
pende affatto  dalla  direzione  della  velocità  iniziale  u , colla 
quale  il  mobile  viene  lanciato  nello  spazio  ; ma  dipende  solo  dalla 
grandezza  della  medesima  velocità,  e dalla  distanza  iniziale  r'  . 
Nel  caso  della  ellisse  o della  iperbola,  si  vede  pure  che  il  se- 
mi-asse trasverso  a dovrà  determinarsi  (XVI.  XXIV)  colla  equa- 
zione 


C 

f* 


=p=ztza{ \ — e')  . 


Da  ultimo  è anche  manifesto  che 


la  velocità  v = 


diviene  maggiore  o minore,  diminuendosi  inversamente  o crescendo 
la  distanza  del  mobile  dal  centro  delle  forze  ; epperò  la  medesima 
velocità  sarà  massima  nella  minima  distanza  dal  centro,  e viceversa 
sarà  minima  nella  distanza  massima. 


•118.  Movimento  di  un  punto  materiale  Intorno  a un 
centro  mobile  di  azione  In  generale  il  moto  di  un  punto 
materiale  rispetto  a una  origine  mobile  , e a due  o a tre  assi 
che  rimangano  costantemente  paralleli  a sè  stessi,  si  può  deter- 
minare nella  medesima  maniera  che  il  moto  assoluto,  purché 
alle  diverse  quantità  assolute  si  sostituiscano  le  corrispondenti 
quantità  relative.  In  vero  sieno  e ®"  le  forze  acceleratrici  , 
che  sollecitano  rispettivamente  il  punto  materiale  M,  e l'origine 
0 delle  coordinale  : il  moto  del  punto  M relativamente  all’  origi- 
ne mobile  0 e agli  assi  sempre  paralleli,  avviene  nella  stessa 
guisa  come  se,  fermati  gli  assi,  il  punto  0 restasse  in  riposo  e 
il  punto  M fosse  sollecitato  dalla  risultante  ? delle  due  forze 
?' , — f"  ; dunque  quel  moto  relativo  sarà  lo  stesso  che  il  moto 
assoluto,  prodotto  in  pali  circostanze  nel  punto  materiale  dalla 
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forza  <?  composta  di  due,  che  sono  l’una  la  forza  acceleratricc 
realmente  applicala  al  punto  materiale,  e l’altra  una  forza  ugua- 
le, contraria  e parallela  a quella  che  agisce  sopra  l'origine  0. 
Laonde  se  tutte  le  quantità  e gli  elementi  del  moto  si  riferisca- 
no sempre  alla  origine  e agli  assi  mobili,  le  formolo  spettanti 
al  moto  assoluto  di  un  punto  libero,  apparterranno  ancora  a un  suo 
moto  relativo,  c ne  determineranno  le  varie  circostanze  ; e tutte  le 
proprietà  di  quel  primo  movimento,  avranno  anche  luogo  e potranno 
applicarsi  al  moto  relativo  del  punto  materiale. 

Cosi  in  particolare  se  la  forza  relativa  di  un  punto  materiale 
M tende  costantemente  a un  centro  mobile  0,  il  medesimo  pun- 
to M col  suo  moto  relativo  percorrerà  una  curva  situala  tutta  in 
un  piano,  e il  raggio  vettore  OM  descriverà  delle  aree  propor- 
zionali ai  tempi  e viceversa  , appunto  come  succede  nel  moto 
centrale  assoluto.  Di  più  anche  nel  caso  attuale  in  cui  suppo- 
niamo che  il  centro  sia  mobile,  varranno  tutte  quelle  forinole  che 
abbiamo  di  sopra  stabilito  pel  movimento  di  un  punto  materiale 
intorno  a un  centro  fisso  di  azione  : solo  è da  avvertire  che  nelle 
medesime  formole  le  due  quantità  x ed  y sara  ino  le  coordinate 
rettilinee  del  punto  M rispetto  a due  assi  ortogonali,  che  passano 
pel  centro  mobile  0,  c si  conservano  sempre  paralleli  a sè  stessi; 
che  le  altre  due  quantità  o ed  m ci  dinoteranno  la  lunghezza  della 
retta  che  in  ciascun  istante  congiungc  il  pui.lo  ìl  con  0,  e la  gran- 
dezza dell'  angolo  che  fa  la  medesima  retta  colfassc  delle  ascisse  ; in 
fine  che  le  quantità  9 c « ci  esprimeranno  l’accelerazione  del  punto 
materiale,  e la  sua  velocità  relativa  al  centro  mobile  di  azione. 

Poniamo  per  es.  che  due  punti  materiali  di  massa  m ed  m',  si  at- 
traggano scambievolmente  in  ragion  diretta  delle  masse  c in  ragione 
inversa  del  quadrato  delle  distanze:  essendo  k la  mutua  attrazione 
che  esercitano  l’ una  sull’  altra  due  masse  prese  per  unità  a una  di- 
stanza ==  1 , saranno 


km'  km 


! 
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le  forze  accelcralrici  opposte,  colle  quali  a uua  distanza  p il  punto 
m tende  verso  to',  e viceversa  ni tende  verso  il  punto  m ; e perciò 
il  moto  del  punto  in  relativamente  al  punto  ni  considerato  come  im- 
mobile, verrà  prodotto  dalla  forza  accelcratrice 

k[m  -f  m') 

? 

Ora  colesta  forza  relativa  si  dirige  costantemente , come  è chiaro, 
verso  il  centro  ni,  e di  più  agisce  nella  ragione  inversa  del  qua- 
drato delle  distanze  dal  medesimo  centro,  siccome  apparisce  dalla  sua 
espressione:  dunque  il  punto  materiale  m descriverà  col  suo  moto 
relativo,  appunto  come  abbiamo  veduto  intervenire  (317)  nel  moto 
assoluto,  una  parabola  o una  ellisse  ovvero  una  iperbola;  e la  cur- 
va relativa  che  si  descrive  dal  punto  m,  avrà  il  suo  foco  ovvero  uno 
de’  suoi  fochi  nell' altro  punto  ni. 

Per  esercizio  dei  giovani  scolari  nell'  uso  delle  formole  che  spet- 
tano al  movimento  centrale,  aggiungiamo  qui  in  fine  alcuni  altri 
esempi  o problemi. 

319.  Prohienu»  I.  Trovare  i espressione  dell’  accelerazione  nel 

6) 

movimento  di  un  punto  materiale  che  descrive  la  curva  p — ea  , ed 
è sollecitato  da  una  forza  diretta  costantemente  al  polo  della  mede- 
sima curva. 

La  cuna  che  viene  rappresentata  dalla  equazione  proposta 

w 

p =ea  , 

dicesi  spirale  legaritmica  ; ed  è tale  che  con  un  numero  infinito  di 
giri  si  rivolge  intorno  al  suo  polo,  da  una  parte  discostandosi  e dal- 
1'  altra  avvicinandosi  sempre  più  allo  stesso  polo,  senza  però  che 
mai  lo  raggiunga:  infatti  al  valore  «=0°  corrisponde  p=l;  cre- 
scendo poi  in  infinito  il  valore  numerico  dell’angolo  w al  di  sopra  o 
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al  di  sotto  dello  zero,  cresce  pure  o si  diminuisce  indefinitamente  il 
raggio  vettore  p. 

Ora  1’  equazione  della  curva,  scritta  in  questo  altro  modo 


G> 

1 « 


e differenziata  successivamente  per  due  volte,  ci  dà  (HI)  i valori 


« 


G)  fù 


quindi  messa  in  opera  la  forinola  ( qy.  316),  risulterà  1’  espres- 
sione 


C* 


C*  {1-t-O*) 

«V 


e cosi  la  forza  acceleratrice  è inversamente  proporzionale  al  cubo 
delle  distanze  del  punto  materiale  dal  centro  delle  forze. 

La  costante  C si  potrà  determinare  facilmente,  quando  si  co- 
nosca la  velocità  v0  ond’  è animato  il  mobile  a una  data  distanza 
p4  dal  centro  di  azione:  dacché  avendosi  per  le  cose  ora  dette 


attesa  la  formola  [q"')  del  numero  (31 5),  otterremo  nella  distanza 
p il  valore 


v'  = 


_Lì— r*l±2l 

«v  / «v 
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e nella  distanza  particolare  pt  l’espressione 


«p. 


Quindi  il  valore  della  costante  C si  determinerà  colla  forinola 


a\V 

^ “ l+a*  ’ 

e per  conseguenza  in  qualunque  punto  della  curva  l’ accelerazio- 
ne e la  velocità  del  mobile  saranno 


320.  Problema  II.  Un  punto  materiale  descrive  un’  iperbola 
equilatera  sotto  l’azione  di  una  forza  diretta  costantemente  al  cen- 
tro della  curva : si  cerca  la  legge , a cui  è soggetta  la  forza  ac- 
celeratrice. 

Essendo  gli  assi  uguali  per  condizione,  l’equazione  della  cur- 
va tra  le  coordinate  rettilinee,  computate  dal  centro,  sarà  (XXII) 
la  seguente 

x*_  y’=o’; 

e adoperale  le  coordinale  polari  rispetto  al  medesimo  centro,  si  ri- 
durrà a quest’ al  Ira 


p’(cos’w — scn’w) = a ’ , ossia 


a1 

cos2u 


Nasceranno  quindi  con  ordine  successivo  le  formolo  seguenti  : 
I 1 V cos  2<.>  1 , 1 senSW&> 

Ip  J a5-  ’ p * T~~  ’ 
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ma  abbiamo  evidentemente 


scn*  2o = 1 — cos’  2o>  = 1 — 


sarà  dunque 


Un  tal  valore  si  sostituisca  adesso  nella  formola  (g")  del  numero 
(316):  per  determioare  nel  presente  caso  la  forza  accclcralrice,  si 
avrà  l’equazione 


che  differenziata  ci  darà  immediatameute  l’espressione 


C*  • 


In  fine  se  si  chiami  ? l’accelerazione  all’unità  di  distanza,  risul- 
terà 


C* 

P i ? KP  » 

e cosi  conchiudcsi  che  la  forza  proveniente  dal  centro  della  iper- 
bola,  siccome  negativa,  respinge  il  mobile  dal  medesimo  centro, 
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e la  sua  azione  segue  la  legge  determinala  dalla  ragione  diretta 
delle  distanze. 

321.  Problema  HI.  Dinotandosi  con  p,  a ed  h la  disianza 
di  un  punto  mobile  da  un  centro  fisso , e due  quantità  costanti ; sup- 
poniamo che  il  punto  mobile  sia  attratto  verso  il  centro  fisso  da 
una  forza  espressa  in  questo  modo: 


?= 


ìa'h' 

P‘ 


h' 


Ceniamo  di  determinare  la  curva  che  descriverà  lo  stesso  mobile , 
quando  nella  distanza  a venga  lanciato  con  una  velocità  uguale 


ad  , secondo  una  direzione  inclinata  di  15  gradi  al  rag- 
gio  vettore , 

Sia  v la  velocità  del  punto  materiale  nella  posizione  (p  , &>)  : 
dalla  forinola  (qn.  316)  c dalla  espressione  data  della  forza  ?, 
si  ricava. 


ma  alla  distanza  p = a corrispondendo  per  ipotesi  il  valore 
— y/  2 j ==  - t - , la  quantità  costante  c è nulla  ; dun- 
que attesa  la  formola  (y"'.315),  si  avrà  1’  equazione 


Adesso  a fine  di  determinare  la  .costante  C,  immaginiamo  che 
dal  centro  delle  forze  sia  condotto  un  perpendicolo  sulla  tan- 
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genie  della  curva  nel  punto  di  proiezione,  o alla  estremità  della 
distanza  a:  un  tal  perpendicolo  si  esprimerà  col  prodotto 
a 

a seti  45*=  ^=-  ; e perciò  a cagione  della  forinola  (q".  214  ], 
nel  medesimo  punto  di  proiezione  sussistendo  la  relazione 


sarà  C = h.  Mediante  la  sostituzione  di  questo  valore,  l’equazione 
trovata  poc’auzi  diverrà 


e ci  darà  quindi  la  relazione  differenziale 

a'do>*=:p^d  — )‘=dp*  : 

infine  se  ammettiamo  che  si  annullino  nello  stesso  tempo  l’an- 
golo polare  &>,  e la  distanza  p del  punto  materiale  dal  centro  delle 
forze,  integrando  otterremo  tra  le  due  coordinale  la  relazione 
finita 

p =U(o  . 

Ora  cotesla  equazione  rappresenta  una  curva  a spire;  ed  in 
ispecie  ci  rappresenta  la  spirale  detta  di  Archimede , nella  quale 
il  raggio  vettore  p varia  sempre  in  ragione  diretta  dell’angolo 
polare  w : tale  è dunque  la  curva  descritta  dal  mobile  nelle  con- 
dizioni del  problema;  e s’intende  facilmente  che  la  medesima 
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curva,  avendo  il  suo  comiuciamenlo  nel  polo  e quinci  da  esso 
sempre  più  allontanandosi,  si  rivolge  senza  fine  intorno  al  me- 
desimo polo  o centro  di  attrazione. 

Nei  due  capi  che  seguono,  faremo  un’  applicazione  tutta  spe- 
ciale delle  forinole  del  moto  curvilineo  in  genere  e del  moto 
centrale  ai  gravi  lanciali  in  una  dilezione  obliqua  aH’orizzonle, 
e al  movimento  dei  pianeti  intorno  al  sole. 

CAPO  VII. 

MOTO  DEI  GRAVI  LANCIATI  OBLIQUAMENTE  ALL’ ORIZZONTE. 

322.  Traiettoria  del  jcravl  lanciati  In  direzione  obliqua 

nei  vuoto.  Un  grave  M laudalo  obliquamente  colla  velocità  £ 
secondo  la  direzione  AY'  (fig.  155»  ),  se  facciamo  astrazione 
dalla  resistenza  dell'aria,  si  troverà  auimato  allo  stesso  tempo 
da  due  movimenti  ; l’uno  equabile  per  la  retta  obliqua  AY'  a 
cagione  dell’ impulso  ricevuto,  Tallio  uniformemente  acceleralo 
per  la  retta  verticale  AX'  o por  una  retta  parallela  a cagione 
della  forza  di  gravità:  dunque  (295)  con  un  moto  composto  di 
quo1  due  movimenti  simultanei  descriverà  il  grave,  il  quale  può  es- 
sere un  punto  materiale  pesante  o il  centro  di  gravità  di  un 
corpo  solido,  una  linea  curva  ACB  che  ha  per  tangente  in  A la 
stessa  retta  di  proiezione  AY'.  Ora  colesta  curva  è tutta  posta 
nel  piano  verticale  che  passa  per  la  direzione  della  velocità  ini- 
ziale, giacché  in  tal  piano  agiscono  tulle  le  forze;  e la  sua  na- 
tura è quella  di  una  parabola,  che  ha  per  asse  la  retta  verti- 
cale CC'. 

A line  di  dimostrare  questa  ultima  cosa  col  calcolo  elementare, 
si  riferisca  ia  curva  ai  due  assi  obliqui  AX'  ed  AY',  dei  quali  Tuno 
è la  retta  verticale  condotta  pel  punto  d^  proiezione  nel  verso 
della  gravità,  Tallio  poi  è la  retta  stessa  di  proiezione.  Chia- 
male af  ed  tj'  ic  coordinate  del  punto  M,  e compiuto  il  parallelo- 
grammo  ADME,  il  mobile  per  la  sola  forza  di  proiezione  |>crcor- 
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rcrebbe  lo  spazio  rettilineo  AD,  e per  la  sola  forza  di  gravità 
percorrerebbe  lo  spazio  AE  in  quel  medesimo  tempo  t,  nel  quale 
in  virtù  di  ambedue  le  forze  descrive  realmente  con  moto  com- 
posto (38)  lo  spazio  curvilineo  AM:  sussistono  quindi  (271.  9) 
le  due  formolo, 

a/==  AE=  y(J1'  » sf— AD=pl. 

2 j> 

Il  valore  l'  = — — , ricavato  dalla  prima  forinola,  si  sostituisca 
9 

nel  quadralo  della  seconda;  e detta  h l'altezza  dovuta  alla  velo- 
cità di  proiezione,  si  ponga  (271)  dipoi  (ì*  = ìyh:  resterà  eliminala 
la  variabile  t,  e tra  le  due  coordinate  x'  ed  j f si  otterrà  l’equa- 
zione 


ao> 

yn=  SL  a/=4  hx’. 

9 

Or  bene  questa  equazione  è quella  di  una  parabola  (XII),  la 
quale  nel  punto  A ha  per  diametro  la  retta  AX',  c per  tangente 
la  retta  AY'  : la  quantità  costante  ih  rappresenta,  rispetto  al 
diametro,  il  parametro  della  parabola  descritta  dal  grave;  c l’asse 
della  medesima  curva,  siccome  parallelo  ad  AX',  è verticale. 

L’equazione  tra  le  coordinate  oblique  x’  ed  y’  si  può  facilmente 
trasfoamare  in  un’altra  equazione  tra  le  coordinale  rettangolari 
x ed  y,  cioè  tra  le  coordinate  del  punto  M,  riferito  ai  due  assi 
AX  ed  AY,  che  si  conducono  per  il  punto  di  proiezione  nel  piano 
della  curva,  1’udo  orizzontale  e l’altro  verticale  nel  verso  opposto 
alla  gravità.  Infatti  espresso  con  x l’angolo  di  proiezione  Y'AX,  e 
prolungata  la  retta  verticale  DM  lino  all’incontro  dell’asse  AX  nel 
punto  K,  il  triangolo"  rettangolo  ADK  ci  darà 


x = AD  cos  D AK = yf  cos  x , y = DK  — DM  = i/sen  x — xf  : 
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onde  risultano  i valori 


y'=  — , x'  = y' seni  — t/=a:langa — y ; 

e per  mezzo  di  essi  l’equazione  tra  j/  ed  1/  che  abbiamo  trovato 
poc'anzi,  si  trasforma  in  quest’altra  equazione 


_x*_= 
cos’a  y 


(x  tang  i — y)  = 4 h(x  tang  z — y) 


? 


ossia 


(r)  y =£  tang  a 


<jx 

2p*  COS’a 


= x tang  i 


4ÀC0S*a 


la  quale  rappresenta  ancora  una  parabola,  e racchiude  in  sè  tutto 
ciò  che  spetta  al  moto  dei  gravi  lanciati  obliquamente  all'orizzonte 
nel  vuoto. 

323.  Si  può  dimostrare  la  stessa  cosa,  e trovare  l’equazione  (r) 
col  calcolo  superiore  nel  modo  seguente. 

Si  conducano,  come  abbiamo  detto  di  sopra,  per  il  punto  A di 
proiezione  e nel  piano  della  cuna  percorsa  dal  grave  due  assi, 
l’uno  orizzontale  AX  e l’altro  verticale  AY  nel  verso  opposto  alla 
gravità  : saranno  X = 0 ed  Y = — y le  componenti  della  forza  ac- 
celeratrice  parallele  ai  medesimi  assi  ; e perciò  chiamando  x , y \e 
coordinate  del  punto  mobile  M alla  fine  del  tempo  t , avremo 
(297]  per  le  due  equazione  del  moto  nel  caso  attuale  le  forinole 


d'x 

W 


= 0, 


— 9- 


Fatta  la  moltiplicazione  per  la  quantità  infinitesima  dt , e presi 
gli  integrali,  verranno 


dx 

lì 


dy  __ 

ir~ 


—yt+J, 
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che  sono  (296)  le  componenti  della  velocità  in  direzioni  parallele 
agli  assi  coordinali:  ma  chiamata  8 come  nel  numero  precedente  la 
velocità  di  proiezione,  ed  espresso  pure  con  a l’angolo  di  proie- 
zione Y'aX,  le  due  componenti  della  velocità  nel  principio  del  moto 
sono  p cos  % , p sen  a ; e così  posto  t = 0 , risultano  per  le  due 
costanti  i valori  c = p cos  * , c'  = p sen  <t  : dunque  in  qualunque 
punto  della  curva  descritta  dal  grave  si  avrauno  le  equazioni 

dx  „ du 

=pcos*  , ~dJ(  =gsena  — gt. 

Al  valore  t = 0 corrispondono  x=0  , ed  i/=0  ; onde  fatta  un’altra 
integrazione,  nasceranno  le  equazioni  finite 

«/* 

x=^cosj,  j/=ptsen* > 


senza  che  si  abbia  ad  apporvi  alcuna  altra  costante  : in  fine  elimi- 
nando fra  le  due  equazioni  la  variabile  /,  e chiamando  h l’al- 
tezza doluta  alia  velocità  di  proiezione,  sicché  abbiasi  p*  = 2 <jh-, 
otterremo  di  nuovo  la  relazione  tra  le  coordinate  x ed  y,  ossia  l’e- 
quazione della  traiettoria 


« 


y = x tanga  — 


gx* 

2^‘cos’a 


= x tangi  — 


x ’ 

Ut  cos’z 


) 


la  quale  è una  parabola  avente  per  asse  una  retta  verticale,  o 
parallela  all’asse  delle  ordinate  AY. 

324.  Ampiezza  e altezza  del  tiro.  Ritenuti  gii  assi  rettan- 
golari AX  ed  AY  (fig.  lSo»  ),  la  portata  o f ampiezza  del  tiro 
dicesi  la  distanza  orizzontale  AB  = a tra  i due  punti  A e B,  in 
cui  la  parabola  descritta  dal  grave  interseca  l’asse  delle  ascisse  AX, 
ossia  la  distanza  alla  quale  è portato  il  mobile  sul  piano  orizzon- 
tale che  passa  per  il  punto  A di  partenza  ; l’altezza  poi  del  tiro  è 
la  massima  ordinata  CH  = b , ossia  l’ordinata  del  vertice  C,  la 
Voi.  II.  9 
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quale  coincide  coll’asse  della  curva  e corrisponde  perciò  (IX)  come 
ad  ascissa  alla  metà  dell'ampiezza  AH. 

Per  trovare  l’ampiezza  del  tiro,  nella  equazione  superiore  (r) 
che  rappresenta  la  parabola  descritta  dal  grave,  si  faccia  y — 0 ; 
se  ne  dedurrà 


x*  — 4 hx  sen  xcos  i = 0. 


In  questa  nuova  equazione  di  secondo  grado  rispetto  all’  ascissa 
x,  una  delle  due  radici,  cioè  x = 0,  appartiene  al  punto  A di 
partenza;  l’altra  radice  poi,  cjoè  x — ih  sena  cosa,  appartiene 
al  punto  11  di  caduta  dove  il  mobile  incontra  di  nuovo  l’asse  oriz- 
zontale AX,  e il  suo  valore  sarà  quello  dell'ampiezza  stessa  del 
tiro  : pertanto  espressa  con  a questa  ampiezza,  e attesa  la  rela- 
zione trìgonometrica  i sen  a cos  a — sen  2 a,  si  avrà 

[r')  a = 4Asenacosa=2Asen2a . 

Se  ora  la  metà  di  questo  valore  dell’ampiezza,  cioè  ih  sen  a cos  a, 
si  sostituisce  nella  predetta  equazione  (r)  in  luogo  della  ascissa 
x,  ne  risulterà  l’ordinata  del  vertice,  ossia  l’altezza  b del  tiro  ; la 
quale  altezza,  avuto  anche  riguardo  alla  relazione  trìgonometrica 
2sen’a=l — cos  2 a,  ci  verrà  data  conseguentemente  dalla  formola 

(r")  6=Asen’a= -^-(1 — cos 2 a)  . 

Da  cosiffatte  espressioni  s'inferisce  1 ° che  per  una  medesima  ve- 
locità p,  o per  un  medesimo  valore  h,  si  ha  la  massima  ampiezza  o 
portata  dal  tiro,  quando  l’angolo  a di  proiezione  è uguale  a 45  gradi  ; 
adunatale  ampiezza  risulta  allora  ugnale  alla  quantità  ih:  2° 
che  rimanendo  pur  costante  la  velocità  di  proiezione,  si  avranno 
uguali  ampiezze  con  due  tiri  fatti  sotto  gli  angoli  x e (90°  — a),  i 
quali  sono  equidistanti  dall'angolo  semi-retto  : 3.°  che  l’altezza  del 
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tiro,  per  un  medesimo  valore  £ ovvero  A,  diviene  massima  ed  uguale 
ad  A,  quando  l'angolo  a di  proiezione  è di  90  gradi,  vale  a dire 
quando  il  grave  viene  lanciato  su  in  allo  giusta  la  verticale  AY  ; e 
che  perciò  la  massima  altezza  del  tiro,  sotto  le  dette  condizioni, 
sarà  sempre  la  metà  della  massima  ampiezza  secondo  la  retta  oriz- 
zontale AX. 

323.  Le  due  formolo  (r')  ed  (r"),  relative  alla  ampiezza  e all’al- 
tezza del  tiro,  si  possono  anche  stabilire,  applicando  alla  equazione 
(r)  la  teoria  dei  massimi  valori  di  una  data  funzione  y.  Infat  ti  se 
l'altezza  del  tiro  è la  massima  ordinala  della  cuna  o quella  del 
vertice  C , e corrisponde  alla  metà  della  ampiezza  come  ad  ascis- 
sa; è chiaro  che  l’ampiezza  del  tiro  sarà  il  doppio  della  ascissa  x, 
per  la  quale  l'ordinata  y,  espressa  colla  equazione  (r)  del  numero 
(323),  diviene  massima,  e che  il  valore  'di  questa  massima  ordinata 
sarà  quindi  il  valore  dell'altezza  del  tiro.  Ciò  posto,  l’equazione  (r), 
mediante  la  differenziazione,  ci  porge  l'espressione  della  derivata 


du 

J = laaga- 


X 


ìh  cos’a 


e affinchè  l'ordinata  y acquisti  un  valore  massimo,  deve  compiersi 

(LXX)  la  condizione  = 0 : dunque  il  valore  della  ascissa  x, 

pel  quale  l'ordinala  diviene  un  maximum,  deve  ricavarsi  dalla 
equazione 


X 

ianga — qX" " . =0, 

° 2Acos  a 

e sarà  x=ih  sena  cosa.  Duplicando  questo  valore,  otterremo  di 
nuovo  l’ampiezza  del  tiro 

{r')  a=4Asenacosa=2Asen2a  ; 


Digitized  by  Google 


132 


CORSO  DI  MECCANICA — DINAMICA 


e sostituendolo  nella  equazione  (r)  in  luogo  della  x,  otterremo  pure 
l'altezza  del  tiro 

[r")  6=Asen’a=-^-  (1  — cos2a)  . 

Dall’una  e dall’altra  di  queste  espressioni  si  deducono'  le  conse- 
guenze già  notate  nel  numero  precedente. 

326.  ltoprewNlone  «lei  tempo,  nel  quale  11  proiettile  ar- 
riva a un  dato  punto.  L'espressione  del  tempo,  nel  quale  un 
grave  lanciato  in  direzione  obliqua  arriva  sulla  sua  traiettoria  a 
un  punto  corrispondente  alla  ascissa  x , si  ritrae  immediatamente 
dalla  relazione  già  trovata  nel  numero  (323)  tra  lo  stesso  tempo 
t e la  medesima  ascissa  x ; ma  si  può  anche  trovare  più  sem- 
plicemente nel  modo  seguente. 

Abbiamo  già  detto  che  il  proiettile  descrive  l’arco  parabolico 
AM  (flg.  155a  ) e dal  punto  A perviene  al  punto  M in  quel  me- 
desimo tempo,  nel  quale  per  la  sola  velocità  di  proiezione  percor- 
rerebbe con  moto  uniforme  la  retta  obliqua  AD  : adunque  atteso 
il  teorema  (9)  del  moto  uniforme  la  retta  obliqua  AD  : adunque 
atteso  il  teorema  (9)  del  moto  uniforme,  e considerato  il  triangolo' 
rettangolo  ADK,  avremo  l’espressione  richiesta  del  tempo 

x x 

fi  COSa  V^SfAcoSa 

Quindi  ne  viene  1.*  che  il  movimento  del  proiettile  fino  al  suo 
ritorno  sull'orizzonte  in  B,  si  compirà  (324)  nel  tempo 

T = - i^=-  sen  sen  a ; 

\/ìyh  V 9 

e che  perciò  un  tal  moto  durerà  tanto  più  a lungo,  quanto  mag- 
giore è la  velocità  di  proiezione  o l'altezza  h dovuta  alla  mede-  ’} 
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sima,  e quanto  più  si  accosta  a 90  gradi  l’augolo  a . — 2.°  Ne 
viene  ancora  che  nell'ascesa  e nella  discesa  due  archi  -qualunque, 
per  es.  AM  ed  M,B  , compresi  tra  le  medesime  rette  orizzontali 
AB  ed  MM, , saranno  descritti  dal  grave  in  tempi  uguali.  Infatti 
i tempi,  nei  quali  il  grave  ascende  per  l’arco  AM  e discende  poi 
per  l’arco  M,B— AM,B — AM, , si  esprimono  rispettivamente  colle 
quantità 

AK  AB  AK,  _ BK, 

3 COS a ’ 3cOSJ  3 cos a 3 cosa 

ma  queste  due  quantità  sono  tra  loro  uguali  ; giacché  dividendo 
l’asse  della  parabola  le  corde  orizzontali  AB  ed  MM,  per  metà  in 
H ed  F,  si  ha  AK=AH— MF=BH — M, F=BK , : dunque  sono 
pure  uguali  tra  loro  i tempi  della  ascesa  e discesa  del  proiettile 
per  gli  archi  predetti. 

327.  Velocità  del  proiettile  In  un  punto  qualunque 
della  mia  traiettoria.  Si  chiami  e la  velocità  alla  fine  del 
tempo  /,  ossia  nel  punto  [x  , y)  della  parabola  descritta  dal  grave  : 
saranno  (323) 

dx  da 

-fi-  ==P  cosa  , =3sen  tz  — gt 

le  componenti  della  medesima  velocità  secondo  gli  assi  coordinati 
AX,  AY  (tig.  153»  ),  e si  avrà 

t’*=  -fir  -+-  ~fiì~=?t  — 23</f  sem-Hìf*  t*  • 

Se  ora  invece  della  variabile  l , si  metta  il  valore  3 cos  t trovato 
nel  numero  precedente,  ne  risulterà 


b*  = p*  — ìgx  tang  <z+ 
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= p--8j(xlang  — 

ossia  a cagione  della  prima  espressione  (323.  r)  della  ordinata  yr 

v=W— ìoy. 

Da  questa  formola  si  raccoglie  1 .°  che  la  velocità  diviene  tanto 
minore  o maggiore,  quanto  più  il  mobile  s' innalza  sull'orizzonte 
AX  nell'ascendere  per  l'arco  AC,  ovvero  quanto  si  accosta  più  al 
medesimo  orizzonte  nel  discendere  per  l’altro  arco  CB;  e che 
perciò  il  moto  parabolico  del  grave  è ritardato  nella  salila,  ed  ò 
accelerato  nella  discesa.  2.°  Che  la  velocità  del  proiettile  nel  ver- 
tice della  parabola  si  riduce  alla  sola  componente  orizzontale  e 
costante  della  velocità  iniziale;  giacché  (324.  r")  nel  punto  più 
elevato  della  parabola  si  ha  y—h  sen’i , e per  conseguente  si  ha 
ancora 


t)=y/ &*  — igh  sen*2—\/  p* — scn*a=pcos* . 


3°  Che  il  mobile  M in  generale  si  trova  animato  da  una  stessa 
velocità,  quando  nella  salita  e nella  discesa  per  la  parabola  ACB 
viene  ad  attraversare  una  data  retta  orizzontale  MM,  ; ed  in 
particolare  arriverà  di  nuovo  sull’  orizzonte  AX , e lo  percuoterà 
in  B con  quella  medesima  velocità  colla  quale  è stato  lanciato 
dal  punto  A. 

328.  Determinazione  della  velocità  «Il  proiezione.  Se 

supponiamo  che  sia  conosciuto  l’angolo  a di  proiezione , e la  po- 
sizione di  un  punto  (x,  , yt)  nella  parabola  descritta  da  un  grave, 
si  potrà  determinare  facilmente  la  velocità  iniziale  fi . Imperocché 
l’equazione  generale  della  parabola  (322.  r) , rispetto  al  dato  punto 
diviene 


y,=x,tanga 


9*.' 


2s’cos*  1 
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otterremo 


(x,tang  icos*  « — g,  cos*  a)(t*  = 


1 


ossia 

y . 

p ^ 2xt  sena  COS  a — 2g,COs’a  ] 

Se  il  punto  dato  fosse  situato  sull’asse  orizzanlalc  AX,  più  age- 
volmente si  determinerebbe  allora  la  velocità  p ; perocché  in  tal 
caso  (324)  avendosi  g,=0  ed  x,=a  , si  avrebbe  ancora 


/ 


«g 

2 sen  & cos  a 


V 


flg 

sen  2i 


e questa  espressione  si  rende  anche  più  semplice,  divenendo 
$ = y/aif,  quando  si  fa  il  tiro  sotto  l’angolo  a ==  45.° 

329.  Angolo  «otto  11  quale  nI  deve  ft»re  11  tiro  per  col- 
pire  un  dato  «ropo.  Sicno  x t , g,  le  coordinale  del  punto  M, 
da  colpirsi:  dovendo  queste  due  coordinate  soddisfare  alla  equazione 
(r.  322)  della  parabola,  che  descriverà  il  grave  lanciato  obliqua- 
mente alPorizzon te,  si  avrà  nella  questione  presente  la  formola 


gt=®.tang<x  — 


4Acos‘* 


7 


dalla  quale  si  potrà  ricavare  l’angolo  « che  si  cerca.  Infatti  a 
cagione  della  nota  relazione  — t-  = sec* <*=  1 -+-  tang’a,  quella 

COS  dt 

formola  si  caugia  prima  in  questa  altra 


4 hyt=  ihxt  tanga— a:,*  — aj.’tang’a, 


che  si  può  anche  scrivere 
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, ih  . 4Ay.-+- 

fcng’* — tang  « + — 

%x 


X 


*-  = o 


e risoluta  poi  io  ordine  alia  quantità  lang  a , ci  somministra  i 
valori 


lapgg== 

•^1 

« 

Quindi  l.°  se  coi  calcolo  si  trova  4 A’  < ihyl  la  quan- 
tità tangx  sarà  immaginaria;  e perciò  qualunque  sia  la  dire- 
zione del  tiro,  non  potrà  mai  colpirsi  lo  scopo  M, , qualora  non 
si  muti  il  punto  o la  forza  della  proiezione.  2.°  Se  poi  risulta 
4A*  = 4 Ai/,  -f-ap,’ , allora  la  funzione  tang  a avrà  un  solo  valore, 
e perciò  sotto  un  solo  angolo  il  proiettile  potrà  andare  al  dato 
scopo.  3.°  Infine  ove  si  abbia  4A*  > AAy, -t- a*,* , risulteranno  due 
valori  diversi  per  la  medesima  funzione  tang  a ; e così  il  grave 
potrà  lanciarsi  sotto  due  angoli  differenti,  perché  vada  a colpire 
lo  scopo  quando  si  vuol  percuotere  un  piano  verticale  o far 
breccia  ne’  muri,  converrà  lanciare  il  grave  sotto  l’angolo  minore, 
affinchè  descriva  la  parabola  più  bassa  ed  ottusa,  e per  tal  modo 
giunga  ad  urtare  con  maggior  forza  il  piano  o il  muro  verticale; 
quando  poi  si  vuol  percuotere  un  piano  orizzontale  o sfondare  una 
vòlta,  allora  conviene  fare  uso  del  maggior  angolo  di  proiezione, 
perchè  il  proiettile  scorra  per  la  parabola  più  acuta  e più  alta,  e 
sia  maggiore  la  velocità  dell’urlo  contro  il  piano  orizzontale  o la 
vòlta.  Nell'uno  e nell’altro  caso  la  velocità  del  proiettile  presso  il 
punto  (x„yt)  è la  stessa  (321),  cioè  o =\/ p* — igy,  : ma  nel  primo 
caso,  essendo  l’angolo  « minore  che  nel  secondo,  riuscirà  mag- 
giore la  componente  orizzontale  p cos  x , colla  quale  succede  ef- 
ficacemente l’urto  contro  il  piano  verticale  ; e nel  secondo  caso 
riuscirà  maggiore  por  conseguenza  la  componente  verticale,  colla 
quale  dal  mobile  si  fa  l'urto  efficace  contro  il  piano  orizzontale. 

330.  Giova  qui  determinare  la  curva  o trovare  il  luogo  geome- 
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trico  di  tutti  i punti  (x, , yt)  , che  sotto  una  sola  direzione  possono 
essere  colpiti  dal  grave  lanciato  con  una  data  velocità. 

La  condizione  perchè  ciascuno  dei  punti  (x, , yt  ) possa  esser 
colpito  dal  grave  sotto  un  solo  angolo  di  proiezione,  consiste, 
come  abbiamo  detto  più  sopra,  neiradempimeuto  della  equazione 

ih* = lhy,  -+■*,* 


tra  le  coordinate  variabili  x,  ed  yt  : or  bene  questa  equazione  si  ri- 
duce facilmente  alla  forma 


®,’=4A(A— y,) , 

« rappresenta  cosi  (Vili)  una  parabola  che  ha  per  parametro  la  co- 
stante ih , per  asse  proprio  una  retta  coincidente  coll'asse  AY  delle 
ordinate,  e per  foco  la  stessa  origine  A;  tale  sarà  dunque  il  luogo 
geometrico  o la  curva,  nella  quale  si  trovano  tutti  i punti  (x,  , y,) 
che  possono  essere  tocchi  dal  mobile  sotto  un  solo  angolo  di  pro- 
iezione. E poiché  ad  x,  = 0 corrisponde  il  valore  yt  = li , e vice- 
versa per  yt  = 0 si  hanno  due  valori  uguali  e contrarii  x,  = dt  ih  ; 
perciò  la  detta  parabola  interseca  l’asse  positivo  delle  ordinate  alla 
distanza  h dalla  origine  ed  ha  in  quella  intersezione  il  suo  vertice,  e 
di  più  taglia  l’asse  delle  ascisse  in  due  punti  che  sono  situati 
allo  distanze  2/i , e — ih  di  qua  e di  là  dalla  medesima  ori- 
gine A. 

Del  resto  quanto  ai  punti  (x, , yt)  posti  fuori  della  parabola  che 
abbiamo  determinato,  è chiaro  che  dovrà  sussistere  l’ineguaglianza 
ih'  < 4/ti/(  -+•  x,’  ; e per  contrario  quanto  ai  punti  (x, , »/,)  collocati 
dentro  la  medesima  parabola,  si  dovrà  avere  4A’  > %,  H-  : 
dunque  per  quello  che  si  è detto  nel  numero  precedente,  i primi 
punti  non  potranno  esser  tocchi  per  veruna  guisa  dal  grave  lancialo 
con  una  velocità  p = \J 2 gh , e i secondi  punti  all’  opposto  potran- 
no colpirsi  sotto  due  angoli  diversi  di  proiezione.  Di  più  se 
si  fa  girare  la  stessa  parabola  intorno  aU’assc  verticale  AY,  sicché 
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generi  la  superficie  chiusa  di  una  paraboloide , avrà  luogo  una 
conclusione  identica  a quella  che  abbiamo  ora  stabilito,  per  ri- 
spetto ai  punti  situati  nella  vòlta  parabolica,  e fuori  o dentro  della 
medesima. 

331 . Moto  del  travi  lanciati  obliquamente  In  nn  meezo 

resistente,  o nell’aria.  Se  i gravi  vengono  lanciati  con  gran 
velocità  nell’aria,  la  resistenza  del  mezzo  che  si  esercita  conti- 
nuamente sul  mobile  secondo  la  tangente  della  curva  e contro 
la  direzione  del  moto,  non  è si  piccola  che  possa  trascurarsi  ; 
e il  movimento  dei  medesimi  proiettili  succederà  allora  per  una 
curva  ACB  (fig.  156a  ) non  poco  diversa  da  quella,  che  abbiamo 
veduto  descriversi  dai  gravi  nel  vuoto  o nella  ipotesi  di  una  re- 
sistenza non  apprezzabile:  geueralmente  la  curva  percorsa  dai  gravi 
nel  pieno  è meno  elevala , e meno  larga  che  nel  vuoto. 

Infatti  disposti  gli  assi  coordinati  come  nei  numeri  precedenti,  la 
componente  verticale  della  resistenza  agisce  verso  il  basso  nella 
direzione  della  gravità,  quando  il  mobile  asce,  de  in  alto;  la  com- 
ponente poi  orizzontale,  sì  nella  salita  come  nella  discesa  del  mobile, 
è sempre  diretta  verso  la  parte  negativa  delle  ascisse  : laonde  ri- 
soluta la  velocità  di  proiezione  in  due,  una  verticale  e l'altra 
orizzontale,  la  prima  componente  verrà  diminuita  sì  dalia  gravità  e 
sì  dalla  resistenza  dell’aria  dal  principio  della  curva  sino  al  punta 
supremo  C,  la  cui  altezza  sull’orizzonlo  sarà  per  conseguenza  al- 
quanto minoro  che  nel  vuoto  ; la  seconda  componente  poi  verrà 
incessantemente  diminuita  per  lutto  il  tempo  del  moto  dalla  me- 
desima resistenza  del  mezzo,  e però  l’ampiezza  della  curva  deve 
essere  più  piccola  che  nel  vuoto. 

332.  Ne  segue  ancora  che  la  discesa  dei  gravi  proietti  pel  ramo 
CB,  si  farà  con  un  movimento  che  tende  sempre  più  a divenire 
verticale  ed  uniforme , e che  lo  stesso  ramo  discendente  CB  avrà 
per  asintoto  una  certa  retta  verticale  LL'. 

La  qual  cosa  perchè  meglio  apparisca  nella  supposizione  di  un 
mezzo  omogeneo  e di  una  resistenza  proporzionale  (278)  al  qua- 
drato della  velocità,  sieno  a e p l'angolo  e la  velocità  di  proie- 
zione, set’  l’arco  percorso  e la  velocità  del  mobile  alla  fine  di  ua 


~~fw  r- 
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USD 

tempo  /,  o presso  il  punto  (x  , y)  : il  rapporto  rappresenterà 

il  coseno  dell’angolo,  che  fa  la  direzione  ds  col  positivo  asso 
delle  ascisse  ; e però  espresso  con  k il  rapporto  tra  la  resistenza 
del  mezzo  e il  quadralo  della  velocità,  rispetto  a una  massa  = 1, 

Q' p 

sarà  — kv'  la  componente  della  medesima  resistenza  secondo 

una  retta  parallela  all’asse  orizzontale  AX.  Onde  (297)  l’equa- 
zione del  moto,  la  quale  adesso  si  deve  uuicamenle  considerare 
per  giugnere  allo  scopo  che  ci  siamo  proposto,  è la  seguente  : 


d'x 

dl'~ 


e una  tale  equazione,  attesa  la  relazione  t>  = si  può  anche 
scrivere  in  questa  forma  : 


(1) 


d'x , ds'  dx 

dt'  ~~  di'  ds  ’ 


ovvero 


, dx  , j dx  , dx  dx  , , 

d7r=-id‘7T'  dir  ' -ir=-kis- 

Presi  gli  integrali,  e dinotata  con  C una  costante  arbitraria,  ne  verrà 
l'equazione 


. l0S(lf  )=-fa-t-C: 

c siccome  la  costaule  C nel  caso  attuale  assume  il  valore  particolare 
log (0 cosa),  per  la  ragione  che  nel  principio  del  moto  ad  i=0  cor- 


v-  v — 
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risponde  la  componente  orizzontale  della  velocità  = p cos  a ; 
così  al  termine  di  un  arco  qualunque  $ sussisterà  generalmente 


dx 

~dt~ 


: $ cos  <x 


) 


= — ks  ; 


ossia 

(2) 


dx  „ — 

-jf  =pcos  i . e 


Crescendo  indefinitamente  l'arco  s , si  diminuirà  in  infinito  il  valore 

— kn 

del  fattore  e ; e diminuendosi  con  esso  anche  la  velocità  oriz- 
dx 

zontale  , tenderà  questa  continuamente  verso  un  limite  = 0: 

per  la  qual  cosa  nel  pieno  o nell’aria,  il  moto  dei  gravi  pel  ramo 
discendente  della  traiettoria  si  accosterà  sempre  più  a confondersi 

con  quello  che  è prodotto  (279.  1.*)  dall’altra  componente  ,cioò 


tenderà  a divenire  verticale  ed  uniforme  ; e vi  sarà  per  conseguenza 
una  rerta  retta  verticale  LL' , alla  quale  come  a proprio  asintoto  si 
avvicini  indefinitamente  lo  stesso  ramo  discendente  CB,  senza  che 
però  mai  la  raggiunga. 

333.  Passiamo  ora  a trovare  le  formole,  colle  quali  si  possono 
conoscere  tutte  le  circostanze  del  moto  dei  gravi  nell’aria,  e si  ri- 
solva completamente  il  problema  di  un  tale  movimento.  11  rapporto 

~ rappresenta  il  coseno  dell’  angolo,  che  la  direzione  ds  , o la 

tangente  presso  il  punto  {x  , ty),  forma  coll’asse  positivo  dello 

ordinate;  perciò  rispetto  a una  massa  =1,  la  quantità — kv'  ~ 


<U'  dy 

di'  Iti 


, ds 

ossia  — k -j- 
dl 


, sarà  la  componente  della  resi- 


stenza del  mezzo  giusta  una  retta  jiarallela  all’asse  verticale  AX  : 
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e siccome  riguardo  all’aria  si  può  adoperare  il  valore  g per  la  forza 
acceleratricc  costante,  che  sollecita  il  mobile  in  virtù  della  gravi- 
tà ; così,  oltre  all’equazione  considerata  nel  numero  precedente,  si 
avrà  nel  moto  del  grave  anche  l’altra  equazione  (297) 


, ds  dy 

=->-k-di  7T 


Per  integrare  questa  equazione,  chiamiamo  6 l’angolo  formato  dalla 
tangente  della  curva  presso  il  punto  (x  , y)  coll’asse  positivo  delle 
ascisse,  ed  esprimiamo  colia  lettera  p la  tangente  trigonometrica 
di  questo  angolo,  o la  derivata  (LXX1Y)  della  ordinata  yehe  è fun- 
zione della  ascissa  corrispondente  x : sussisterà  p=tang  6=  ; 

ed  essendo  funzioni  del  tempo  t le  tre  qualità  p , % , y , sussisteranno 
ancora  le  espressioni  difìerenziali  di  primo  e secondo  ordine 


dy=pdx  , -j^  = p 


dx  d'y  (lp_  dx  d'x 

W ’ W~~  di  dì  hpW~  ‘ 


Per  mezzo  di  questi  valori  l’equazione  superiore  prenderà  la  seguen- 
te forma 


dp  dx  d'x  , di  dx 

■ ir  ir  ■ 

e attesa  l’equazione  (1)  del  numero  precedente,  si  ridurrà  quindi 
alla  forma  più  semplice 


(*) 


dp  dx 


di  di 


Dividendo  ora  una  tale  equazione  (>er  l'equazione  (2)  innalzata  al 
quadrato,  otterremo 


Digitized  by  Google 


142 


CORSO  DI  MECCANICA  — DINAMICA 


/jn  # . 9_ 

' ~<SC  ' di  p’oos’a 


2 kt 


2 \s 


ossia 


ia  ±=_  -J«  • 


~Sx 


P’COS*»  ’ 


e moltiplicando  questa  ultima  forinola  per  l’identità  v/l  -+-  p*  dx 
= ds , otterremo  ancora 

2 kt  , 2is 

. r~. — rv  qe  ds  q e d.ìks 

✓ffF»=-|CTr=-  -fjr-y^  ■ 

In  questa  equazione,  nella  quale  sono  separate  le  due  variabili 
p ed  s , l’integrazione  del  primo  membro  ci  dà  per  parti 

f</\+?ip=*/\+,'-  f -JùL? 


t/.l-hp* 


=pv/i-+-p*  — y'v/i+p’dp  4-  y 


v 1-Hp* 
dp 

vuy 

__Jv_ 
v/14-p’  ’ 


e conseguentemente  (LXXXIV) 

/ v/l+p’dp  = ìpv/f+y 


t/ 


dp 


\/  1-hp* 


= yPt/l-Hp*+  ylog(p-HS/l-+-p‘)  ; 

l’integrale  poi  deH’ultimo  membro  è uguale  evidentemente  al  pro- 

sit 

dotto  del  .fattore  costante  per  la  funzione  esponenziale  e : sarà 
dunque 
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2 is 

(6)  jVl+p’  + Iogfr  + s/l+iO^—  y -pl^T  + g; 

e in  questa  formola  il  valore  della  quantità  costante  c consiste 
nella  espressione 


H-log(tang  x-+-v  l -f  tang*a)  , 

per  la  ragione  che  al  principio  del  moto  si  hauno  insieme  s = 0 , 
p — tang  a. 

334.  Ciò  posto,  dalla  seconda  formola  (5)  , dalla  prima  formola 
(3) , e dalla  formola  (4)  si  ricavano  rispettivamente  le  tre  espres- 
sioni differenziali 

, jS’cos’a  , , • , dpdx 

dx=  — ~2l~  dP'  dy~pdx  . dl = y • 

ge  y 

2 it 

Se  ora  dalla  prima  espressione  si  elimina  l'esponenziale  — e 
mediante  la  formola  (6) , e se  quindi  nelle  altro  due  espressioni 
si  sostituisce  il  valore  risultante  dx , nasceranno  le  tre  equazioni 


(O 


d^l _ i. , 

k Pv/l4-y-Mog(p-fVl  -*-p')—c 

dv==±  PdP  

k Pt/l  + p’-t-log^+v'lH-p’)—  c 


dP 

[c  — p v/t-+-p‘— log (p  -HV'-l  -+-P* )]‘ 
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NeU'uHima  equazione,  omesso  il  segno  positivo,  si  ritiene  solo  il 
segno  negativo  del  radicale,  perchè  gli  incrementi  dt  e dp  sono 
di  segni  tra  loro  opposti:  di  più  i secondi  membri  di  tutte  e 
tre  le  equazioni  sono  funzioni  differenziali  della  sola  variabile  p , e 
per  conseguenza  sono  anche  funzioni  della  variabile  9 ; giacché  si 

do 

ha p — tang9 , e dp  — . Di  tal  modo  i valori  x,  y , t,  che 

si  deducono  per  mezzo  d' integrazioni  dalle  equazioni  (r"') , avranno 
la  forma  S 9 (9)  do  ; e li  potremo  determinare  con  approssimazione, 
calcolando  la  medesima  forma,  ossia  prendendo  l’integrale  appros- 
simato della  espressione  9 (9)  do , coll’avvertenza  che  un  tale  in- 
tegrale deve  svanire  alla  origine  A (fig.  1ooa  ) , dove  l’angolo  9 
diventa  uguale  all'angolo  « di  proiezione  : coi  valori  x ed  y si 
costruirà  per  punti  la  traiettoria  del  grave  ; e dal  valore  t si  co- 
noscerà l’istante  in  cui  il  mobile  passa  per  uuo  di  questi  punti, 
ovvero  il  tempo  che  lo  stesso  mobile  impiega  a percorrere  l'arco 
corrispondente  5. 

Per  avere  le  coordinate  del  punto  più  alto  0 del  vertice  C 
della  traiettoria,  e determinare  così  l’altezza  CH  del  tiro,  basterà 
integrare  le  due  prime  equazioni  (r"'j , ovvero  dx  — ((0)  do  e 
dy  = ¥ (9)  do  , tra  i limili  9 = x c 0 = 0°  ; per  ottenere  poi 
l'ampiezza  AB  del  tiro,  converrà  che  si  trovi  dapprima  per  mezzo 
della  seconda  equazione  (r'")  quel  valore  negativo  — a!  dell’angolo 
9 , il  quale  corrisponde  ad  y = 0 , e che  si  estenda  dipoi-  l’inte- 
grale della  prima  equazione  (r"')  da  0=  x sino  al  valore  0= — a'. 
In  line  la  velocità  v del  proiettile  in  un  punto  qualunque  (x  , y) 
della  sua  traiettoria,  si  potrà  sempre  esprimere  esattamente  in  fun- 
zione di  p , ovvero  di  9 : poiché,  attesa  la  prima  formola  (3)  e la 
forinola  (4)  del  numero  precedente  sussiste  l’equazione 


dx 

W 


(l+PV 


dt' 

¥ 


7 


Google 


quindi,  mediante  il  valore  della  quantità  di'  che  ci  viene  dato  dalla 
terza  formola  ir"') , risulterà  la  espressione 
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»’  =S-  ì~hpt  ' 

k e — pt/l-t-p’  — log  (/?  -4-  \/ 1 -+-p‘) 

335.  Supponiamo  che  sia  piccolissimo  l’augolo  di  proiezione  i : in 
questo  caso  il  grave  non  s’innalzerà  clic  di  uua  altezza  assai  piccola 
sopra  l’asse  orizzontale  AX,  condotto  per  il  punto  A di  partenza; 
ed  essendo  pochissimo  inclinata  all’  orizzonte  la  tangente  in  tutta 
quella  parte  della  traiettoria  che  è situata  al  di  sopra  del  mede- 
simo asse  AX , potremo  trascurare  il  quadrato  della  quantità  p 
che  è molto  piccola,  e quindi  trovare  con  approssimazione  sufficiente 
l’equazione  in  x ed  y della  predetta  parte  di  traiettoria. 

Infatti  poiché  in  confronto  delle  altre  quantità  finite  si  può  tra- 

, . . x 

scurare  p , ossia  , si  avrà  prossimamente 


ds- 


\/ Ih-  dx—dx  , ed  s—x  ; 


per  conseguenza  l’equazione  (5)  del  numero  (333)  diventerà  nel 
caso  presente 

2 kx  2 kx 

, qe  , qe  d.ìkx 

P (3‘cos’a  2A;£’cos’a  ’ 

e il  suo  integrale  sarà 


2Ax 

~5x  P ikp'cos'i 


dy  qe  , r 

— — =o  — — j — p •+•  C ■ 


la  costante  C si  deve  determinare  in  modo  che  ad  x = 0 corrisponda 
^ stanga;  sarà  dunque  C=tanga-h  e quindi 


dy  q 2&r 

^-=tang«-t-  ). 

Voi.  II.  10 


Digitized  by  Googt 


COESO  DI  MECCANICA — DINAMICA 


146 

Moltiplicando  questa  ultima  formola  per  dx,  e integrandola  in  modo 
che  ad  x — 0 corrisponda  pure  y = 0 , risulterà  l'equazione  finita 


(f,Tj  y~ a{tanga+  upcm'*  ) + U’fiWot  (*  6 )’ 

la  quale  appartiene  a quella  parte  di  traiettoria  che  abbiamo  detto 

dy 

di  sopra.  Se  si  pone  lang  0 , ossia  = 0,  la  penultima  equa- 
zione ci  farà  conoscere  l’ascissa  del  vertice  ; e l’equazione  (»•”)  ci 
darà  poi  l’ordinata  corrispondente  a una  tale  ascissa,  ossia  l’al- 
tezza del  tiro  : l’ampiezza  o la  portala  del  tiro  si  ricaverà  dalla 
medesima  equazione  (r") , ponendo  y = 0.  Quando  si  conoscono 
due  punti,  per  i quali  passa  il  proiettile,  le  due  equazioni  che 
quinci  risultano  sopra  la  forma  (r,T)  , j>otranno  servire  a determi- 
nare le  due  costanti  k e 3. 

Volendo  anche  trovare  l’espressione  del  tempo  che  il  mobile 
nella  ipotesi  fatta  da  principio  impiega  a descrivere  un  arco  della 
sua  traiettoria  sopra  l’orizzonte  , riprendiamo  l’equazione  (4)  del 

numero  (333)  ; e ridottala  alla  forma  di'  — — t poniamo 

nella  medesima  il  valore  della  quantità  rfp,  trovato  al  principio 
del  presente  numero:  si  avrà 


dt= 


e d.kx 
Ascosa 


tx 

e 

k°>  COS* 


-hC  . 


Ora  sussistono  insieme  i valori  t = 0 , x — 0 , e perciò  è la  co- 
stante C'  = — 7— 1 — ; sarà  dunque 

lip  COS  dt 


hx 

e — 1 


AtfCOSa 


X 
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l'espressione  del  tempo,  in  cui  il  proiettile  nella  sua  traiettoria 
perviene  al  punto  (a; , y).  Seguono  al  solito  alcuni  problemi,  e la 
loro  soluzione. 

336.  Problema  1.  Due  proiettili  vengono  lanciati  a un  mede- 
simo istante  colle  rispettive  velocità  u ed  u'  in  uno  stesso  piano 
verticale  e nel  vuoto , sotto  le  inclinazioni  a ed  a!.  Oltre  il  punto 
di  partenza,  le  traiettorie  hanno  anche  comune  un  altro  punto 
M,  pel  quale  passeranno  i due  mobili  in  due  epoche  differenti : 
si  domanda  qual  sarà  l’intervallo  di  tempo,  che  separa  l'una 
dall’altra  queste  due  epoche. 

Sieno  * ed  y le  coordinate  del  punto  M per  rispetto  a due 
assi,  uno  orizzontale  e l’altro  verticale,  condotti  pel  punto  di  proie- 
zione nel  piano  delle  cune  paraboliche;  i valori  numerici  dei 
tempi  nei  quali  i due  proiettili  dalla  posizione  iniziale  perven- 
gono successivamente  alla  posizione  [x  , y)  , si  esprimono  (326) 

coi  rispettivi  rapporti  ed  ; perciò  i due  istanti, 

nei  quali  i medesimi  proiettili  passano  jiel  punto  M , saranno  se- 
parati dall’intervallo  di  tempo 

, x x u'cosa.' — u cosa 

« C03  a tl' COS  J m'  COSI  COSI*'  X * 

Ora  per  eliminare  l’ascissa  x,  in  virtù  della  formola  (r)  del  nu- 
mero (322}  abbiamo 


stanga — 


9*' 

2 u'  COS*  a 


=y=£tang  J 


gx' 

2 uMcos*  a'  * 


donde  si  ricava 

t(  «’cos’a  “ «"cosV  )»*— (*»«*— tang«')*=0  , 

ossia 
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, 2 H*  lt'~  COS*  a COS*  i scn(a — *')  

x g uMcos’  J — ireos*  a eos  i cos  a'  x 

Delle  due  radici  di  questa  equazione,  l’una  x = 0 appartiene 
al  punto  di  partenza  dei  gravi  lanciati  obliquamene;  l’altra  poi, 
cioè 


2 uV*  cosi  cos  a'  senti — a') 

jr  — — - - - - — — - 9 

g (u'cos  % -+-  « cos  t)  (u1  cos  wcos  i)  ’ 

rappresenta  l’ascissa  del  punto  M,  e deve  essere  sostituita  nella 
espressione  dell’intervallo  T : fatta  pertanto  una  tale  sostituzione, 
si  otterrà 

y 

T UH1  sen(a  — a') 
fi  H cos  a -t-  Ì7  cos  a' 

331.  problema  11.  Un  piccolo  globo,  pesante  e pei  fettammte 
elastico,  senza  alcuna  velocità  iniziale  percorre  su  ili  un  piano 
inclinato  AB  una  data  lunghezza  k , e passa  quindi  in  un  piano 
orizzontale  BC  che  fa  seguilo  al  primo  : cerchiamo  qual  debba 
essere  f inclinazione  del  piano  AB  , affinché  sia  un  maximum  l'am- 
piezza della  parabola  che  nel  vuoto  descriverà  il  globo  rimbal- 
zando dal  piano  BC. 

Si  chiami  a l’inclinazione  del  piano  AB  all’orizzonte  : la  velo- 
cità acquistata  dal  mobile  alla  line  della  data  lunghezza  k , si 
esprimerà  (287)  con  u=i/igk sena;  e siccome  (258.  2.°)  il 
globo  rimbalza  quindi  dal  piano  orizzontale  BC  sotto  lo  stesso 
angolo  a,  e colla  medesima  velocità  u,  così  (324)  sarà 

2k* 

X=  — — sena  cos  a = iftsen’  a COS  a 
</  . 

• > • 

l’espressione  dell’ampiezza  nella  parabola  che  descrive  il  mobile 
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dopo  il  rimbalzo.  La  derivata  di  una  tale  espressione,  rispetto 
alia  variabile  a , è questa 

* 

dx 

= 4£{2  senacos**— sen‘*)  ; 

• • * < * * » * 

in  conseguenza  (LXX)  il  valore  a , pel  quale  diviene  massima 
l'ampiezza  x , deve  soddisfare  all’equazione 

• i 

sen  <*(2  cos’a  — sen**)  = 0 , 

oppure  all'uua  o all'altra  delle  due  equazioni 

sen  i—  0 , 2(1  — sen**).— sen*  * = 0 . 


Ora  è manifesto  che  la  portata  x non  diviene  massima  j>el  valore 
di  * che  renda  soddisfatta  la  prima  delle  ultime  equazioni;  dun- 
que il  valore  della  inclinazione  a,  a cui  corrisponde  la  massi- 
ma ampiezza  x , si  ricaverà  dalla  seconda  equazione,  e sarà 


338.  Problemi*  III.  Un  punto  pesante  sotto  una  data  incli- 
nazione * viene  lancialo  con  una  determinala  velocità  [5  in  un 
mezzo  omof/eneo,  la  cui  resistenza  è proporzionale  alla  semplice 
velocità:  si  cerca  l’espressione  del  tempo  che  sarà  necessario  al 
mobile,  per  arrivare  salendo  alla  sua  massima  altezza. 

L’asse  delle  ordinate  al  solito  sia  verticale,  e diretto  dal  basso 
all'alto  nel  verso  opposto  alla  gravità  ; e si  esprima  colla  lettera  k 

il  rapporto  costante  della  resistenza  alla  velocità  v — . Sarà  ^ 


il  coseno  dell’angolo  , che  forma  la  direzione  ds  coll’asse  positivo 

delle  ordinate  ; epperò  l’espressione  — kv  ovvero  k 

rappresentcrà  la  comjioncnle  verticale  della  resistenza , e tutt’in- 
sieme  (297)  si  avrà 


Digitized  by  Google 


ino 


CORSO  DI  MECCANICA  — DINAMICA 


= -g-k 


di 


per  la  seconda  equazione  del  movimento , della  quale  dobbiamo 
solo  occuparci  nel  risolvere  la  questione  proposta.  Ora  quella 
equazione  può  scriversi  prima  in  questo  modo 


*<<|r  kdl{g+  k 


e si  trasforma  dipoi  nell'altra  equazione 


la  quale  ba  per  proprio  integrale  la  forinola 


log (g  + k j=-*(4-C: 


e poiché  quando  t è uguale  a zero,  la  velocità  componente  — , se- 
condo l’asse  verticale,  ha  il  valore  p sen  * ; perciò  la  costante  C ri- 
sulterà = log  {g  -H  k psen  a) , e si  avrà  conseguentemente 


. o-f-fcjisena 

06  " — 3T= 

di 


kt. 


g-*-k 


11  mobile  allora  cesserà  dal  salire  per  la  curva  che  descrive,  e 
si  troverà  alla  massima  altezza,  quando  abbiasi -4^- =0;  dunque 
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il  tempo  che  io  stesso  mobile  impiega  per  giungere  al  punto  più 
elevato  della  sua  traiettoria,  sarà 

T=  ylog(l -+-y?scna)  • 

Passiamo  adesso  a fare  intorno  alle  formolo  generali  del  moto 
centrale  l'altra  applicazione  particolare,  che  abbiamo  ricordalo  alla 
line  del  numero  (321);  cioè  trattiamo  del  movimento  dei  pianeti 
intorno  al  sole  e della  gravitazione  universale,  tenendoci  in  quei 
limiti  ristretti  che  si  convengono  alla  Meccanica. 

CAPO  Vili. 

DEL  MOTO  DEI  PIANETI  INTORNO  AL  SOLE 
E DELLA  GRAVITAZIONE  UNIVERSALE. 

339.  <U  Krplero  relative  al  moto  del  pianeti.  In- 

torno al  moto  dei  pianeti  il  celebre  Kepler  osservò  pel  primo  e 
scopri  tre  leggi  generali  , che  riferite  al  centro  di  gravità  dei 
medesimi  pianeti  sono  le  seguenti  : 

1. a  Le  aree  che  il  raggio  vettore  di  ciascun  pianeta  descrive 
intorno  al  centro  del  sole,  sono  poste  in  uno  stesso  piano,  e sono 
insieme  proporzionali  ai  tempi  nei  quali  si  descrivono. 

2 . u  Le  traiettorie  e le  orbite  piane,  per  le  quali  i singoli  pianeti 
si  muovono  intorno  al  sole,  sono  ellittiche,  e in  un  foco  di  queste 
ellissi  risiede  il  centro  stesso  del  sole. 

3.  a Nelle  orbite  dei  diversi  pianeti  i quadrati  dei  tempi  perio- 
dici, cioè  di  que’  tempi  in  cui  si  compiono  i rispettivi  giri,  sono 
tra  loro  come  i cubi  degli  mi  trasversi  o maggiori. 

Da  queste  leggi  di  Keplero,  confermate  dipoi  da  numerose  os- 
servazioni di  altri  • Astronomi , Newton  fu  condotto  alla  teoria 
della  gravitazione  universale,  traendone  in  prima  tre  conseguenze 
relativamente  alla  forza,  onde  i pianeti  sono  sollecitati  del  con- 
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liuuo  e ritenuti  nelle  orbite  proprio.  Queste  conseguenze  e con- 
clusioni vogliamo  ora  enunciare  c dimostrare  distintamente  in 
diversi  numeri:  le  quantità  che  in  tali  conclusioni  verremo  con- 
siderando, non  sono  assolute  ma  relative  al  centro  del  sole,  e 
riguardano,  come  le  tre  leggi  esjiostc,  il  centro  dei  medesimi 
pianeti. 

■110.  Direzione  «Iella  forza  che  ritiene  I pianeti  nelle 
loro  orbite.  Dalla  prima  legge  di  Keplero  si  deduce  che  Id  forza 
acceleralrice,  dalla  quale  sono  animati  i pianeti  nelle  loro  orbite, 
è diretta  costantemente  al  centro  del  sole. 

Infatti,  conforme  alle  cose  dette  nei  numeri  (311  e 318) , se  un 
mobile  procede  nello  spazio  per  una  curva  piana  di  tal  guisa,  che  le 
aree  descritte  dal  suo  raggio  vettore  intorno  a un  dato  punto 
sieno  proporzionali  ai  tempi  corrispondenti,  la  forza  acceleratrice 
ond’è  sollecitato  il  mobile  e ritenuto  nella  sua  curva,  si  dirige 
costantemente  a quel  punto  come  a proprio  centro:  ma  giusta  la 
prima  legge  di  Keplero,  i pianeti  si  muovono  in  orbite  piane,  e 
le  arce  descritte  dal  raggio  vettore  di  ciascun  pianeta  intorno  al 
centro  del  sole  sono  proporzionali  ai  tempi  in  cui  si  descrivono; 
dunque  la  forza  acceleralrice  che  sollecita  ev  ritiene  i pianeti  nelle 
loro  orbite,  è diretta  conslan temente  al  centro  del  sole. 

Questa  forza,  siccome  abbiamo  avvertito  poc’anzi,  non  è asso- 
luta ma  relativa  al  centro  solare,  che  sappiamo  d’altronde  essere 
animato  da  un  certo  movimento:  la  medesima  forza  è attrattiva, 
e varia  in  una  ragione  determinata,  come  ora  diremo  considerando 
le  curve  che  i .singoli  pianeti  descrivono  intorno  al  sole. 

341.  Matura  e Intrnjtltà  delta  forza  del  pianeti.  Dalla  se- 
conda legge  di  Keplero  s’inferisce  che  la  forza  acceleratrice , alla 
quale  è dovuto  il  moto  relativo  dei  pianeti  intorno  al  sole , tende  ad 
avvicinare  i medesimi  pianeti  al  centro  solare,  e varia  nellaragione 
inversa  del  quadrato  delle  distanze  di  ciascun  pianeta  dallo  stesso 
centro  del  sole. 

Nella  ellisse  che,  giusta  la  seconda  legge  di  Keplero,  descrive 
un  pianeta  qualunque  intorno  al  sole  posto  col  suo  centro  in  un 
foco  della  curva,  sieno  2o  l’asse  traverso,  e l’eccenlrità,  p il  raggio 
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vettore  o la  distanza  del  pianeta  dal  centro  del  sole,  ed  « l’angolo 
che  fa  lo  stesso  raggio  vettore  coll’asse  trasverso  dalla  parte  del 
vertice  più  vicino  al  sole:  sarà  (X Vili) 

r 1 -+-  eros  (iì 

l’equazione  polare  della  curva  rispetto  a quel  foco,  dove  è situa- 
to il  centro  del  sole.  Ciò  posto,  la  forza  accelerati  ice  9 a cui  ò 
soggetto  il  pianeta,  come  abbiamo  veduto  nel  numero  preceden- 
te, si  dirige  costantemente  al  centro  del  sole  ; e però  la  sua  espres- 
sione generale  consiste  Della  forinola  (qy)  del  numero  (316),  cioè 
nella  forinola 


Ora  l’equazione  superiore  della  curva  potendo  scriversi  in  questo 
modo 

* •.  ' 1 • • ,!  • . , 

1 l-+-ecos&> 

«(!-*’)  ’ 

e porgendoci  così  per  mezzo  della  differenziazione  il  valore 


fi 


ecos  w 
"(1-0 


(ho*  ; 


sussiste  evidentemente  in  ordine  all’orbita  del  pianeta 


ì 

9 


_J 

o(l—  «*) 


sarà  dunque  la  forza  accelcratricc 
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0(1— e’)  p*  ' 

Abbiamo  già  detto  altrove,  come  la  costante  C rappresenti  il 
doppio  del  rapporto  tra  l’area  descritta  dal  raggio  vettore  e il  tem- 
po corrispondente  ; laonde  se  si  chiama  T il  tempo  periodico,  cioè 
il  tempo  nel  quale  il  pianeta  percorre  l’intera  ellissi  e il  raggio 
vettore  descrive  tutta  l’area  ellittica  che  (XCIV.  l.°)  si  esprime 
col  prodotto  -aV  1 — e' , si  avrà 


r,  W(l-0 

^ • TI 


e l'espressione  della  forza  acceleratrice  si  ridurrà  a quest'allra 


« 


? = 


ir.'a'  1 
V p*  ‘ 


Pertanto  la  forza  , da  cui  in  ogni  istante  è sollecitato  il  piane- 
ta, risultando  positiva,  sarà  una  forza  attraente  e tenderà  del  con- 
tinuo verso  il  sole  : è poi  chiaro  dalla  formola  trovata  che  l'in- 
tensità  della  medesima  forza,  da  una  posizione  all'altra  di  un  pia- 
neta nella  sua  orbila,  deve  variare  nella  ragione  inversa  del  qua- 
drato della  distanza  che  s'interpone  tra  il  centro  dello  stesso  pia- 
neta e quello  del  sole.  Questa  conseguenza  sarebbe  pur  vera,  se 
le  traiettorie  dei  corpi  celesti  non  fossero  ellissi,  ma  parabole  ov- 
vero iperbole. 

342.  Para  Mone  tra  le  Conce  con  eul  I divergi  pianeti 
gravitano  nel  gole-  In  fine  dalla  terza  legge  di  Keplero  si  ri- 
trae questa  terza  conclusione,  che  cioè  la  fona  acceleratrice  col- 
la quale  i diversi  pianeti  tendono  nel  sole , varia  da  un  pianeta 
all' altro  nella  sola  ragione  inversa  del  quadralo  delle  distanze  dal 
centro  del  medesimo  sole. 
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E vaglia  il  vero.  Altesa  la  forinola  trovata  nel  numero  prece- 
dente, i valori  della  forza  acceleratrice  per  due  pianeti  diversi  so- 
no questi: 


4*V  1 , 4 *V*  1 

9—  T*  p*  ’ f ~ TM  pM  ’ 


e falla  la  divisione  dell'uno  por  l'altro,  ne  nasce  la  proporzione 


, a*  1 a'*  1 

<?  • ? — T.  p*  : Y7  T77  ' 

Ma  giusta  la  terza  legge  di  Keplero,  sono  uguali  tra  loro  i due 
rapporti  ed  ; si  avrà  dunque  la  proporzione  più  sem- 
plice 


che  ci  mostra  la  verità  di  ciò  che  abbiamo  testé  asserito. 

Si  vede  quindi  che  il  centro  del  sole  può  riguardarsi  come  la 
sede  di  una  forza  attrattiva,  la  quale  si  estende  per  ogni  verso 
all'infinito,  ed  agisce  su  tutti  i pianeti  nella  ragione  inversa  del 
quadrato  delle  loro  distanze  dal  medesimo  centro:  a distanze  ugua- 
li, la  forza  acceleratrice  sarebbe  la  stessa  per  lutti  i pianeti;  e 
le  forze  motrici,  come  i pesi  dei  corpi  alla  superficie  della  terra, 
sarebbero  proporzionali  soltanto  alle  masse  dei  pianeti  diversi.  È 
ora  facile  e tutto  naturale  il  passaggio  alla  legge  della  mutua  at- 
trazione dei  corpi,  o della  gravitazione  universale. 

343.  (jravttaxione  universale.  Da  quanto  si  è detto  finora 
apparisce  che  dinotando  m la  massa  di  un  pianeta  qualunque  pri- 
mario, e k una  quantità  costante,  la  forza  motrice  in?,  colla  quale 
il  sole  attira  a sè  i diversi  pianeti , si  può  esprimere  col  rap- 
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porlo — — , ed  è perciò  direttamente  proporzionale  alla  massa  dì 

ciascun  pianeta  e insieme  è reciproca  al  quadrato  della  distanza 
p tra  i centri  del  pianeta  c del  sole  : ma  nella  natura  ha  sempre 
luogo  il  principio  dell'uguaglianza  tra  razionò  e l’opposta  reazione, 
sia  che  i corpi  agiscano  a contatto  gli  uni  sopra  gli  altri,  sia  che  co- 
munque di  lontano  si  determinino  a vicenda  a qualche  muta- 
mento di  stato;  dunque  i singoli  pianeti  attraggono  a sè  il  sole 
con  quella  stessa  forza,  con  cui  ciascuno  di  loro  è attratto  dal 
sole  medesimo.  Vale  a dire  il  sole,  la  cui  massa  chiameremo  M, 
tende  del  continuo  verso  ciascuno  dei  pianeti,  sui  quali  agisce  alla 

lari 

sua  volta  per  attrazione;  e così  la  forza  motrice - » come  anche 

• P , 

ktìi 

la  forza  acceleratrice — di  quella  tendenza  o gravità,  segue 

la  ragione  diretta  dalle  masse  onde  sono  formati  i singoli  pianeti,  e 
la  ragione  inversa  del  quadrato  delle  distanze  che  separano  il 
centro  del  sole  dai  contri  degli  stessi  pianeti. 

Oltre  a ciò  si  sa  dalle  osservazioni  astronomiche  che  alle  leggi, 
dalle  quali  è regolato  il  moto  dei  pianeti  intorno  al  sole,  sono  anche 
sottoposti  i movimenti  delle  comete  intorno  al  sole,  e dei  pianeti 
secondarii  o satelliti  intorno  al  rispettivo  pianeta  primario,  e delle 
stelle  doppie  o multiple  intorno  alla  propria  stella  centrale:  dunque 
quelle  tre  conclusioni  che  nei  numeri  precedenti  abbiamo  dedotto 
dalle  leggi  di  Keplero  per  i pianeti  rispetto  al  sole,  valgono  pure 
per  questi  altri  corpi  celesti  relativamente  al  corpo  centrale, 
intorno  a cui  si  muovono  ; ed  in  conseguenza  le  comete,  i satel- 
liti dei  pianeti,  c le  stelle  multiple  sono  attratte  ed  attraggono  a 
vicenda  il  rispettivo  centro  di  azione  nella  ragione  diretta  della 
propria  massa,  c nella  ragione  inversa  del  quadralo  delle  distanze. 

Questa  identica  legge  di  mutua  attrazione  si  esercita  eziandio 
tra  i corpi  terrestri  da  una  parte,  e la  terra  medesima  dall’al- 
tra; perchè,  come  mostreremo  nel  numero  susseguente,  sono  dì 
una  stessa  specie  la  gravità  terrestre  e la  forza  centrale  dei  corpi 
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celesti,  e però  lieve  essere  identico  in  ambedue  le  forze  il  modo  di 
agire. 

Che  poi  la  medesima  forza  si  eserciti  scambievolmente  colla 
stessa  legge  tra  tutti  i corpi  terrestri , tra  tulli  i pianeti'  e le 
comete  c le  stelle  multiple,  insomma  tra  tulle  le  particelle  della 
materia  a vicenda,  si  arguisce  l.°  per  analogia  dai  molti  casi 
particolari,  in  cui  già  abbiamo  scorto  la  mutua  attrazione  : si  con- 
ferma 2.°  dalle  aberrazioni  del  pendolo  o del  tìlo  a piombo  che 
nelle  vicinanze  di  una  gran  montagna  s'inchina  verso  di  questa,  de- 
viando dalla  direzione  verticale  ; come  anche  si  conferma  dai  ino  - 
vimenti  che  nella  bilancia  di  torsione  del  Cavendish  producono  due 
grosse  sfere,  quando  si  accostino  da  parti  opposte  alle  piccole 
palle  da  cui  è terminata  l'asta  orizzontale  dello  slromento  : si  prova 
3.°  e ponesi  fuori  di  ogni  dubbio  dalle  perturbazioni,  che  soffrono 
i corpi  celesti  ne'  loro  movimenti.  Imperocché  se  noi  facciamo  questa 
ipotesi  che  i corpi  celesti  si  attirino  tutti  a vicenda  secondo  la  legge 
ricordata  più  volte,  dobbiamo  anche  ammettere  per  conseguenza  che 
i loro  movimenti  non  si  effettuino  precisamente  giusta  le  leggi  di 
Keplero,  ma  siano  soggetti  a qualche  perturbazione  ed  irregolarità 
più  o meno  notabile  : ora  l'osservazione  ci  assicura  da  una  parte  che 
i movimenti  dei  corpi  celesti  vanno  soggetti  realmente  ad  alcune 
perturbazioni  ed  irregolarità , e dall’altra  parte  ci  dimostra  il  cal- 
colo che  le  perturbazioni  osservate  sono  appunto  tali , quali  do- 
vrebbero risultare  dalla  supposta  attrazione  scambievole  dei  còrpi: 
dunque  una  tale  attrazione  esiste  e si  esercita  di  fatto  tra  i corpi 
celesti  ; ed  è ciò  così  vero  che  fondati  sulla  esistenza  di  questa 
forza  e sulla  legge  della  sua  azione,  gli  Astronomi  dalle  irrego- 
larità avvertile  nel  moto  di  un  pianeta  sono  stati  condotti  a sco- 
prire la  presenza  di  altro  pianeta,  come  nel  1846  avvenne  ri- 
spetto al  pianeta  Nettuno  che  dietro  i calcoli  dei  sigg.  Leverricr 
e Adarns  sulle  cagioni  perturbatrici  del  molo  di  Urano,  fu  scoperto 
a Berlino  dal  sig.  Galle  nel  sito  indicato  prossimamente  dalia 
teoria.  .1  •'  » - ii  *v.  v 

Dopo  tutti  questi  fatti  ed  argomenti,  ci  è permesso  di  conchiudere 
generalmente  che  tutti  i corpi  onde  si  compone  il  sistema  del  mon- 
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do,  ed  anche  tutte  le  particelle  e gli  elementi  della  materia  gravi- 
tano a vicenda  gli  mi  sugli  altri  in  ragione  diretta  delle  masse 
attraenti  ed  inversa  del  quadralo  delle  distanze. 

344.  Identità  dell»  gravità  terrestre  eolia  forma  dir 
Noli  folta  la  luna  verso  11  centro  della  terra.  La  gravità 
terrestre  e le  forze  centrali  dei  corpi  celesti,  come  abbiamo  as- 
serito nel  numero  precedente,  sono  di  una  medesima  specie  e 
seguono  lo  stesso  modo  di  azione  ; giacché  quella  forza  che  sospinge 
la  luna  verso  la  terra,  non  è altro  che  la  gravità  terrestre  dimi- 
nuita nella  ragione  inversa  del  quadrato  della  distanza  lunare  dal 
centro  della  terra  medesima. 

In  vero  la  distanza  media  delia  luna  dal  centro  della  terra  è 
uguale  in  circa  a 60  raggi  terrestri  ; epperò  nella  supposizione  che 
la  gravità  agisca  nella  ragione  inversa  del  quadrato  delle  distanze, 
l'accelerazione  g dovuta  alla  stessa  forza  presso  la  superfìcie  della 
terra,  dovrà  diminuirsi  di  3600  volte  nella  regione  lunare,  ed  espri- 
mersi col  rapporto  ■ ^ra  t-a*e  aP!)Unt0  si  è l'espressione  della 

forza  acceleralrice  ?,  che  attira  la  luna  verso  il  centro  della  terra, 
c la  rattiene  nella  sua  orbita. 

Infatti  sia  r il  raggio  medio  del  globo  terrestre,  ed  R il  raggio 
dell’orbita  lunare  che  a cagione  della  j>oca  eccentrità  possiamo  con- 
siderare come  circolare  : essendo  T il  tempo  che  impiega  la  luna  a 
compire  un  giro  intorno  al  centro  della  terra,  dal  numero  (303), 
ovvero  dalla  formola  (s . 341  ) nella  ipotesi  del  circolo  ossia  di 
a = p — R , si  avrà  la  espressione 


4-’R  _ 4.60- V 

? — — ji 


relativamente  alla  accelerazione,  con  cui  la  luna  in  nn  minuto 
secondo  cade  o tende  verso  il  detto  centro  di  azione  che  è il  centro 
stesso  della  sua  orbita.  Ma  dalla  geometria  e dalla  astronomia  ab- 
biamo i valori  numerici  n = 3,1416  ; r — 6366739»»  ; T == 
27*  7 «■.  43' = 60.39343":  sarà  dunque. 
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? = 


(3,1416)’.  6366739*” 
15.(39343")’ 


— 0ni , 0027  circa  , 


e un  tal  valore  non  differisce  sensibilmente  dal  valore  numeri- 


co 


, ciò  che  dovea  provarsi. 


345.  Si  può  anche  procedere  in  altro  modo,  dimostrando  diretta- 
mente che  la  forza  la  quale  attira  i gravi  alla  superficie  della  terra, 
e la  forza  che  attrae  la  luna  nella  sua  orbita,  stanno  tra  loro  nella 
ragione  inversa  del  quadrato  delle  rispettive  distanze  dal  centro 
terrestre. 

Sia  LL ' (fig.  157. a ) l’orbita  lunare,  la  quale  per  ragione  della 
sua  eccentricità  assai  piccola  si  può  considerare  come  circolare,  e de- 
scritta con  moto  uniforme  in  virtù  della  forza  di  proiezione  e di 
quella  che  tende  continuamente  al  centro  stesso  del  circolo  ; LA  sia 
l'arco  percorso  dalla  luna  in  un  minuto  primo,  e T il  centro  dell’orbita 
e della  terra  : tirata  la  tangente  LD,  condotta  la  perpendicolare  AB 
sopra  il  raggio  TL , e prolungato  l’altro  raggio  TA  fino  all’incontro 
della  tangente  in  C,  l’intervallo  CA  che  attesa  la  piccolezza  relativa 
dell’arco  LA  può  prendersi  come  parallelo  ed  uguale  ad  LB,  rappre- 
senterà la  deviazione  della  luna  dalia  retta  tangente  sopra  la  quale 
l'astro  si  moverebbe  in  virtù  della  sola  forza  preconcepita;  cioè  rappre- 
senterà lo  spazio  che  la  luna  in  virtù  della  sola  attrazione  terrestre,  la 
quale  si  può  considerare  come  costante  per  un  tempo  assai  corto,  per- 
correrebbe con  molo  uniformemente  accelerato  verso  il  centro  della 
terra  in  un  minuto  primo.  Ora  la  lunghezza  CA,  ovvero  LB,  es- 
sendo molto  piccola  rispetto  al  diametro  2R  dell'orbita  lunare,  può 
trascurarsi  senza  errore  sensibile  in  confronto  del  medesimo  dia- 
metro; dunque  poiché  in  un  circolo  la  perpendicolare  abbassata 
da  un  punto  della  circonferenza  sopra  un  diametro  è media  geo- 
metrica proporzionale  tra  i segmenti  di  questo,  perciò  avremo 
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L’angolo  in  T,  onde  si  sposta  il  raggio  vettore  della  luna  in  un 
minuto  primo,  è di  33"  in  circa,  e nel  triangolo  rettangolo  ABT 
sussiste  AB  = R sen  33"  ; dunque  si  avrà 


CA 


R’sen’33" 

2R 


2 


R sen’ 33", 


e da  questa  espressione  risulterà  per  lo  spazio  CA  il  valore  di  15 
piedi  parigini  in  circa,  quando  si  adoperino  i valori  del  raggio 
R e del  sen  33"  che  ci  sono  dati  dall' astronomia  e dalle  tavole 
trigonometriche  : vale  a dire  lo  sposlametUo  della  luna  verso  la 
terra  in  un  minuto  primo  è uguale  (274)  allo  spazio  che  si  per- 
corre dai  gravi  cadenti  nel  vuoto  presso  la  superficie  terrestre 
in  un  minuto  secondo. 

Ciò  posto,  se  g è la  gravità  alla  superficie  della  terra,  e <?  la 
forza  acceloratrice  che  sollecita  la  luna  nella  sua  orbita , se  inoltre 
s e a sono  gli  spaziiole  altezze  rispettivamente  dovute  alle  mede- 
sime forze,  che  possono  considerarsi  come  costanti  nei  rispettivi 
tempi  abbastanza  piccoli  t e 0 , dalla  teoria  del  moto  uniforme- 
mente  accelerato  ricaveremo  le  espressioni 


Quindi  facendo  t = 1" , 0 = V = 60" , in  virtù  della  conclusione 
precedente  avremo 

* ► 1 

* . .f  . 1 « •.  * 

1^=  , 15P=  y?.60’  ; 

per  conseguenza  sarà  g — <p.  60* , e sussisterà  la  proporzione 


Ma  indicando  r il  raggio  delia  sfera  terrestre,  sappiamo  che  il 
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raggio  dell’orbila  lunare  è R = 60  r , e si  ha  perciò  anche  !a 
proporzione 


R‘  : r’^60’  : 1 ; 

dunque  si  stabilirà  in  line  la  proporzione  ' - 


Sicché  a somiglianza  delle  forze  che  animano  i pianeti  e li  so- 
spingono verso  i rispettivi  cenili  di  azione,  la  gravità  terrestre  c 
la  forza  che  attrae  ia  luna  verso  il  centro  della  terra,  stanno  tra 
loro  nella  ragione  inversa  del  quadrato  delle  rispettive  distanze 
dal  centro  medesimo  della  sfera  terrestre  ; dunque  la  gravità 
che  presso  la  superficie  della  terra  attira  i corpi  al  centro,  diver- 
rebbe nell’orbita  lunare  la  forza  stessa  che  sollecita  la  luna 
verso  il  medesimo  centro  ; ossia  la  forza  che  raltiene  la  luna 
nella  sua  orbita,  non  è altro  che  la  forza  di  gravità  diminuita  nella 
ragione  inversa  del  quadrato  delle  distanze  di  un  corpo  qualunque 
dal  centro  della  terra. 

346.  È pertanto  la  gravità  terrestre  un  effetto  e un  caso  par- 
ticolare della  attrazione  o gravitazione  universale  : e poiché,  come 
abbiamo  detto  e supposto  di  sopra , la  terra  ha  prossimamente  ia 
figura  di  una  sfera,  e la  sua  densità,  quantunque  variabile  da 
uno  strato  all'altro,  può  senza  notabile  errore  riguardarsi  come 
costante  in  ciascuno  degli  strati  concentrici  ; perciò  (146)  la  gra- 
vità terrestre  o l'attrazione  della  terra  sui  corpi  situati  fuori  della 
sua  superficie,  si  esercita  allo  stesso  modo  come  se  tutta  la  massa 
del  globo  terracqueo  fosse  riunita  ;.el  suo  centro  ; e la  forza  di 
gravità  da  cui  vengono  sollecitati  i corpi  posti  sotto  la  medesima 
superficie  della  terra,  varia  (146.  2.“)  in  ragione  diretta  delle 
semplici  distanze  dal  centro.  Quanto  alla  attrazione  scambievole , 
anche  le  masse  dei  pianeti  e del  sole  possono  considerarsi  (146) 
come  raccolte  nei  rispettivi  centri  di  gravità;  si  perchè  le  fornir 
Voi.  11.  11 
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di  questi  corpi  si  avvicinano  molto  a quella  di  una  sfera  omo- 
genea ne’  suoi  stali  concentrici,  e sì  perchè  le  loro  dimensioni  sono 
assai  piccole  in  confronto  delle  distanze  che  si  frappongono  tra  le 
posizioni  dei  medesimi  corpi  celesti. 

Non  è qui  fuor  di  proposito  l’annotare  alcuna  cosa  intorno  alle 
masse  del  sole  c dei  pianeti,  che  giusta  l'osservazione  ora  fatta, 
possiamo  considerare  a guisa  di  altrettanti  punti  materiali. 

347.  Hrlazlonl  tru  le  inu**<*  del  pianeti  e In  iiiunmi  del 
«ole.  Siene  M la  massa  del  solò,  m la  massa  di  un  pianeta  qua- 
lunque primario,  a il  semi-asse  trasverso  della  ellisse  descritta  dal 
pianeta  intorno  al  sole,  T il  tempo  periodico  di  ciascun  rivol- 
gimento: indicandosi  colla  lettera  k l'attrazione  scambievole  che 
in  una  distanza  = 1 esercitano  l'una  sull’altra  due  masse  uguali, 
prese  per  unità  c concentrate  ciascuna  in  un  punto,  saranno  (343) 


*M_  _ ìm_ 

*1  1 « 

f1  P 

le  forzo  acceleralrici,  con  cui  alla  distanza  p tendono  da  parti  op- 
poste il  pianeta  verso  il  sole,  e il  sole  verso  il  pianeta.  Quindi  il 
moto  relativo  del  pianeta  intorno  al  sole  riguardalo  come  immobile, 
dovrà  attribuirsi  (10)  alla  forza  acceleratrico 

k[  M 4-  m) 

?-  — — ; 


ma  nel  medesimo  moto  relativo  la  forza  acceleratrice  si  esprime  an- 
4-V  1 

cora  (341)  col  prodotto  — ; si  avrà  dunque  l’equazione 


(1) 


a’ 

T*  ’ 


In  questa  equazione  pei  diversi  pianeti  sono  diverse  le  due  quantità 
a , T ; ma  a cagione  della  terza  legge  di  Keplero,  si  mantiene  pros- 
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simamcnte  costante  per  tutti  i pianeti  il  rapporto -7^-  tra  il  cubo  del- 

l’una  quantità  e il  quadrato  dell’altra  : dunque  in  virtù  della 
medesima  equazione,  si  conserverà  costante  eziandio  la  somma 
M -4-  m ; eppcrò,  non  essendo  uguali  tra  loro  le  masse  dei  dif- 
ferenti pianeti,  conviene  dire  che  la  massa  di  ciascuno  sia  così 
piccola  in  paragone  della  massa  solare,  che  a fronte  di»  questa  si 
possa  trascurare  senza  errore  sensibile. 

Di  più  in  ordine  a un  satellite  qualunque  di  uu  dato  pianeta 
indichiamo  con  m,  , o, , T,  tre  quantità  somiglianti  a quelle  che 
sono  state  designate  con  m,  a,  T rispetto  al  pianeta  medesimo  : 
come  abbiamo  ottenuto  l’equaziono  (1),  così  procedendo  allo  stesso 
modo  otterremo  pure  l’equazione 

4-*  a 3 

(2)  m -b  m,  = — -jhi  . 

S’inferisce  quindi  che  anche  le  masse  dei  satelliti  sono  assai  pic- 
cole e possono  trascurarsi  in  confronto  della  massa  del  rispettivo 
pianeta  primario,  intorno  a cui  si  aggirano  : peraltro  da  questa 
conclusione  si  dove  eccettuare  la  luna,  la  quale  è l’unico  satellite 
della  terra  ed  ha  una  massa  inferiore  soltanto  di  82  volle  iu  circa 
alla  massa  terrestre,  come  si  sa  dcH’Aslronomia. 

L’attrazione  che  oltre  al  sole  esercitano  in  un  dato  pianeta  gli 
, altri  corpi  celesti,  deve  senza  dubbio  cagionare  delle  perturba- 
zioni nel  molo  relativo- del  medesimo  pianeta  intorno  al  sole:  ma 
siccome  lo  masse  degli  altri  corpi  che  costituiscono  il  sistema 
planetario,  sono  mollo  piccole  rispetto  alla  massa  del  sole  ; così 
vede  ognuno  che  in  paragone  dell’attrazione  solare  devono  es- 
sere assai  deboli  le  forze  attrattive  dei  medesimi  corpi,  e che 
per  conseguente  saranno  poco  sensibili  le  perturbazioni  che  quinci 
ne  risultano  nel  molo  ellittico  di  ciascun  pianeta  intorno  al  centro 
del  sole. 

348.  Mediante  le  equazioni  (1)  e (2)  che  abbiamo  trovato  più  ' 
sopra,  si  può  facilmente  stabilire  il  rapporto  tra  le  masse  dei 
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pianeti  accompagnati  da  più  satelliti  c la  massa  del  sole.  Impe- 
rocché dividendo  quelle  due  equazioni  l'una  per  l'altra,  abbiamo 
subito  la  formola 


m 4-i»,  «,*  T* 

M -+- m a*  " !,* 

• ✓ 
ora  la  massa  m , di  un  satellite  si  può  senza  grave  errore  tra- 
scurare rispetto  alla  massa  m del  proprio  pianeta,  e la  massa  m 
di  un  pianeta  primario  si  può  trascurare  in  paragone  della  massa 
solare  M,  come  si  è già  dimostrato  : dunque  quella  formola  (tos- 
siamo anche  scriverla  in  questo  modo 


Le  quantità  T,  T, , a,  «,  si  determinano  colle  osservazioni  e coi  cal- 
coli astronomici  : determinate  poi  per  tal  modo  quelle  quantità,  (ter 
mezzo  dell'ultima  formola  ci  si  renderà  noto  il  rapporto  tra  le  masse 
dei  diveisi  pianeti  e la  massa  del  sole. 

Presa  per  unità  te  massa  solare,  le  osservazioni  e i calcoli  più 


recenti  danno  prossimamente  -jv  per  te  massa  di  Giove, 

lU4o  oOUZ 

\ 

(ter  quella  di  Satnrno,  ed  per  te  massa  di  Urano  (Ved. 


The  American  Ephemeris,  and  naiUical  Ahnanac,  for  theyear  1855. 
Appendix.  Washington  1852). 

34!).  11  metodo  che  abbiamo  ora  esposto,  non  può  servire  alla 
determinazione  della  massa  relativa  della  terra,  la  quale  ha  un 
solo  satellite  che  è te  luna  : ma  poiché  già  conosciamo  te  forza 
accelcratrice  y , colte  quale  i corpi  situati  presso  te  superlicie 
terrestre  souo  attirati  verso  il  centro  della  medesima  terra  ; per- 
ciò [tossiamo  con  un  metodo  tutto  speciale  trovare  il  rapporto 
tra  la  massa  terrestre  e te  massa  del  sole  presa  per  unità.  Questo- 
metodo  speciale  è il  seguente. 
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Considerando  la  terra  come  una  sfera  omogenea  nei  singoli  strati 
concentrici,  e chiamando  r il  suo  raggio  ed  m la  massa,  abbiamo 

letti 

(344)  l’espressione  dell’accelerazione  g = : in  questa  forinola 

la  quantità  k è sempre  l’attrazione  scambievole  di  due  masse  unità 

or* 

all’unità  di  distanza  ; e il  suo  valore  — — , sostituito  che  sia  nella 
’ m 

eqazione  (1)  del  numero  (347)  applicala  al  iuoiimcnlo  della  terra 
intorno  al  sole,  ci  darò 


M + m — 


r ’ 


Omessa  nel  primo  membro  la  massa  m in  confronto  della  massa 
solare  M , e fatta  la  stessa  M uguale  all'unità,  avremo 

gr'  V 

— — _!£ _ 


I valori  già  cogniti  g — 9m,  8034  ;^  = 3,1416;  r = 6366739m; 
T = 365or , 256374  = (365",  256374)  86400  = 24000r  , ci 


porgono  per  risultato  m — 


1 

355886 


: adoperandosi  valori  più 


esatti,  si  avrebbe  in  = 


1 

354936  ’ 


(Vcd.  le  Effemeridi  eit.). 


350.  Di  qui  si  ricavano  tre  consegueme  utili  a sapersi.  La 
prima  che  la  densità  media  della  terra  è circa  quattro  volte  mag- 
giore di  quella  del  sole.  lra]>erocchè  essendo  il  raggio  delia  sfera 
solare  112  volte  più  grande  del  raggio  terrestre,  se  indichiamo 
con  V e D il  volume  c la  densità  media  del  sole,  il  \olume  e la 


1 1 

massa  della  terra  varranno  rispettivamente  V,  M: 

ora  la  densità  si  esprime  col  rapporto  tra  la  massa  e il  vo- 
lume; dunque  la  densità  media  della  terra  sarà -- - — 


354936  ’ V 


3,  958D  . 
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La  seconda  conseguenza  si  è che  la  gravità  alla  superficie  del 
sole  è superiore  di  28  volle  a quella  che  ha  luogo  alla  supei'jicie  della 
terra.  Siena  G , g le  forze  acceleratrici  che  misurano  rispettiva- 
mente la  gravità  presso  la  superficie  del  sole  e della  terra  ; ed 
R , r sieno  i rispettivi  raggi  del  globo  solare  e del  globo  ter- 
restre. Quelle  forze , siccome  richiede  la  legge  della  gravita- 
zione universale,  sono  tra  loro  in  ragione  diretta  dalle  masse 
attraenti  M e m , ed  inversa  del  quadrato  delle  distanze  R e r 

Mr* 

dai  rispettivi  centri  : perciò  avremo  tì  = g ; la  quale  espres- 
sione, per  motivo  dei  valori  M = 334936med  R = 1 1 2r  , si 


riduce  all’altra  G = g = 28,  29o  g . 

Quinci  procede  la  terza  conseguenza,  vale  a dire  che  un  corpo 
abbandonalo  a sè  stesso  presso  la  superficie  della  sole  percorrerebbe 
nel  primo  minulo  secondo  della  sua  caduta  da  138  a 139  metri. 
Infatti  chiamando  x lo  spazio  che  si  cerca,  abbiamo  (269.  214)  per 
la  sua  espressione 


28. 293 
* 


28,295 
9~  2 


X 9*,  8034  = 138w,  695  . 


351.  Quanto  ai  pianeti  che  sono  privi  di  ogni  satellite,  per 
determinarne  le  masse  relativamente  a quella  del  sole,  conviene  ri- 
correre alle  perturbazioni  che  soffrono  i movimenti  di  ciascu- 
no intorno  al  sole  per  I’  azione  attrattiva  degli  altri  pianeti. 
Praticando  un  metodo  che  si  appoggia  sopra  quoste  perturbazioni 
e viene  esposto  nei  trattali  di  Meccanica  celeste  o di  Astronomia,  e 
prendendo  j»er  unità  la  massa  del  sole  , hanno  trovato  gli  Astro- 


nomi i rapporti 


'4865751"  *a  luassa  di  Mercurio, 


390000  *** 


quella  di  Venere,  2680637  P®r  ^arle»  per  Nettuno 

(Ved.  Effem.  cit.). 
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352.  Ma  quello  che  più  imporla  si  è di  potere  esprimere  a nu- 
meri relativi  alle  misure  comuni  o già  note  le  masse  dei  corpi 
celesti,  il  cui  rapporto  a quella  del  sole  abbiamo  trovato  più  in- 
nanzi : questo  lo  potremo  ottenere  assai  facilmente,  se  si  sia 
determinata  prossimamente  la  massa  o la  densità  della  terra,  fa- 
cendo uso  delle  stesse  misure  comuni.  Ora  la  densità  media  della 
terra  è già  stata  determinata  con  diversi  metodi  : noi  ne  indi- 
cheremo qui  uno  che  consiste  nel  calcolarla  mediante  l'aberra- 
zione del  pendolo  dalla  verticale,  per  1'atlrazione  che  risente  da 
una  grande  montagna  presso  alla  quale  è collorato,  oppure  da  un 
altro  corpo  p.  es.  sferico  di  massa  determinala  e posto  a una  data 
distanza  dal  pendolo  medesimo. 

Sia  A (lìg.  158. a ) il  centro  di  una  piccola  palla  sospesa  a un 
filo,  che  non  si  possa  uè  distendere  nè  piegare  ; sia  C A = a la 
posizione  del  pendolo  fuori  della  verticale  CD  in  forza  dell’attra- 
zione che  esercita  sopra  di  lui  una  grossa  sfera  omogenea,  la  quale 
abbia  il  suo  centro  in  B nel  piano  orizzontale  che  passa  per  A : 
rappresentiamo  con  0 l’angolo  ACD  che  è l’aberrazione  del  pen- 
dolo, con  b la  distanza  tra  i due  centri  A e B , con  m la  massa 
della  piccola  palla  attratta,  con  |/  ed  r'  la  densità  e il  raggio  della 
sfera  attraente,  con  |*  ed  r la  densità  media  e il  raggio  della 
terra.  Le  masse  della  sfera  c della  terra  si  esprimono  rispelli- 
4 4 

vamenle  con  , y-f/r1-.  perciò  rappresentando  con  À i 1 coef- 

ficiente dell’attrazione  universale,  le  rispettive  forze  motrici  colle  qua- 
li la  sfera  o la  terra  traggono  a sè  la  piccola  palla  A del  pendolo,  sono 


4 . ,/r" 

T sl*T 


— - killer . 


Una  di  coleste  due  forze  è diretta  nel  senso  dcH’orizzonlale  AB  , e 
l’altra  nel  senso  della  verticale  AF  ; perciò  le  distanze  del  punto 
fisso  C dalle  loro  direzioni,  sono  CE=  acos  9 , AE=  a sen  9. 
Moltiplicando  queste  due  distanze  per  le  forze  corrispondenti, 
avremo  che  i momenti  di  queste  foTze  relativamente  al  punto  A , 
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UH 


momenti  che  per  l’equilibrio  in  cui  si  trova  il  jicndolo  debbono 
riuscire  uguali,  daranno  l’equazione 


a'r 


cos5=;ji»sen0 


= /r”  1 

‘ ‘ ' rb'  taugS 


Osservalo  clic  sia  l’angolo  0 , angolo  naturalmente  assai  piccolo, 
e determinatone  il  più  esattamente  che  si  può  il  valore  numerico  ; 
mediante  l’equazione  qui  sopra  si  calcola  la  densità  p della  terra, 

poi  la  massa  terrestre  ~ -pr‘  , e finalmente  la  massa  degli 

altri  pianeti  e del  sole. 

La  densità  media  della  terra,  calcolata,  come  abbiamo  detto, 
dall’  aberrazione  del  pendolo,  è da  quattro  a cinque  volte  più 
grande  di  quella  dell’acqua  : da  altre  sperienze  si  ha  che  la  den- 
sità media  della  terra  è a quella  dell’acqua,  come  5, fi"  a 1 . 

Ma  torniamo  al  movimento  dei  pianeti,  e cerchiamo  di  determi- 
nare la  posizione  di  èssi  nella  orbila  loro  propria. 

353.  Problema  di  Keplero  «opra  II  moto  ellittico  del 
pianeti  intorno  al  M>ir.  È detto  problema  di  Keplero  quello 
in  cui  ò proposta  a determinare  la  posizione  di  un  pianeta  nella 
propria  sua  orbita  per  un  dato  istante  qualunque  di  tempo.  A 
questo  oggetto,  sia  PBP'  l’ellisse  (lìg.  159. a } che  un  pianeta 
M descrive  col  suo  molo  intorno  al  sole  S collocato  in  uno  dei 
fochi  della  curva  : il  punto  P è detto  perielio , cioè  il  punto  del- 
l’orbita ellittica  più  vicino  al  centro  del  sole  ; il  punto  Pr  è Y afelio, 
cioè  il  più  lontano.  Sia  CP  = a il  semi-asse  trasverso,  ed  e l’ec- 
centricità : computando  il  movimento  del  pianeta  a partire  dal 
perielio,  per  risolvere  il  problema  dobbiamo  trovare  le  coordi- 
nate polari  p = SM  ed  w = MSP  del  pianeta  alla  fine  di  un 
dato  tempo  qualunque  I. 

Le  aree  descritte  dal  raggio  vettore  nel  tempo  periodico  1 
e nel  tempuscolo  infinitesimo  di,  sono  rispettivamente  (XCIV,  XCV) 

-à V 1 — e’  ed  p*  : quindi  per  la  prima  legge  di  Ke- 
plero si  ha 
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-oVl— e’  p’rfw 

T ~ idi  ’ 


e posto  -y 


= n , si  deduce 


n fi* do» 

n ~ 


Ma  dall’equazione  polare  p = ^ 1 della  ellisse  descritta 

dal  pianeta  si  ricava  w = are  ^ cos  = — — j ; perciò 


(LIV,  LV1II)  avremo 


do»  = 


o(l — e*)  dp 


p-i/l-f  “H-O-p  j 
‘ v L *p  J 


CO 


a(l  — e*)  dp 


rVe>*-  a‘(l — 0*  + 2 «p(l  ~ e ‘)  — p* 


a(l — e’)  dp  qy/l  — e' do  * 

Pt/ 1 — «V— f>*  — fl*  (1—  e*)  -t-  2 «p  Pv'aV — (p — a)*  ’ 

e conseguentemente 


ndt  = 


a*  e' — (p  — a)’ 


Qui  è da  avvertire  che  dovendosi  integrare  questa  equazione,  il 
raggio  vettore  p è compreso  dentro  i limiti  a (1  — e)  ed  a(l  -he) 
i quali  rappresentano  il  minimo  e il  massimo  valore  di  esso  raggio. 
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come  apparisce  dalla  slessa  equazione  polare  della  ellisse:  perciò 
rappresentando  con  « un  colai  angolo  variabile  , potremo  porre 
la  relazione 

(/)  p = a(l — ecosu). 

Ora  se  neU'equazione  stabilita  innanzi  si  sostituisca  questo  valore 
di  p c gli  altri  che  se  ne  deducono,  e sono 

do  = ae  scn  u du  , (p — a)’=aVcos’u  = aV(l — sen’u)  , 

otterremo  l’altra 


ndl=(  1 — e cos u)  du 


il  cui  integrale  c 

(f")  n/=u  — escnu, 


dove  non  apparisce  alcuna  costante , per  la  ragione  che  a (=0 
corrisponde  il  più  piccolo  valore  p = o(l  — e)  del  raggio  vettore, 
e conseguentemenfe  corrisponde  anche  il  valore  u = 0. 

Oltre  a ciò,  pe’  due  valori  a cavati  dall’  equazione  dell'orbita 
e dalla  forinola  (/)  abbiamo 


1 — ccosu= 


\—e' 

1 e coso) 


cos  « — e 

ossia  cos  o)=  : 

1 — e cos  u 


quindi  deduciamo 


. (1— I— e)(l — cosu)  . , (1 — e 1-t-cosu 

1—  COSo)=- 5-^ , 1 -f-  COS  0)  = — — z — ; 

1 — crosti  1 — e cosu 


e conseguentemente 
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1 — COS  O)  i-\-e  1 — COSI! 

l-t-cosw  1 — e ' 1-4-cosm  ’ 

ossia 

(*"')  v tang-^-w=  uuig-^«- 

Ed  ecco  risolulo  il  problema  : infatti  quando  sieno  dati  a , e ed 
n , dalla  forinola  («")  si  ricava  primieramente  il  valore  dell’angolo 
« per  un  tempo  qualunque  l ; poi  colle  forinole  (s^  ed  (/")  si 
calcolano  le  coordinale  p ed  «,  le  quali  determinano  la  precisa 
posizione  del  pianeta  nella  sua  orbita.  Tutto  dunque  si  riduce 
nella  soluzione  del  problema  a trovare  dalla  equazione  (*")  il  va- 
lore della  quantità  ausiliare  u , da  sostituirsi  poi  nelle  altre  due 
forinole;  e un  tal  valore  si  trova  comunemente,  in  funzione  del 
tempo  t , per  mezzo  di  una  serie  che  è dovuta  a Lagrangc:  noi 
lasciando  lo  sviluppo  di  questa  funzione  agli  Astronomi,  ci  con- 
tenteremo di  risolvere  qui  lo  stesso  problema  per  approssimazione 
e indipendentemente  dall’angolo  u,  rispetto  a que'  pianeti  che  si 
muovono  in  ellissi  di  eccentricità  assai  piccola. 

354.  Si  sa  che  le  orbile  ellittiche  di  alcuni  pianeti  hanno  una 
eccentricità  cosi  piccola,  che  senza  errore  sensibile  se  ne  possouo 
trascurare  le  potenze  più  alte  della  prima.  Per  cosiffatti  pianeti 
le  coordinate  polari  p ed  o>  si  ottengono  per  mezzo  di  formole  molto 
più  semplici,  e senza  aver  ricorso  all'angolo  ausiliare  u. 

E primieramente  per  ciò  che  spetta  alla  coordinata  &>,  l'equazione 

n di  — ,-  che  è fondata  sul  principio  delle  aree,  trascu- 

rando in  essa  la  quantità  e‘ , si  riduco  a essere 
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„ • • al— «) 

1 equazione  poi  o = ; - 

^ 1 1 1 -+*  e cos  6) 

sima  cagione  somministra 


della  curva  ellittica  per  la  mede- 


? = 


\-\-ie  cos  w 


a*  (1  — 2ecosw): 


avremo  dunque 


ndl  = ( 1 — 2ecos&j)dw. 

Poiché  in  questa  equazione  le  variabili  t ed  w svaniscono  simulta- 
neamente per  ipotesi,  perciò  presi  gli  integrali  avremo 


n t — w — 2escn  w , 

e conseguentemente 

u>  = ni -+-  2esen  w = n<  -f-  2e  sen(  nt  ■+■  2e  seu  u) . 

Ora  ponendo  mente  alle  serie  nelle  quali  si  sviluppano  (LVII1)  i co- 
seni c i seni  degli  archi,  abbiamo 

sen(n<-4-  2e  sen  w)  = sen  ni  eos(2esen  u)  cos  nt  sen(2esen  w) 

=^1 ie'sen'u  -f- . . . j senni 

-h  ^2e  sen  w — ,-j-  8e*  sen*  w H- . . . j cos  nt  : 

\ 

trascurando  dunque  quei  termini  nei  quali  s' incontrano  i fattori 
e* , e*,  . . . , otterremo  Analmente 

(f*T)  &i  = nf>+-2csenn<. 

f 

Venendo  adesso  a determinare  il  valore  dell’  altra  coordinata  p. 
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riprendiamo  l’equazione  della  curva  ellittica  ; e trascurando  in  que- 
sta la  potenza  e',  scriviamola  come  segue 

o—  ---  a =a(l— ecosw) . 

1 1 4-  e cos  o»  ' ' 

Sostituendo  in  questa  il  valore  di  o quale  è dato  dalla  forinola 
(*"),  avremo 

p =o  [ 1 — e cos  («/•+•  2esen  nt)]  : 
ma  io  sviluppo  in  serie  che  abbiamo  detto  poc'anzi,  somministra 
cos(nH-2esen  nt)  =cos  nt  cos(2e  sennt)  — scnn/sen(2e  senni) 

= (1  — -i-  4e*  sen’nt cosnl 

— (2esenn< scn’nt )sen  nt  ; 

dunque  linalmente 

(*T)  p=a(l — ecosnt). 

Sono  (s,r)  ed  (sT)  le  formole  più  semplici  per  mezzo  delle  quali  si 
determina  prossimamente  la  posizione  di  un  pianeta  nella  sua  orbita 
per  un  tempo  qualunque  f,  e nell’ipotesi  che  l’eccentricità  dell’orbita 
sia  molto  piccola. 

358.  L’angolo  m è dello  dagli  Astronomi  Y anomalia  vera , l'an- 
golo nt  Yanomalia  media  ossia  il  movimento  medio  del  pianeta, 
l’angolo  ausiliare  u Yanomalia  eccentrica  : la  differenza  poi  tra  la 
vera  e la  media  anomalia,  cioè  l’espressione  o>  — nt.  è chiamata 
Y equazione  del  centro. 

Adesso  per  rappresentarci  graficamente  questi  angoli  sulla  fi- 
gura 159. a , fatto  centro  in  C e con  un  raggio  CP  = a traccia- 
mo il  circolo  PB'P'  : poi  immaginiamo  che  un  pianeta  fittizio  M' 
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talmente  percorra  con  moto  uniforme  ed  equabile  la  circonferenza 
PB'P'  da  compiere  le  sue  rivoluzioni  circolari  nel  tempo  periodico 
T , come  l'altro  con  movimento  or  più  lento  or  più  celere  compie 
le  sue  rivoluzioni  ellittiche  ; poniamo  di  più  che  i due  pia- 
neti reale  c fittizio  parlano  insieme  dal  perielio  P , e tornino 

9- 

contemporancamcnte  a questo  punto.  La  quantità  n =-^-è  evi- 
dentemente l’angolo  che  neU'unilà  di  tempo  descrive  il  pianeta 
fittizio  to'  ; perciò  l’ anomalia  media  nt  rappresenterà  l’angolo 
PCM'  che  il  pianeta  fittizio  descrive  nel  tempo  t , mentre  nello 
stesso  tempo  il  pianeta  vero  descrive  intorno  al  sale  l’angolo 
g>  = PSM. 

Oltre  a ciò,  siccome  il  pianeta  vero  impiega  un  tempo  uguale 
a percorrere  i due  semiperimetri  ellittici  superiore  e inferiore, 
così  esso  si  troverà  contemporaneamente  col  pianeta  fittizio  al 
punto  P'  dell'afelio.  Nel  semiperimetro  di  sopra  la  velocità  del 
pianeta  M va  continuamente  diminuendo  (317  in  fine ),  e il  suo 
movimento  ò ritardato  ; perciò  dal  perielio  all'afelio  il  pianeta 
vero  precede  il  fittizio  di  una  certa  quantità  angolare  : viceversa 
nel  semiperimetro  di  sotto,  cioè  dall'afelio  al  perielio  dove  cresce 
continuamente  la  velocità  del  pianeta  vero  c il  suo  movimento  è 
accelerato,  il  pianeta  fittizio  precederà  il  pianeta  vero.  La  quan- 
tità angolare  della  quale  il  pianeta  vero  precede  ovvero  segue  il 
fittizio,  quantità  che  si  ottiene  colla  differenza  « — ni , c che 
è della  equazione  del  centro,  è rappresentala  sulla  ligura  dal- 
l’angolo COS  ossia  MOM'  : per  ottenere  l’anomalia  vera  del  pia- 
neta, conviene  aggiungere  questo  angolo  alla  sua  anomalia  media. 
La  medesima  differenza  o equazione  del  centro  riesce  positiva  dal 
perielio  all'afelio  ; negativa  dall’afelio  al  perielio  ; riesce  poi  nulla 
nei  punti  del  perielio  e dell'afelio,  che  sono  detti  gli  apsidi. 

Da  ultimo,  se  dal  punto  M dove  si  trova  il  pianeta  vero  sulla 
sua  orbita  ellittica,  caliamo  la  perpendicolare  MK  sopra  l’asse 
trasverso  PP'  , e la  produciamo  al  di  sopra  fino  a raggiungere 
in  N la  periferia  del  circolo;  l’angolo  NCP  formato  dal  raggio 
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CN  con  CP  , rappresenta  sulla  figura  l’anomalia  eccentrica  u . In- 
fatti sussiste  (XIV) 

vrn  CS-+-SK  CS+SMcosMSP  ae  -+-  o cos  « 

— CN  — — ; 

e siccome  l'equazione  o = dell’orbita  eliltica  del  piane- 

r 1+ecosw  r 

ta  somministra  pcos  w = — — — , l’ espressiono  di  quel  co- 

seno  si  ridu.irà  a quest’  altra 


cosiNCP  — 


a — a 
ne 


ma  in  forza  dell’  equazione  (s' . 353)  vale  anche 


a — o 

cos  «= *-  ; 

ac 

dunque  l’angolo  NCP  rappresenta  l'anomalia  eccentrica  u , la 
qualo  insieme  coll’anomalia  vera  « passa  pei  valori  0,  x,  2z. 

CAPO  IX. 


MOVIMENTO  DI  UN  PINTO  MATERIALE  SOPRA  UNA  CURVA 
0 INA  SUPERFICIE  FISSA. 

356.  EqtiMzloul  dlllemizlnll  del  moto  di  un  punto  ni». 
teriale  mi  «Il  iuiu  curva  o di  uhm  «u  perfide  IImmm.  Abbiamo 
trattato  (inora  del  moto  rettilineo  o curvilineo  di  un  punto  libero  : 
è ornai  tempo  di  considerare  in  generale  il  movimento  impedito, 
quello  cioè  di  un  punto  nlateriaic  che  sia  costretto  a muoversi 
su  di  una  curva  o di  una  superficie  fissa.  A questo  effetto  pren- 
diamo per  unità  la  massa  del  punto  materiale,  e supponiamo  nullo 
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l’attrito:  (li  tal  guisa  la  forza  acceleratrice  sarà  la  stessa  che  la 
forza  motrice;  e la  curva  o la  superficie  fissa,  nella  quale  il  punto 
materiale  è costretto  a restare,  produrrà  soltanto  una  reazione  Dor- 
male, uguale  e contraria  alla  pressione  che  sostiene  per  l'azione 
del  mobile. 

Denotiamo  con  X,  Y,  Z le  componenti  della  forza  secondo  i tre 
assi  ortogonali  OX,  OY,  OZ  ; con  F la  pressione  normale,  che 
il  mobile  esercita  del  continuo  contro  la  curva  o la  superficie 
tissa  ; e con  1,3,7  gli  angoli,  che  dalla  parte  positiva  fa  la  di- 
rezione della  medesima  pressione  coi  delti  assi.  Il  punto  materiale 
può  considerarsi  come  libero,  se  oltre  alla  forza  data  si  applichi 
ad  esso  in  ogni  istante  la  forza  variabile  — P , che  rappresenta 
la  reazione  della  curva  0 della  superlicie  ; se  cioè  rimossa  questa 
curva  0 superficie,  in  ciascun  punto  ( x,  y,  z)  alle  forze  X,  Y,  Z 
si  aggiungano  le  forze  — F cosa  , — P cos p , — P cos  y , che 
sono  le  componenti  della  reazione  0 resistenza  parallelamente  agli 
assi  coordinati:  adunque  attese  le  formole  (p)  del  numero  (297), 
le  quali  appartengono  al  movimento  di  un  punto  affatto  libero  ; 
Se  equazioni  differenziali  relative  al  moto  di  un  punto  materiale 
clic  è assoggettato  a rimanere  in  una  curva  0 superficie  Ossa,  sa- 
ranno queste 


(0 


^r=X  — Pcosot  , -^r-  =Y  — Pcos£  , 


^=Z-PcosT. 


357.  Se  il  punto  materiale  si  muove  in  una  data  superficie 
che  abbia  per  equazione  f (x,  y,  z)  = 0 , la  pressione  P si  eser- 
citerà sempre  secondo  la  normale,  ossia  secondo  la  retta  per- 
pendicolare al  piano  tangente  nel  punto  (x,  y,  s)  della  superficie  ; 
e perciò  i coseni  degli  angoli  x,  fi,  y nello  equazioni  (!)  si  espri- 
meranno (72)  colle  tre  formole 
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AL 

(Lv 

■ ' 

cwsV(£mIh1)‘  ’ 

Rir  ■ 

Sostituendo  questi  valori  nelle  forinole  (I) , ed  eliminando  quindi 
dalle  medesime  formolo  la  quantità  P,  otterremo  fra  le  quattro  va- 
riabili x,  y , z,  < due  equazioni  ; le  quali,  congiunto  colla  equa- 
zione della  superficie  fìssa  f {x,  y,  z)  = 0 , serviranno  a deter- 
minare le  coordinate  del  mobile  in  funzione  del  tempo,  quando  sieno 
date  le  forze  componenti  X , Y , Z : dalie  espressioni  delle  tre 
coordinate  in  funzione  del  tempo  t si  dedurranno  le  altre  circo- 
stanze del  movimento,  e in  ispecie  per  la  eliminazione  del  t si 
verrà  a conoscere  la  natura  della  traiettoria  percorsa  dal  mobile 
sopra  la  data  superfìcie  ; ultimamente  con  una  opportuna  combi- 
nazione delle  sopraddette  formolo  (!)  , se  ciò  occorra,  potrà  ansile 
trovarsi  la  intensità  deila  pressione  P nel  punto  ( x , y,  z),  come 
in  particolare  mostreremo  con  un  esempio  alla  fine  del  pre- 
sente capo. 

Se  poi  il  punto  materiale  si  muove  in  una  curva  fissa,  rappre- 
sentata dalle  equazioni  x = f (z)  ed  y = <p  (z)  , allora  la  pres- 
sione P sarà  comunque  diretta  nel  piano  normale,  vaie  a dire 
nel  piano  che  passa  per  il  punto  (x,  y,  z)  ed  è perpendicolare  alla 

tangente  della  curva  in  quel  punto.  Quindi  essendo  ^ 

Voi.  II.  18 
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i coseni  degli  angoli  che  nel  detto  punto  fa  la  tangente  rispettiva- 
mente coi  tre  assi  rettangolari,  si  avrà  (31.  3.°)  l’equazione 

cos  a (ir -+-cosp  (/(/-+-  cosy  dz=0  ; 
e a questa  converrà  anche  aggiungere  la  relazione 
COS’a-4-COS*  jS-4-COS’Y  = l , 

la  quale  esiste  (31.  l.°)  tra  gli  angoli  che  coi  medesimi  assi  forma 
la  direzione  della  pressione  P.  Di  tal  modo  tra  le  otto  quantità 
variabili  x,  y,  s,  a,  p,  P,  t,  si  hanuo  selle  equazioni,  cioè  le  tre 
equazioni  (/),  le  due  che  appartengono  alla  curva  percorsa,  e le  due 
che  abbiamo  notato  ultimamente:  si  potranno  dunque  le  prime  sette 
quantità  esprimere  in  funzione  delimitava,  ossia  del  tempo  t ; e quan- 
do le  espressioni  di  quelle  primo  quantità  sieno  trovale,  si  verrà  fa- 
cilmente alla  determinazione  di  lutto  ciò  diesi  riferisce  al  movimento 
del  punto  materiale  sopra  la  curva  (issa.  £ noteremo  altresì  che  nel 
moto  impedito  di  un  punto  materiale  per  una  curva,  come  nel  moto 

ds 

libero  (290),  vale  per  le  stesse  ragioni  la  relazione  tra  la 

velocità  e grincremeuti  dedaleo  percorso  e del  tempo. 

Ma  nel  caso  di  una  curva  fissa,  per  determinare  il  movimento 
del  punto  materiale,  giova  non  poco  in  alcune  circostanze  il  ridurre 
le  tre  formolo  (()  ad  una  formola  sola  e indipendente  dalla  resi- 
stenza della  medesima  curva  ; la  qual  cosa  vogliamo  ora  eseguire 
rispetto  a un  mobile,  il  quale  debba  sempre  rimanere  sopra  una 
curva  piana. 

358.  Noto  di  un  punto  materiale  «opra  una  curva  Osmi 
e piana.  Prendiamo  gli  assi  OX,  OY  nel  piano  della  curva,  e 
rappresentiamo  con  s un  arco  della  medesima  : le  componenti  della 
forza  che  deve  essere  diretta  nel  detto  piano,  si  riducono  alle  due 
X ed  Y;  e si  avranno  due  sole  equazioni 

d*x  v n d'v  v n 

-jjfìr  = X— - Pcos*  , =Y  — Pcosj3  . 


D' ì"  ' : : : 
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Moltiplichiamo  la  prima  equazione  per  , la  seconda  per  ^ 
ed  aggiungiamole  quindi  l'una  all'altra  : ne  verrà  la  forinola 

dxd'x 


'x-hdyd'y  v dx  . v dy  nl  dx  , dy  „\ 

ii7ir-JL=xiu-*-'-£ -p(t  cos‘+  • 


La  direzione  della  forza  P è perpendicolare  alla  tangente  nel  punto 

/MS  /bM 

(j,  y)  ; e perciò  (31.  3.°),  essendo  e ^ i c^eni  degli  angoli 
che  fa  cogli  assi  la  medesima  tangente,  si  ha  la  condizione 


dx 


_cos  li 


^ orto  ft Q ; 


di  più  (296)  1’  equazione  identica  dx * -f-  dtf  = ds *,  differen- 
ziata che  sia  rispetto  alla  variabile  t , e divisa  per  2 ds  , ci  dà 
la  relazione 


dx  d'x  -f-  dyd'y  d's 

dsdt*  di' 


Dunque  la  formola  che  abbiamo  ottenuto  poc'anzi , si  riduce  a 
questa 

d's  v dx  , v du 

-w  -<u ir  '■ 


e siccome  i due  termini  del  secondo  membro  rappresentano  le 
componenti  delle  forze  X ed  Y secondo  la  tangente,  e uniti  insieme 
esprimono  la  componente  di  tutta  la  forza  acccleralrice  o motrice 
secondo  la  medesima  tangente  ; così  chiamando  T una  tale  com- 
ponente, potremo  determinare  il  moto  del  punto  materiale  sulla 
curva  piana  e lissa  colla  sola  equazione 


(0 
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359.  Da  questa  equazione  possiamo  dedurre  con  molta  facilità 
quelle  due  verità,  che  si  sono  già  dimostrate  direttamente  nei 
numeri  (290  e 291):  ciò  sono  l.°  che  un  punto  materiale  sol- 
lecitalo dalla  sola  forza  di  gravità,  sia  che  discenda  sia  ancora  che 
ascenda  per  un  dato  arco  di  curva  verticale , avrà  in  fine  quella  stessa 
velocità  da  cui  sarebbe  animalo  scendendo  o montando  verticalmente 
per  F altezza  delTarco  percorso  ; 2.°  che  un  punto  materiale, 
quando  non  sia  sollecitato  da  forza  continua,  oppure  sia  soggetto 
all'azione  di  una  forza  costantemente  normale  alla  curva  sulla 
quale  è costretto  di  restare,  conserverà  sempre  la  velocità  iniziale  e 
procederà  per  la  curva  fissa  con  moto  uniforme. 

Quanto  alla  prima  proposizione,  l'asse  OX  si  supponga  verti- 
cale e diretto  al  basso  nel  senso  della  gravità,  e Siene  «Ood  xQ  ~ 
la  velocità  e l’ascissa  iniziale  del  mobile,  v ed  x la  velocità  e l'a- 
scissa alla  fine  dell’arco  s : si  avranno  i valori  X = g , Y = 0; 
e però  la  forinola  [f)  ne  porge 

Ad  A { = vdv)=g da; . 

Presi  gli  integrali,  e determinando  la  costante  per  le  eondizioni 
dello  stato  iniziale,  otterremo 

«*  = ®o 

ora  se  chiamisi  h l'altezza  dell'arco  percorso  dal  mobile  sopra  la 
curva,  per  la  discesa  o per  la  salita  si  ha  a? — xQ—z*z  h ; sarà 
dunque  v = s/  v0'ztz  2 gh , e questa  è pure  (269.  m"  ed  mT)  la 
velocità  propria  di  un  grave  dopo  la  discesa  o la  salita  verticale 
per  l'altezza  h dell'arco. 

Quanto  poi  alia  seconda  proposizione,  in  ambedue  le  condizioni 
espresse  nella  medesima,  la  componente  tangenziale  T è nulla  ; e 

però  avendosi  = : -0,  ossia  d-^-=0=dt> , sarà  necessaria- 
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mente  la  velocità  v uguale  a una  costante,  cioè  uguale  alla  stessa 
velocità  iniziale  e0. 

360.  Ritorniamo  alla  forinola  generale  del  moto  per  una  curva 
iìssa  in  un  piano,  e consideriamo  il  caso  in  cui  la  forza  accele- 
ratrice  f è diretta  costantemente  a un  punto  o centro  stabile  0 
(fig.  160. » ).  In  tal  caso  si  prenda  MM'  uguale  all’elemento  infi- 
nitesimo ds,  e col  raggio  OM  = r si  descriva  l’arco  circolare 
MM",  che  è infinitamente  piccolo  ed  ha  il  centro  nello  stesso 
punto  0 : si  avrà  M'M"  = dr  , MM"M'  = 90°  ; l’angolo  poi  TMCK 
che  forma  il  prolungamento  del  raggio  vettore  colla  tangente, 
sarà  il  complemento  dcll’allro  angolo  M'MM".  Quindi  risolvendo 
la  forza  9 in  due,  una  secondo  la  tangente  MT  e l’altra  secondo 
la  normale  MN,  ovvero  giusta  i prolungamenti  dell’una  e del- 
l’altra retta,  per  la  espressione  della  prima  componente  avremo 
evidentemente 

T==t<pcosTM(y=^:  ?senM'MM"=:t:<p-^-  : 


in  questa  espressione  il  segno  superiore  compete  a una  forza  ri- 
pulsiva, e il  segno  inferiore  a una  forza  attrattiva;  per  conseguente 
nell’una  0 nell’altra  condizione  della  forza  centrale,  l’equazione 
( l ' . 358)  del  movimento  di  un  punto  per  una  curva  fissa  e piana, 
si  trasforma  in  quest’allra 


(O 


d's  dr 

‘3iT=-?  UT  ' 


361.  Pregatone  correttoti*  aulii*  curva.  Nel  punto  ($,  y) 
sia  N la  componente  normale  della  forza  acceleratrice,  0 motrice, 
r il  raggio  di  curvatura,  v la  velocità  del  mobile.  Può  questo 
considerarsi  come  libero,  quando  in  luogo  della  curva  fissa  si 
sostituisca  la  sua  reazione  normale  — P,  e si  aggiunga  alla  forza 
che  sollecita  d’altronde  il  punto  materiale:  di  tal  modo  la  forza 
centripeta  0 la  componente  normale  di  tutta  la  forza  che  agisce 
sul  mobile  considerato  corno  libero,  sarà  N — P;  e conforme 
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alla  seconda  equazione  {p"  . 299)  del  movimento  libero,  si  avrà 

, N — P=—  , ossia  P=N  — — . 

Conservando  noi  le  altre  indicazioni  onde  si  è fallo  uso  nei  nume- 
ri precedenti,  i due  prodotti  X cosa  ed  Y cosp  rappresentano  le 
componenti  delle  due  forze  X ed  Y nella  direzione  della  normale, 
e la  loro  somma  equivale  alla  stessa  forza  N : ma  se  pel  punto 
mobile  M (fig.  161. » ) tiriamo  la  tangente  della  curva,  e le  due 
rette  MX,  ed  MY,  rispettivamente  parallele  agii  assi,  e se  riguar- 
diamo come  positiva  la  pressione  P quando  si  esercita  p.  es. 
sulla  parte  convessa  della  medesima  cuna,  è chiaro  che  risultano 
i valori 


cosa=senTMX,  = 


dy_ 

ds 


cos  0 = — sen  TMY , = — 


dx 

W ’ 


dunque  la  forza  N equivale  alla  somma  algebrica  X — Y 
e per  determinare  la  pressione  avremo  la  formola 


n 


P=x4l-YÌ-Ì=N-^ 

ds  ils  r r 


In  questa  formola  la  forza,  o il  binomio  equivalente,  deve  avere 

lo  stesso  segno  o un  segno  opposto  a quello  della  forza  — — , 

secondo  clic  le  due  forze  sono  dirette  in  un  medesimo  verso  op- 
pure in  versi  contrarii:  di  più  la  forza  N esprime  quella  jiarte 
di  pressione,  che  è dovuta  alla  forza  applicala  ed  avrebbe  luogo 
sulla  curva  anche  nel  caso  che  il  mobile  vi  dimorasse  allo  stalo 

di  equilibrio  ; la  forza  poi — , contraria  alla  forza  centripeta, 

distinguesi  col  nome  opposto  di  forza  centrifuga , e rappreseuta 
quell'allra  parte  di  pressione  che  nasce  dall’inerzia  del  punto 
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materiale  e dipende  unicamente  dal  trovarsi  il  medesimo  alla 
condizione  di  molo,  come  dichiareremo  meglio  nel  numero  che 
segue. 

362.  Fora»  centri  foga.  In  una  posizione  qualunque  M (tig. 
162.»  ) sia  v la  velocità  di  un  punto  materiale  che  si  muove  sopra 
la  curva  CMC'.  Facendo  astrazione  da  tutte  le  altre  forze,  se  il 
punto  materiale  fosse  libero,  a cagione  della  sua  inerzia  segui- 
terebbe a muoversi  equabilmente  colla  stessa  velocità  v per  la 
taDgente  MT,  che  è il  prolungamento  dell'ultimo  lato  percorso 
sulla  curva;  ma  siccome  il  mobile  è costretto  a rimanere  sopra 
la  curva,  così  sarà  di  mestieri  che  la  velocità  concepita  si  de- 
componga in  due,  una  nella  direzione  del  iato  susseguente  MM', 
e l’altra  secondo  la  retta  MN  perpendicolare  al  medesimo  lato  dalla 
parte  a cui  è rivolta  la  convessità  della  cuna:  la  prima  compo- 
nente della  velocità  produrrà  il  moto  nel  punto  materiale,  e lo 
spingerà  soprala  curva  per  il  nuovo  elemento  infinitesimo  MM'j 
la  seconda  componente  poi  nella  direzione  della  normale  o del 
raggio  osculatore  resterà  distrutta  dalla  resistenza  della  cuna,  e 
così  il  mobile  con  una  forza  corrispondente  a questa  velocità  di- 
strutta tenderà  ad  allontanarsi  dal  centro  di  curvatura,  esercitando 
una  pressione  contro  la  curva  medesima.  Cotcsta  azione  o pressione 
che  esercita  continuamente  il  punto  materiale  contro  la  curva  fissa, 
è ciò  che  dicesi  forza  centrifuga. 

Adunque  col  nome  di  forza  centrifuga  s’intende  la  pressione 
esercitala  da  ««  punto  materiale  sopra  quella  linea  che  movendosi 
è costretto  a descrivere,  pressione  la  quale  nasce  dall’inerzia  del 
mobile  e dipende  unicamente  dalla  sua  velocità  attuale.  È bene 
che  troviamo  qui  direttamente  con  Ugenio  (Iluyghens)  l’espres- 
sione della  forza  centrifuga  sì  nel  circolo,  come  in  un’  altra  curva 
qualunque.  * 

363.  EMprcMtlone  della  forza  centrifuga.  Un  punto  ma- 
teriale si  muova  in  virtù  della  sola  velocità  v che  gli  è impressa 
istantaneamente,  e sia  assoggettato  a rimanere  nella  periferia  di 
un  circolo  che  ha  per  raggio  la  retta  a : la  velocità  del  mobile 
sopra  la  curva  resterà  costante  (291.  359),  e il  suo  moto  sarà 
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uniforme.  Supponiamo  che  il  mobile  alla  fine  del  tempo  t si  (rovi 
nel  punto  M (fig.  163.»  ),  e che  nel  tempuscolo  susseguente  di 
percorra  l’arco  infinitesimo  MM'  = ds  : condotta  la  tangente  MT, 
menata  la  perpendicolare  M'N  sopra  il  raggio  CM,  e prolungato 
l’altro  raggio  CM'  fino  all’incontro  della  tangente  in  D,  il  quadri- 
latero MDM'N  si  potrà  considerare  come  un  parallelogrammo;  perciò 
i due  lati  MD  ed  MN  sono  gli  spazii  che  dal  mobile  verrebbero 
rispettivamente  descritti  nel  tempo  di  in  virtù  della  velocità  im- 
pressa, e della  forza  centripeta  che  si  sviluppa  nel  moto  impedito 
in  opposizione  e con  intensità  uguale  alla  forza  centrifuga  : sarà 
quindi  la  retta  M'D  la  quantità  onde  il  mobile  si  allontanerebbe 
dalla  curva  circolare  nel  tempuscolo  di,  se  fosse  libero;  ossia  quella 
medesima  retta  sarà  lo  spazio,  che  nello  stesso  tempo  infinitesimo 
si  percorrerebbe  dal  mobile  in  virtù  della  sola  forza  centrifuga.  Ora 
questa  forza,  durante  un  tempo  infinitesimo,  può  prendersi  come 
costante  non  solo  nella  direzione,  ma  anche  in  grandezza  ; e d’al- 
tronde (269.  m!")  lo  spazio  rettilineo,  percorso  in  un  dato  tempo 
in  virtù  di  una  forza  costante,  si  esprime  per  la  metà  dell’accele- 
razione nel  quadrato  del  tempo  : dunque  chiamando  f la  forza  cen- 
trifuga nel  circolo  relativamente  all’anità  di  massa,  ossia  l’acccle- 
razione  dovuta  alla  stessa  forza,  avremo 

, f=  . 

Ma  nel  circolo  essendo  la  tangente  MD  media  proporzionale  tra  la 
secante  2a  + DM'  e il  segmento  esterno  DM',  si  ha  la  relazione 

DM'  = , ed  anche  il  valore  DM'  = ; giacché 

attesa  la  grande  piccolezza  dell’arco  ds , si  può  prendere  quest’ar- 
co invece  della  tangente  MD,  e trascurare  il  segmento  DM'  a fronte 
del  diametro  2a:  dunque  la  forza  centrifuga  nel  circolo  si  espri- 
merà col  rapporto  tra  il  quadrato  della  velocità  e il  raggio,  e quan- 
to al  valore  numerico  si  avrà 
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• /•_  ds'  _ »* 

!~  adì*  ~ a ‘ 

Veniamo  adesso  alla  espressione  della  forza  centrifuga  in  un’al- 
tra curva  qualunque.  Sia  v la  velocità  del  mobile,  ed  r il  raggio 
del  circolo  osculatore  in  un  punto  M della  curva  : nelle  vicinanze 
di  questo  punto  il  mobile  scorre  per  la  curva  e si  muove  allo 
stesso  modo,  come  se  colla  velocità  concepita  e descrivesse  la  pe- 
riferia del  circolo  osculatore,  col  quale  la  data  curva  ha  comune 
l’arco  infinitamente  piccolo  MM';  per  conseguenza  la  forza  centri- 
fuga nel  detto  punto  della  curva  fìssa  sarà  quella  medesima  che  si 

sviluppa  sul  circolo  osculatore  corrispondente,  cioè  f—  — . Quin- 
di si  conchiude  che  la  forza  centrifuga  in  qualunque  punto  della 
curva  è uguale  al  quadralo  della  velocità  attuale  del  mobile , di- 
viso pel  raggio  di  curvatura.  Se  la  massa  del  punto  materiale  che 
si  muove  in  una  cuna  fissa,  non  si  prendesse  per  unità  come  ab- 
biamo fatto  ma  fosse  m,  la  forza  centrifuga  sarebbe  naturalmen- 


364.  Velocitò  angolare.  Per  applicare  l’espressione  della  for- 
za centrifuga  a qualche  esempio,  conviene  dir  prima  che  cosa  s’in- 
tenda col  nome  di  velocità  angolare.  Figuriamoci  un  sistema  rigido 
o un  corpo  solido,  il  quale  si  rivolga  e giri  intorno  a un  asse  fisso  : 
in  questo  movimento  di  rotazione  ciascun  punto  del  sistema  descri- 
ve una  periferia  circolare,  il  cui  piano  è perpendicolare  all’asse  e 11 
centro  si  trova  sul  medesimo  asse  di  rotazione;  gli  archi  poi  de- 
scritti dai  singoli  punti  in  uno  stesso  intervallo  di  tempo,  sono  tutti 
simili  fra  loro. 

Il  moto  di  rotazione  può  essere  uniforme  o vario.  Se  è uniforme, 
allora  si  chiama  velocità  angolare  del  sistema  la  velocità  assoluta 
dei  punti  che  sono  all'unità  di  distanza  dall’asse  immobile;  la  velo- 
cità poi  di  questi  punti  è misurala  dall’angolo,  o dall’arco  che  per- 
corrono nell’unità  di  tempo.  Nel  medesimo  movimento  la  velocità 
che  hanno  i diversi  punti  del  sistema,  sono  tra  loro  come  gli  archi 
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descritti  in  uno  stesso  intervallo  di  tempo  ; e poiché  questi  archi  so- 
no simili  e stanno  come  i raggi  corrispondenti  o le  rispettive  distanze 
dei  punti  dall’asse  di  rotazione,  perciò  le  velocità  prenominate  sa- 
ranno proporziouali  alle  distanze  dei  medesimi  punti  dall'asse:  onde 
chiamando  &>  , v le  velocità  di  due  punti  rispetlivamcule  situati  al- 
l'unità di  distanza  e a una  distanza  qualunque  r,  avremo  v = r«  ; 
e così  conosciuta  la  velocità  angolare  del  sistema,  potremo  sapere 
ancora  la  velocità  assoluta  dei  punti,  di  cui  sono  date  le  distanze 
dall’asse  di  rotazione.  — Se  poi  il  moto  del  sistema  intorno  all'asse 
è vario,  allora  si  dinoti  < olla  lettera  6 l'angolo,  o l’arco  percorso  nel 
tempo  t dai  punti  che  sono  posti  all’unità  di  distanza  dall'asse.  L'ar- 
co infinitamente  piccolo  db  si  potrà  riguardare  come  descritto  con 
moto  uniforme  nel  tempuscolo  di  ; e però  la  velocità  preconcepila  o> 
colla  quale  si  percorre  l’arco  infinitesimo  do,  sarà  la  velocità  ango- 
golarc  del  sistema  alla  (ine  del  tempo  /,  e si  esprimerà  col  rapporto 
do 

-r-  : onde  la  velocità  di  un  punto  che  nel  sistema  si  trovi  alla 
di 

distanza  r dall'asse  di  rotazione,  dovrà  determinarsi  colla  formola 

do 

tì  = rw=r  -r-  . 

di 

Premesse  queste  nozioni  iutorno  alla  velocità  angolare,  veniamo 
a sciogliere  due  questioni  relative  alla  forza  centrifuga  che  si  svilup- 
pa nella  rotazione  di  un  dato  sistema. 

365.  Ecco  la  prima  questione:  dovendosi  costruire  un  trailo  di 
strada  ferrata  sopra  un  piano  orizzontale  e la  cui  traccia  abbia 
una  curvatura  circolare  di  un  dato  raggio,  si  domanda  di  quanto 
debba  essere  più  alta  la  guida  esterna  delle  rotaie , acciocché  la  ri- 
sultante del  peso  di  un  carro  e della  forza  centrifuga  riesca  perpen- 
dicolare al  piano  delle  due  guide. 

Supponiamo  che  la  massa  di  uno  qualunque  dei  carri  sia  di- 
stribuita simmetricamente  al  di  qua  e al  di  là  di  due  sezioni  in 
lungo  c in  largo,  colle  quali  possiamo  immaginare  di  aver  diviso  il 
carro  in  due  parti  uguali  ; cosicché  il  suo  centro  B di  gravità  ( lig. 
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164.3  ) corrisponda  sul  punto  di  mezzo  della  strada  tra  le  due  gui- 
de. Ciò  posto,  sia  m la  massa  del  carro,  a — B'D'  la  larghezza  della 
strada  che  si  ha  a costruire,  r il  raggio  della  curvatura  computato 
dal  punto  di  mezzo  della  via,  » la  velocità  che  ha  il  centro  B iu 
questo  punto.  Oltre  a ciò,  rappresentiamo  colla  verticale  BC  la  for- 
za motrice  della  gravità,  colla  orizzontale  BE  la  forza  centrifuga, 
e colla  retta  BD  perpendicolare  al  piano  B'D'  la  risultante  delle  due 
forze  : cerchiamo  l’altezza  C'D'  = z,  che  è 1 ; elevazione  della  gui- 
da al  di  sopra  deU’orizzonte  B'C',  dove  giace  la  guida  interna. 

I triangoli  BGD,  B'C'D'  che  hanno  i lati  mutuamente  perpen- 
dicolari gli  uni  sugli  altri,  dànno  la  proporzione 

BD  : B'D'— CD  : C'D', 


e da  questa  si  ha 


z = C'D'=  jjjj-B'D'  = 


BE 


\/  bc+be' 


-a . 


Ma  sappiamo  (363.259)  che  la  forza  centrifuga  BE  = — , e che 

a forza  motrice  della  gravità  o il  peso  è BC  = mg  ; avremo  dun- 
que pel  valore  dell’altezza  cercata 


z = 


ami’ 


av 


V 


m'g'-f- 


\A/V- 


366.  L’altra  questione  è la  seguente  : un  regolatore  a forza 
centrifuga  (tig.  165. » ) consiste  in  due  palle  uguali  (issate  alla  estre- 
mità di  due  uste  AB  : le  due  aste  concorrono  in  un  puulo  (isso  A,  e 
con  altre  due  aste  CD  che  fanno  capo  a un  anello  inferiore , forma- 
no un  rombo  situato  in  un  piano  verticale.  Il  rombo  è articolato  ai 
quattro  vertici,  e l'anello  che  è infilato  dentro  a un  asse  verticale 
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scorre  su  e giù , quando  tutto  il  sistema  riceve  un  moto  di  rotazione , 
intorno  all’ asse  predetto.  Data  che  sia  la  velocità  angolare,  e la  co- 
mune distanza  delle  due  palle  pesanti  dal  punto  A,  si  domanda 
quale  è l’angolo  che  le  due  aste  AB  formano  col  fosse  di  rotazione. 

Consideriamo  le  due  palle  come  due  punii  pesanti  e congiunti  al- 
l’asse di  rotazione  per  mezzo  di  due  rette  geometriche:  quando  il 
sistema  si  mette  in  rotazione  attorno  all’asse  verticale  AD,  le  due 
palle  incominciano  a scostarsi  dall’  asse,  e l’angolo  delle  aste  col- 
l’asse cresce  a poco  a poco,  fino  a che  la  risultante  BF  del  loro  peso 
espresso  da  BH  e della  forza  centrifuga  espressa  da  BK  non  prenda 
per  direzione  il  prolungamento  delle  aste  AB.  A questo  punto,  sia  l 
la  lunghezza  delle  aste  AB,  w la  velocità  angolare  del  sistema,  ed  t 
l’angolo  che  quelle  formano  coll’asse  : prolungata  la  retta  orizzonta- 
le KB  fino  al  suo  incontro  coll’asse  in  G,  la  velocità  del  punto  B si 
esprimerà  (364)  con  « = «.  BE  = w / sen  *. 

Ciò  posto,  il  triangolo  rettangolo  BFH  ci  somministra  l’equa- 
zione 

' , , BK 

tang«=tangFBH=-gj|-  : 

e rappresentando  con  m la  massa  della  palla  B,  la  forza  centrifu- 
ga si  esprime  con 


mv 


bk=be  = 


m<o*/*scn*a 

/sena 


= ito’/  sen  a , 


e il  peso  con  BH  = mg.  Sostituendo  questi  valori,  otteniamo 


tanga= 


e»>*/  sen  a 
9 


1 


da  questa  poi  si  deduce  la  formola  cos  a = , la  quale  dà  il  va- 

lore dell’angolo  a che  si  voleva» 
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Il  regolatore  a forza  centrifuga  si  applica  bene  alle  macchine  in 
movimento,  sia  per  moderare  opportunamente  l'azione  della  forza 
motrice,  sia  per  dare  un  indizio  e un  segnale  a chi  sorveglia  la 
maccchina  che  il  movimento  di  questa  si  è accelerato  o rallentato. 
— Adesso  retrocedendo  con  ordine  sino  al  principio  del  capo, 
applichiamo  le  quattro  formole  qui  stabilite  alla  soluzione  di  al- 
trettanti problemi. 

367.  Problemi»  I.  Supponiamo  che  dal  vertice  alto  di  un 
circolo  verticale  venga  lancialo  con  una  data  velocità  un  punto  pe- 
sante, che  deve  scorrere  dentro  la  parte  concava  della  periferia; 
oppure  che  collocato  il  punto  sulla  parte  convessa  del  circolo  in  una 
data  posizione,  sia  quivi  lascialo  in  balia  del  proprio  peso  : si  cerca 
la  pressione  che  il  mobile  esercita  sulla  curva  circolare  nella  prima 
ipotesi,  e nella  seconda  si  domanda  la  posizione  del  punto  dove  il 
mobile  abbandona  la  curva. 

Sia  a il  raggio  del  circolo,  vQ  la  velocità  di  proiezione  nel  primo 
caso,  e 0 l’angolo  al  centro  descritto  dal  punto  mobile  : le  com- 
ponenti della  forza  acceleratrice  o motrice  nel  senso  della  tangente 
e della  normale  alla  curva  sono  rispettivamente  gseaO  , gcosO;  al 
tempo  stesso  varrà  la  relazione  ds  = a do  . Integrando  l'equazione 
(('.  338),  otteniamo  primieramente 

ds' 

= «*  = 2JT  ds  = 2a</Jsen  0 do  = — iag  cosO+C  ; 

poi  determinando  la  costante  pe’  valori  iniziali  v = va,  &=0°, 
abbiamo 


v'  = v*  H-  2a</(l — cos  0)  : 

quindi  relativamente  all’unità  di  massa,  dalla  forinola  [t!"  . 361) 
ricaviamo  immediatamente  la  pressione 

f=g  coso — 2</(l — cos  0)  =0(3 cosO—  2) — . 
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Se  la  velociti!  di  proiezione  è tale,  che  al  principio  del  moto  non 
vi  sia  pressione  contro  la  curva,  allora  si  ha  t0*  = ay,  e conse- 
guentemente 


P = 3</(cos9  — 1)  ; 

nel  punto  poi  più  basso  della  curva,  essendo  0=180°,  il  va- 
lore assoluto  della  pressione  sarà 

P = 6</, 


cioè  sei  volle  più  grande  del  peso  che  ha  lo  stesso  punto  mobile. 

Nel  secondo  caso  si  ponga  l’origine  delle  coordinate  alla  estre- 
mità superiore  del  diametro  verticale,  e si  prenda  questo  diametro 
per  asse  delle  ascisse  nel  senso  della  gravità  : le  componenti  della 
forza  aceeleratriee  secondo  gli  assi  saranno  X = g , Y = 0 ; e 
perciò  dalla  formula  (/'")  risulterà  la  pressione 


n v 

P = e -f . 

J ds  a 


Ora  essendo  x0  l’ascissa  della  posizione  iniziale,  a cagione  della 
foratola  (l'j  si  ha 

e*=^r  = 2 ^Xdx-hCost.=2i/(x — xj  ; 


sarà  dunque 


» _ „ d!J  _ 2g(s— ■ O 
r — y i 


ds 


L’equazione  della  curva  y—  yj  ìax  — x*  ci  somministra  il  valore 

2ox — x* 


, (o — x)Ax  . dxl 
d'J=  » 08813  df 


V 2 ax — x' 


(a  — x)*  ’ 
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ed  abbiamo  quindi  l'espressione 


sarà  duu.que  in  iìne 

P„  91»  -x)  _ j.) 

a a 

Gò  posto,  è evidente  che  il  mobile  allora  si  staccherà  dalla  peri- 
feria circolare,  quando  la  pressione  esercitata  sopra  di  essa  si  ri- 
duce a zero  : dunque  la  posizione  cercata,  o meglio  l'ascissa  cor- 
rispondente si  determinerà  mediante  Tequazionc 

g(«  — g)  _ 8g(g— gt)  _.Q  . 
a a ’ 


e si  avrà  per  conseguenza  x = 


968.  Problema  li.  Un  punto  materiale , costretto  a rima- 
nere sopra  una  curva,  parte  dalia  quiete  e si  muove  in  virtù  di 
una  forza,  la  quale  è diretta  costantemente  verso  un  centro  fìsso  ed  è 
proporzionale  alla  distanza  da  questo  centro:  si  vuol  sapere  qual 
debba  essere  la  curva,  affinchè  il  tempo  impiegato  a percorrere 
un  arco  qualunque  sia  uguale  a quello,  in  cui  lo  stesso  mobile  de- 
scriverebbe la  corda  corrispondente. 

Sia  0 il  punto  di  partenza  (fìg.  166.»  ),  Cil  centro  delle  forze, 
ed  M la  posizione  del  mobile  alia  line  del  tempo  t , nel  quale 
si  percorre  l’arco  ONM  = s . Facciimo 
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OC  = a,  MC=  r , OM=p  , MOC  = 0: 

stante  l’equazione  ( l ")  del  numero  (360),  avremo  integrando  e 
rappresentando  colla  stessa  distanza  r la  forza  proporzionale  ?, 

= — f rdr  -1-  Cost.  ==  o*  — r*  ; 

e siccome  nel  triangolo  OCM  sussiste  r*  — p*  4-  a*  — 2 a p cos  0, 
così  nei  movimento  del  punto  materiale  si  avrà 

ds  L 

— v2ap  cos  0 — p*  . 

Ciò  posto,  nel  movimento  del  punto  sopra  la  corda  OM  si 
deve  lare  ds  = dp  , e considerare  l’angolo  9 come  una  co- 
stante : sotto  queste  condizioni  la  forinola  ora  stabilita,  mediante 
l’integrazione,  ci  darà  il  tempo  che  impiega  il  mobile  a per- 
correre la  corda  ; cioè 

P - P 

f C dp r d(p  — a cos  9) 

J V^opcosO  — p*  J v^o’cos’0  — (p — acosO)* 


r 

-/ 


j p — a cos  8 
a cosd 


/ / p-acosO  V 

v \ acosO  ) 


a — a cosO  tz 

: are  sen  — - h 

ocosO  2 


Nel  movimento  poi  del  medesimo  punto  sopra  la  cuna  colla  ori- 
gine in  0,  dobbiamo  (315)  porre  ds= y/ tfo’-Hfy’  = y/ dp‘-+- p*d6*; 
e perciò  la  detta  formola  ci  somministra  pure  l'integrale 


t 


\fdp'  + p'dO' 
V/,2apcos0  — p* 
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per  esprimere  il  tempo  che  impiega  il  mobile  a descrivere  l’arco 
ONM.  Uguagliando  tra  loro  i due  valori  t,  giusta  la  condizione 
del  problema,  o differenziando  poi  l’equazione  risultante  per  ri- 
spetto alle  variabili  p e 0 , otterremo 

cosQrfp-hpsen 0d9  _,(j  r . 
coso  * r ’ 

e quindi  con  varie  operazioni  ben  facili  a comprendersi,  otter- 
remo ancora 


[j  psenOdO  V . , , 2 seno  . psen’o  , , 

(^-5^)  = + +fW  ' «*T  '*=**• 


dp  1 /coso  senO\,.  1 /cos*0 — sen'0\ . cos20  do 

STo-JST»  *°I— --  * 


•0=- 


scn  OcosO  y sen  20 


% 

Dinotando  con  c una  costante  arbitraria,  e integrando  l’ultima 

. , da  1 rfsen2Q  ... 

equazione,  cioè  — = -3-  57-  , avremo  in  Ime 

, p 2 sen  20, 

log(p)=  -j  log(  sen  20)  — log(c’)  , p^c”  sen  20  . 


Questa  equazione  rappresenta  una  lemniscata  di  Giacomo  Bcrnoulli, 
la  quale  ha  per  centro  l’origine  0 il  punto  di  partenza  0,  e 
per  asse  la  retta  B'OB  inclinata  di  45  gradi  sopra  l’altra  retta 
OCX  : la  forma  poi  della  curva  è quella  che  indichiamo  nella 
tavola  II,  come  apparirà  a chi  voglia  costruire  l’equazione  tra- 
scendente 


p*=c’sen  20 =c* sen 2(45°—  w)=c*cos2w . 

369.  Problema  IH-  Due  punti  di  ugual  massa  e che  si  at- 
traggono nella  ragione  inversa  duplicata  della  distanza,  fon» 
Voi.  IL  13 
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astretti  a muoversi  sopra  due  assi  ortogonali,  ciascuno  sul  suo : 
si  domanda  di  determinare  il  tempo , nel  quale  i due  mobili  rila- 
sciali da  una  data  distanza  alla  mutua  loro  attrazione , giugne- 
ranno  al  punto  dove  concorrono  i due  assi. 

Nella  lig.  Iti". a sieno  a—Hir , ft=HO  , b' =H'0  le  distanze 
dei  due  punti  materiali  tra  loro  al  principio  del  moto,  c dalla 
intersezione  degli  assi  ; e p=KK',  x=KO  , a/=K'0  sieno  le  di- 
stanze dei  medesimi  punti  tra  loro,  e dalla  intersezione  alla  line 
del  tempo  t.  Rappresentando  con  p la  forza  acceleratricc  alla  distanza 

= 1,  alla  distanza  = & si  esprimerà  con -v  la  mutua  attrazione 

P 

dei  due  punti  ; conseguentemente  ^ esprimeranno  le  ro- 

lativc  componenti  dell'attrazione  nel  senso  delle  tangenti  o degli 
assi,  sui  quali  si  muovono  i due  punti  : di  più  dovendosi  sosti- 
tuire gli  aumenti  — dx  , — di'  nella  formola  (/,.358)  in  luogo 
di  ds,  nel  movimento  dei  due  punti  mobili  dovranno  sussistere 
le  equazioni 


(1) 


d'x |a£  dV  __  ftx' 

? __  __  — 


Moltiplicando  la  prima  per  x',  la  seconda  per  x , e sottraendolo 
poi  Puna  dall'altra,  otteniamo 


xdV — si  d'x 

di' 


integrata  quest’ultima  equazione,  uc  risulta  l’altra 

xdxf — sf  dx  A 
dt  ~U 


senza  alcuna  costante,  perchè  al  principio  del  moto  le  velocità 
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il  che  fa  vedere  che  la  retta  la  quale  congiunge  i due  mobili, 
rimane  sempre  parallela  a sò  stessa,  c che  perciò  i due  punti 
ghigneranno  nello  stesso  tempo  in  0 intersezione  dei  due  assi. 

Ciò  posto,  riprendiamo  la  prima  delle  equazioni  (1),  c faccia- 
movi la  sostituzione  'del  valore  p=  ji,  quale  si  ottiene  dai  trian- 
goli simili  IIITO  e KK'O:  avremo 

d'x  ___  j^_ 
di * a*  ’ x* 

Questa  forinola  moltiplicata  prima  per  idi,  c poi  integrata,  di- 
viene 

l+cost  »-« 

di * a*  ' x a*  \ x b ) a1  ' bx 


Quinci 


Jt  , / a*  \/xdx  / a‘  ixdx 

• V 13*"  ’ [/b=7~  V W ‘ 


J a3  ( bdx  — ixdx 
* v tybx  — x * 
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bdx — ixdx 
tybx  — x' 


dot 

4 bx — hx' 
b' 


bdx  — ìxdx 
bx  — x ' 


» 1 

V «-{*-=?)■  I 


y 


o presi  gli  integrali  dentro  i limiti  b e zero , si  ha  il  valore  dei 
tempo  cercato 

T=  V/ [✓#*-»•-  -|-arc . cos  J 


370.  Problema  IV.  Un  punto  pesante  è astretto  a muoversi 
sopra  una  superficie  sferica  : si  vuol  determinare  la  sua  velocità 
e la  pressione  che  esercita  sulla  sfera. 

Prendiamo  il  centro  della  sfera  per  origino  delle  coordinate 
rettangolari  x , y , x,  o facciamo  che  l'asso  delle  s tenda  in  basso 
e coincida  colla  direzione  della  gravità  : il  raggio  a della  sfera 
dovrà  riguardarsi  come  la  diagonale  del  parallelepipedo  ret- 
tangolo che  intorno  a un  vertice  ha  per  lati  le  coordinate  x , y , s 
spettanti  a un  punto  qualunque  della  superfìcie  sferica.  L'equa- 
zione delia  superticic  sferica  sulla  quale  si  muove  il  punto  pe- 
sante, è dunque 

(1)  a?’-h>v,-+-z’=a* . 

Nel  caso  nostro  le  componenti  della  forza  accelcratrice  sono  X = 0, 
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Y = 0,  Z =g  ; inoltre  i coseni  degli  angoli  che  nel  punto  {x,  y,  z) 
la  direzione  della  pressione  P,  ossia  il  raggio  a,  forma  cogli  assi 

CD  V z 

coordinali,  si  esprimono  mediante  i valori  numerici  — , — , — ; 
dunque  le  tre  equazioni  (/.  356)  del  moto  divengono 


(2) 


d'x 

1F 


Per  mezzo  delle  equazioni  (1)  o (2)  potremmo  adesso  determinare 
le  quantità  x,  y,  z,  c P mediante  la  variabile  t : a noi  basterà 
restringerci  alla  soluzione  delle  due  quistioni  proposte. 

1 .°  Moltiplichiamo  ordinatamente  per  ite,  dy,  dz  le  equazioni  (2) 
e sommiamole  insieme  tra  loro  : avremo 


dx  d'x  ■+■  dy  d'y-\-dzd'z 


: g dz — — (x  dx- 


■ydy+zdz). 


Il  primo  membro  di  questa  equazione  non  è altro  che  il  diffe- 


renziale della  quantità 


. dx'  -4-  dy'  -f-  dz' 


idi' 


, ossia  di 


il  tri- 


nomio poi  che  è chiuso  dentro  la  parentisi  del  secondo  membro 
è manifestamente  nullo,  c lo  dimostra  la  differenziazione  dell’e- 
quazione (1)  : fatta  dunque  l'integrazione,  avremo 


=20Z-+-Cost. 


Quindi  rappresentando  rispettivamente  con  v0 , zQ  il  valore  ini- 
ziale della  velocità  e della  coordinala  verticale,  sussisterà  Cosi. 
= t>0’  — 2 gza;  perciò  nel  punto  (x  , y , z)  varrà  la  relazione 


t’,  = e0’-t-2i/(z  — :,)  , 

che  è quella  (359)  del  movimento  di  un  punto  pesante  per  una 
curva  verticale  qualunque. 
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2.°  Moltiplichiamo  ancora  con  ordine  lo  equazioni  (2)  per  x,  y,  z, 
e sommiamole  pure  tra  loro:  attesa  anche  l'equazione  (1),  avremo 


xd'x-+-yd'y-\-zd,z 

dt' 


= 9*  — - (x'-hy'  + z')=gz  — Va; 


ma  l’equazione  della  superficie  sferica  differenziata  due  volte, 
ci  dà 


xd'x-+-yd'y-+-  zd'z  dx* -4- dy’  -+- dz'  , 

dì'  ~ di'  “ *’  ’ 

dunque  la  pressione  del  punto  pesante  sulla  superfìcie  sferica  re- 
lativamente all’unità  di  massa,  è data  dalla  formola 

p_ 

a 

La  questione  che  abbiamo  risoluto,  ha  un’applicazione  nel  cosi 
detto  pendolo  conico.  Prendiamo  un  piccolo  globo  pesante  so- 
speso a un  lilo  ; e dopo  averlo  rimosso  dalla  posiziono  verticale 
di  equilibrio,  diamogli  un  impulso  in  una  direzione  qualunque: 
il  pendolo  comincia  a girare  a tondo;  c il  filo  teso  descrive  nello 
spazio  la  superficie  di  un  cono  col  vertice  nel  punto  di  sospen- 
sione, e nel  medesimo  tempo  si  avvicina  e si  allontana  alterna- 
mente dalla  direzione  verticale,  senza  mai  coincidere  con  essa. 
Di  un  tal  pendolo  che  chiameremo  conico,  ci  bastino  le  poche 
cose  che  abbiamo  ora  detto  intorno  a un  punto  pesante  costretto 
a muoversi  in  una  superficie  sferica:  più  a lungo  tratteremo  dei 
pendoli  circolare  e cicloidale  nel  capo  che  viene  appresso. 
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CAPO  X. 

TEORIA  DEI  PENDOLI  E MOTO  DELLA  TERRA 
INTORNO  AL  PROPRIO  ASSE. 

Congiungiamo  iu  questo  capo  ia  teoria  del  pendolo  e il  molo 
rotatorio  della  terra  intorno  al  suo  asse;  perché  quella  teoria  ci 
ta  conoscere  la  variazione  della  gravità  alla  superficie  terrestre, 
e questo  moto  di  rotazione  ce  ne  discopre  la  causa  principale: 
tratterremo  separatamente  dell'una  e dell'altro  in  due  paragrafi 
distinti. 


§.  1.° 

Oscillazioni  del  pendolo  circolare  e cicloidale. 

371.  Chiamasi  pendo(o  semplice  un  punto  pesante  A (lig.  168  a ), 
sospeso  a un  punto  lisso  C per  mezzo  di  un  tilo  inestensibile 
CA,  che  si  concepisce  come  una  retta  priva  di  peso  e capace 
di  muoversi  liberamente  intorno  alla  sua  estremità  C : il  pen- 
dolo composto  consiste  in  un  sistema  di  punti  pesanti,  ovvero  in 
un  corpo  qualunque  solido  che  può  oscillare  intorno  a un  asse 
orizzontale  in  virtù  della  gravità.  Il  pendolo  semplice,  come  beu 
si  comprende,  è un  puro  concetto  della  nostra  mente  e non  esiste 
in  natura;  ma  dai  matematici  si  studiano  le  leggi  dei  suo  mo- 
vimento, perchè  la  cognizione  di  queste  leggi  ci  conduce  agevol- 
mente a scoprir  quelle  che  hanno  luogo  nei  moto  dei  pendolo 
composto  e reale. 

innanzi  tratto  ò evidente  che  il  pendolo  semplice  CA,  se  venga 
rimosso  dalla  direzione  verticale  di  equilibrio  e poi  abbandonato 
liberamente  all'azione  della  gravità  nella  posizione  obliqua  CD, 
si  muoverà  nei  piano  verticale  che  lo  contiene,  descrivendo  un 
arco  del  circolo  DAI/ , allo  stesso  modo  come  senza  il  filo  si 


Digitized  by  Google 


200 


CORSO  DI  MECCANICA  — DINAMICA 


muoverebbe  sulla  circonferenza  lìssa  del  medesimo  circolo  il  punto 
pesante  A : perché  risoluta  la  forza  di  gravità  che  agisce  sopra  il 
punto  materiale  in  due  componenti,  una  diretta  secondo  il  tìlo  o 
il  raggio  CD,  l'altra  perpendicolare  al  filo  o diretta  secondo  la 
tangente  dell’arco  DAD'  in  D,  nell’uno  o nell’altro  caso  la  prima 
forza  componente  viene  distrutta  dalla  resistanza  del  punto  tisso 
C ovvero  dell’arco  fisso  DAD',  e perciò  il  moto  è prodotto  ugual- 
mente dalla  seconda  forza  componente  in  ambedue  i casi.  Ne  se- 
gue (290.  359)  che  dunque  il  pendolo  iu  qualunque  punto  avrà 
quella  medesima  velocità,  la  quale  è dovuta  all’altezza  dell’arco 
descritto  ; e dopo  di  aver  percorso  l’arco  DA  sino  alla  direzione 
verticale,  salirà  dalla  parte  opposta  descrivendo  in  pari  tempo  un 
arco  AD'  di  una  stessa  altezza  od  uguale  a quello  descritto  nella 
discesa  ; c andrebbe  quinci  scorrendo  innanzi  e indietro  per  l’arco 
D'AD  , senza  mai  ristare,  so  il  suo  movimento  non  fosse  a poco 
a poco  rallentato  ed  csliuto  dalla  resistenza  dell’aria  e daH’altrilo 
che  si  svolge  nel  punto  di  sospensione. 

Il  trascorrimento  del  pendolo  dall’una  all’altra  estremità  dell’arco 
DAD' , si  dice  oscillazione : la  distanza  AC  del  punto  pesante  A 
dal  punto  di  sospensione  C,  si  chiama  la  lunghezza  del  pendolo  ; 
il  quale  è detto  circolare,  perchè  essendo  libero  il  filo  oscillante, 
la  sua  estremità  si  muove  per  un  arco  di  circolo. 

312.  Oscillazioni  «lei  pendolo  semplice  nel  vuoto  per 
archi  circolari  abbastanza  piccoli.  La  proprietà  del  pendolo 
che  più  importa  per  la  pratica,  è l’isocronismo  delle  sue  oscilla- 
zioni quando  sieno  di  poca  ampiezza  : il  primo  a riconoscere  una 
tal  proprietà  fu  Galileo,  il  quale  tuttavia  giovinetto  l’osservò  nelle 
oscillazioni  di  una  lampada  sospesa  nel  duomo  di  Pisa;  ed  ecco 
come  si  dimostra  per  un  pendolo  semplice  nel  vuoto. 

Sieno  CA  = / (tig.  158.»  ) la  direzione  verticale  e la  lun- 
ghezza del  pendolo,  CD  la  posizione  iniziale  del  medesimo  e CE 
la  posizione  alla  fine  del  tempo  I,  DE=s  l’arco  descritto  in 
questo  tempo  dall’estremità  del  pendolo  lascialo  a se  stesso,  * e p 
gli  angoli  DCA  ed  ECA,  ossia  gli  archi  che  loro  corrispondono 
in  un  circolo  di  raggio  = 1.  Condotte  le  rette  orizzontali  DII, 
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EK,  od  espressa  con  « la  velocità  acquistata  dal  pendolo  nella 
posizione  CE;  equivalendo  la  differenza  CK  — CH  all’altezza  IIK 
dell’arco  percorso,  sarà  (371.  271) 

«*  = 2</(CK  — CH)  = 2<f/(cos  fi  — cos  % ) 

=4<?/sen  i (<»-+- p)  seni  (*  — fi)  : 

ma  {ter  ipotesi  l’arco  DA,  ovvero  l’arco  simile  a , c conseguente-  . 
mente  gli  angoli  1 [i-\-  fi)  ed  \ {a— fi)  sono  così  piccoli,  che  senza 
errore  sensibile  possono  sostituirsi  ai  loro  seni;  si  avrà  dunque 

v=[/iyl.ì(  i -+-?)  . 1 (*  — fi)  = */ gl[  a1—  fi1)  . 

E siccome  abbiamo  ancora  (356)  nel  moto  impedito  l’espressione 
generale 

ds  ' rf(/*  — Ifi)  l dfi 

v~  lt~  Il  ~~  ~dT  ’ 

cosi  uguagliando  i due  valori  della  velocità,  troveremo 


presi  gli  integrali,  nascerà  la  relazione  finita 


/ / fi  ' 

t=V  — . are  cos  -+-C  ; 

(I  « 
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e corrispondeudo  al  tempo  t — 0 l’angolo  (ì = a,  e perciò  essendo 
la  costante  C=  0,  si  avrà  in  fine 


Tale  ò l’espressione  del  tempo,  che  impiega  il  pendolo  a passare 
dalla  posizione  iniziale  CD  a un’altra  posizione  qualunque  CE: 
onde  se  indichiamo  con  /,  il  tempo,  in  cui  il  pendolo  perviene  alla 
posizione  verticale  CA  e compie  la  semi-oscillazione  DA,  riflettendo 
che  nella  medesima  posizione  verticillo  l’angolo  [3  diviene  uguale 


a zero,  otterremo  facilmente  il  valore  I,  — 
sarà 


e quindi 


l’espressione  del  tempo,  nel  quale  il  pendolo  eseguisce  una  in- 
tera oscillazione.  Ora  cotcsta  espressione  è affatto  indipendente 
dall’angolo  iniziale  x,  ossia  dalla  ampiezza  delle  oscillazioni  che 
del  resto  si  suppongono  abbastanza  piccole  : dunque  le  oscillazio- 
ni del  pendolo  semplice  per  piccoli  archi  di  cerchio  comunque  disu- 
guali, si  fanno  tutte  nello  stesso  tempo,  o meglio  sono  sensibil- 
mente isocrone.  Dico  sensibilmente ; perche  nel  calcolo  che  ci  ha 
condotto  alla  formola  («) , abbiamo  preso  gli  archi  4 (a  -f-  d)  ed 
4 (x  — p)  in  luogo  dei  seni  corrispondenti. 

373.  La  formala  (»)  che  ci  dà  la  durala  di  una  oscillazione  del 
pendolo  semplice  per  un  piccolo  arco  qualunque  di  cerchio,  ov- 
vero la  proposizione  che  in  quella  formola  è contenuta  rispetto  al- 
l'isocronismo delle  oscillazioni  di  un  pendolo  circolare,  si  può  an- 
che dimostrare  con  un  metodo  elementare  nel  modo  seguente. 

Sia  DAD'  (lig.  169.“  ) l’arco  circolare  abbastanza  piccolo,  pel 
quale  va  oscillando  il  pendolo  CA  intorno  al  punto  di  sospensio- 
ne C:  rappresentando  EE'  un  elemento  infinitesimo  dell’arco,  si 
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conducano  sopra  la  direzione  verticale  CA  i perpendicoli  EK, 
E'K'  ; si  meni  ancora  la  retta  orizzontale  DHD',  e sopra  AH  co- 
me diametro  si  descriva  il  circolo  HFF'A.  Ciò  porto  la  velocità 
acquistala  dal  pendolo  nella  posiziono  CE,  essendo  dovuta  (371) 
all’altezza  dell’arco  percorso  DE,  avrà  (271)  per  espressione 
V/ iij.  HK  ; e siccome  può  supftorsi  che  l’ arco  infinitesimo  EE' 
venga  percorso  con  moto  uniforme  nel  tempuscolo  0 ,.  cioè  colla 
sola  velocità  concepita  dal  mobile  nel  punto  E,  così  sussisterà 
(9)  la  forinola 


EE' 

V/2 <j  • HK  ‘ 


Chiamata  l la  lunghezza  del  pendolo,  o il  raggio  del  circolo  DAD', 
e tirala  la  verticale  E'B  sino  alla  retta  EK,  i due  triangoli  ECK 
ed  EBE',  che  hanno  i lati  rispettivamente  perpendicolari,  sono 
simili  tra  loro  o ci  danno  la  proporzione  EK  : KK'  =1:  EE'  , 


donde  si  raccoglie  il  valore  EE'  = 

° * 


/.  KK' 
EK 


e si  conchiude  che 


un  elemento  infinitesimo  EE'  dell'arco  circolare  DAD'  è uijuale 
alla  sua  proiezione  KK'  sopra  il  diametro  verticale , moltiplicata 
per  il  rapporto  che  passa  tra  il  ragtjio  del  circolo  e la  per- 
pendicolare EK  condotta  sopra  lo  stesso  diametro.  Sostituendo  un 
tal  valore  nella  formolo  superiore,  otterremo 


0 = 


/.  KK' 
KKV  ì,j  . HK 


ora  nella  ipotesi  di  una  piccola  ampiezza  di  oscillazione,  si  può 
trascurare  senza  errore  sensibile  il  segmeulo  KA  in  confronto  del- 
l’intero diametro  2/;  e però  il  perpendicolo  EK,  che  è medio 
geometrico  proporzionale  tra  i due  seguenti  del  diametio,  si  espri- 
mo colla  equazione 
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EK  = v/(2 / — KA)  KA  = A — HK)  : 

dunque  si  avrà 


/.  KK' yjf  KK' 

~~  t/S/(HA— HK)\/2y  .HK  “ VJ  s/HK(HA— HK) 

1 ,/T~  4 HA . KK' 

HA  V g v'HKfHA— HK)  ' 

In  questa  formola  l’ultimo  fattore  rappresenta  l’arco  infinitamente 
piccolo  FF',  che  nel  circola  HFF'A  corrispondo  aU’elemcnto  EE' 
dell'arco  DAD'  ; giacché  secondo  il  teorema  dimostrato  cd  enun 
ciato  poc'anzi,  si  ha 

pp,_  |HA.  KK'  _ *HA.KK'  _ 4 HA . KK' 

FK  ~~  \/HK.KA  \/HK(HA  — HK) 

risulterà  dunque  in  (ine  il  valore  del  tempo  0,  espresso  colla 
forinola 


6 


FF' 

HA 


Da  questa  formola  s'inferisce  clic  il  temi»,  impiegalo  dal  pen- 
dolo a percorrere  un  elemento  qualunque  infinitesimo  EE'  del- 
l’arco DEA,  si  esprime  col  prodotto  della  quantità  costante 


per  l’arco  FF',  che  corrisponde  al  medesimo  elemento 


nella  semicirconferenza  IIFA  ; dunque  la  somma  dei  tempi  im- 
piegati a percorrere  tutti  gli  elementi  dell’arco  DEA,  ossia  il 
tempo  necessario  a compiere  la  metà  della  oscillazione,  si  esprimerà 
colla  predetta  quantità  costante,  moltiplicata  per  la  somma  di  tutti 
gli  archi  FF'  onde  si  compone  la  predetta  semicirconferenza  che 
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è uguale  alla  quantità  r.  i HA;  conscguentemente  il  tempo  o la 
durata  di  uua  intera  oscillazione  del  pendolo  CA  per  l’arco  DAI)' 
- sarà 


(■)  T==v/y  • 

Di  tal  modo,  non  dipendendo  il  tempo  T dalla  quantità  HA,  che 
determina  l’estensione  dell’arco  di  oscillazione  DAD',  si  conchiude 
nuovamente  che  le  oscillazioni  del  pendolo  semplice  per  piccoli  ar-  » 

chi  di  cerchio,  comunque  disuguali  Ira  loro , sono  sensibilmente  iso- 
crone, ossia  della  medesima  durata.  Nella  dimostrazione  si  è suppo- 
sto abbastanza  piccolo  l’arco  DAD',  e si  è inoltre  trascurata  la  quan- 
tità KA  in  confronto  della  lunghezza  2/  ; perciò  nella  conclusione 
si  asserisce  che  le  oscillazioni  sono  isocrone  solo  sensibilmente  per 
piccoli  archi  di  cerchio. 

374.  CoiMCgaeiMC  della  teoria  del  pendolo  semplice. 

Rappresentiamo  con  n,  n'  i numeri  delle  oscillazioni  che  in  uri 
medesimo  tempo  0 fanno  due  pendoli,  situati  nello  stesso  luogo 
t e aventi  le  lunghezze  /,  /':  essendo  T , T'  i rispettivi  tempi  di 
ciascuna  oscillazione  nei  due  pendoli,  in  virtù  della  forinola  (u) 
si  avrà  la  proporzione 


T:  r = v//  : \/T  ■ 

• / 

6 9 

Ma  attesi  i valori  T = — , T'=  si  ha  pure  l’ altra  proporzione 


sarà  dunque 
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Ciò  vuol  dire  che  in  un  dato  luogo  qualunque  le  lunghezze  dei 
pendoli  sono  inversamente  proporzionali  ai  quadrali  dei  numeri 
delle  oscillazioni,  che  fanno  in  un  medesimo  tempo. 

Quindi  l.°  potremo  facilmente  determinare  la  lunghezza  del 
pendolo  semplice  che  compie  le  singole  oscillazioni  in  ciascun 
minuto  secondo,  senza  bisogno  di  conoscere  il  valore  della  gra- 
viti! g.  A (juesto  effetto  basta  di  fare  oscillare  in  un  dato  luogo 
un  pendolo  che  abbia  una  lunghezza  arbitraria  a,  e di  osservare 
il  numero  n delle  oscillazioni  che  esso  fa  in  un  tempo  determinato, 
per  cs.  nell’intervallo  di  un  minuto  primo:  la  lunghezza  x del 
pendolo  semplice  che  nello  stesso  luogo  eseguisce  ciascuna  oscilla- 
zione in  un  secondo,  si  ricaverà  dalla  proporzione 

x : a = «’  : 60*  ; 

‘e  sarà  x =.  ■ . C-osì  nei  nostri  paesi  risulta  x = 0”> , 9933 

in  circa. 

2.°  Trovata  la  lunghezza  p.  es.  del  pendolo  semplice  che  batte 
i secondi  in  un  dato  luogo  della  terra,  si  trova  pure  pel  mede- 
simo luogo  il  valore  della  gravità  terrestre.  Imperocché  l’equazio- 

T*l 

ne  (u),  risoluta  per  rispetto  a g,  ci  dà  1/  = -^-  ; e questa  forino- 
la, conosciuta  che  sia  la  lunghezza  del  pendolo  a secondi,  ci  fa 
conoscere  immediatamente  la  gravità  terrestre  g.  Così  nei  nostri 
paesi,  sarà 


g = **(0«\  9933)  = 9*  8034  ; 

il  qual  valore  si  è già  indicato  nel  numero  (274),  c più  volte  ado- 
perato in  altri  numeri. 

3.°  balla  diversa  lunghezza  del  medesimo  pendolo  a secondi  nei 
differenti  paesi  s’inferisce  che  la  gravità  terrestre  va  sempre  più 
diminuendosi  dai  poli  all’equatore.  Imperocché  restando  invariato 


Digitized  by 


TEORIA  REI  PENDOLI 


207 


il  tempo  della  oscillazione  di  un  pendolo,  la  forinola  superiore 

Ti'l 

g — Tp-  ci  dimostra  che  la  gravità  nei  varii  luoghi  della  terra  è 


proporzionale  alla  sola  lunghezza  di  quel  pendolo:  ma  la  lunghez- 
za del  pendolo  semplice  il  quale  faccia  sempre  la  sua  oscillazione 
in  un  secondo  di  tempo,  è tanto  più  corta  quanto  si  trova  più 
dappresso  all'equatore  e più  discosto  dai  poli  ; dunque  alla  super- 
ficie della  terra  la  gravità  diminuisce  continuamente  dai  poli  al- 
l'equatore. Studieremo  più  innanzi  le  cause  di  queste  variazioni 
della  gravità  : per  ora  vediamo  che  cosa  succeda,  quando  il  pen- 
dolo semplice  si  muove  nell'aria  o in  un  mezzo  resistente,  e l'am- 
piezza delle  sue  oscillazioni  iniziali  è abbastanza  piccola. 

37.i.  OkcIIIuxIoiiI  del  pendolo  semplice  In  nn  mezzo  re- 
aUlente.  Trattandosi  di  velocità  assai  piccole,  noi  supporremo  la 
resistenza  del  mezzo,  per  es.  dell'aria,  proporzionale  alla  semplice 
velocità  del  punto  pesante,  ebe  nel  pendolo  oscilla  per  archi  cir- 
colari abbastanza  piccoli  ; sicché  conservando  le  denominazioni  usa- 
te di  sopra  (372),  avremo  <j  sen  p per  la  espressione  della  forza 
acccleratrice  di  gravità  secondo  la  tangente  della  curva,  c potre- 
mo rappresentare  con  — la  forza  acccleratrice  dovuta  alla  resi- 


stenza che  è direttamente  opposta  alla  prima  forza.  Laonde  l’equa- 
zione del  movimento,  giusta  la  forinola  generale  (l1)  del  numero 
(338),  nel  caso  presente  sarà  questa 


d's 

3jr=jasnp— 


il  ■ 
k 


...  d's  d'{h  — l 3) 

ma  abbiamo  = — 


di' 


ds  , 

v=~sr=-1 


Jr 


e per  la  piccolezza  delle  oscillazioni  possiamo  sostituire  I’  angolo  g 
al  suo  seno;  dunque  il  movimento  del  pendolo  nell’aria  lo  dovremo 
determinare  per  mezzo  della  equazione  lineare  e differenziale  di  se- 
condo ordine 
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d'±  g g 0 

di'  + T rfT^T3-0- 


Integriamo  questa  equazione  col  metodo  esposto  nel  numero  (CXII) 
della  Introduzione.  L’  equazione  ausiliare  sarà 

R*-t-4  R-+-  f = 0 , 


c le  sue  radici  saranno 


rJ=  — 


le  quali,  per  la  piccolezza  della  frazione 


9 

T 


potendosi  fare 


<y 


si  scrivono  anche 


in  questo  modo 

r = - ^--4-  h\J  -f  s/=T,  ^ = - {k~h\/j-  v/~T- 


Quindi  le  due  formolo  (54)  del  numero  citato  (CXII)  ci  daranno,  per 
l’ integrale  dell’equazione  (1)  trovata  poc’anzi,  le  relazioni 


_ IL 

p'  = (y'‘=Ce  24- 


7 
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Z=ert(C-hJ&e-rtdl) 


— e 


UL 

n 


( hts/  -f  \/-i  -a/v/  4-s/-ì) 

(C'e  1 —C"e  1 ) 


AL 

n 


£c,  scn^  hl\/  A-  j -+-C,  cos^  hi  \/  A-  jj 


Per  determinare  le  costanti  C,  e C, , osserviamo  che  in  questa 
ultima  equazione  e in  quella  che  so  ne  deriva  colla  differcnziazioue 
ds 

si  ha  (3  = a e =0,  quando  è / = 0 : sarà  dunque  C,  = a , 


eC. 


a V'ijl 

m ’ 


per  conseguenza  la  funzione  j2  e la  sua  derivata 


rispetto  al  tempo,  attendendo  alla  uguaglianza  -+-  A*  = 1 , le 
potremo  esprimere  colle  due  formole  seguenti 


f=’H  “v/ f )+  m *“( u 'Li  ). 

)»  tk 


Ora  alla  fine  di  ciascuna  oscillazione  la  velocità  del  pendolo  è nul- 

fio 

la,  e si  ha  = 0 : dunque  in  virtù  della  seconda  formola  (2)  si 


avrò  sen^  hl\/  A-  j = 0 ; c alla  line  della  prima,  della  seconda. 

della  terza,  . . . oscillazione  il  valore  del  tempo  trascorso  dal  prin- 
Vol.  II.  14 
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cipio  del  molo  Uno  a quell’  istante  verrà  dato  dalle  rispettive  for- 
inole 


Vale  a dire  le  oscillazioni  di  un  pendolo  semplice  nell’aria  per  ar- 
chi circolari  abbastanza  piccoli , compiendosi  ciascuna  in  un  tempo 

M T=  Wt  ' 

sono  tutte  isocrone  tra  loro,  e quasi  sincrone  con  quelle  che  fa 
il  medesimo  pendolo  nel  vuoto  ; giacché  la  loro  durata  è ingran- 
dita nel  solo  rapporto  di  1 ad  A.  • 

Di  più  se  nella  prima  formola  (2)  invece  di  t si  sostituiscono 

successivamente  i valori  T,  2T,  3T,..,  risulteranno  le  espressioni 

/ 

iV  ql  2-y/  gl  SWgl 

ìkF  2 kt  2 W 

7 pt=—ze 

le  quali  appartengono  all'angolo  che  forma  colla  verticale  la  di- 
rezione dei  pendolo  alla  line  della  prima,  della  seconda,  della 

WVI 

ìkh 

terza, . . . oscillazione:  adunque  ponendo  per  brevità  e = o, 

le  ampiezze  delle  successive  oscillazioni  si  esprimeranno  coi  ri- 
spettivi termini  della  progressione  geometrica  decrescente 

a-+-aw  = a(l  -+-«),  a» 4- a«*  =a(l H-u)u  , au*+aM* 
e cosi  vibrando  un  pendolo  semplice  nell’aria  per  piccoli  archi 
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di  circolo , le  sue  oscillazioni  andranno  sempre  più  restringendosi 
in  progressione  geometrica  fino  alla  estinzione  del  moto.  Con  que- 
sto due  conclusioni  teoriche  essendo  d’accordo  i risultati  delle  os- 
servazioni e della  esperienza  fatta  sui  pendoli  che  oscillano  nel- 
l'aria fra  due  limiti  abbastanza  ristretti,  ne  consegue  che  rispetto 
a tali  oscillazioni  la  resistenza  dell'aria  si  può  assumere  come 
proporzionalo  alla  semplice  velocità,  giusta  l'ipotesi  che  abbiamo 
fatto  da  principio. 

376.  Ottimazioni  dii  pendolo  rompowto.  Dimostriamo  che 
anche  in  questo  pendolo  le  oscillazioni  sono  sensibilimente  isocrone 
sì  nel  vuoto  come  nell'aria,  purché  si  facciano  per  archi  cir- 
colari abbastanza  piccoli. 

11  pendolo  CA  (tig.  170.»)  sia  un  peudolo  composto,  cioè  for- 
malo di  più  punti  pesanti  A,  A',...,  B',  B iuvariabilmente  connessi 
tra  loro  e situati  p.  es.  in  uua  medesima  retta  CA.  So  questi 
punti  fossero  tutti  separali  gli  uni  dagli  altrie  costituissero  altret- 
tanti pendoli  semplici,  è fuor  di  dubbio  che  quelli  più  vicini 
all’  asse  o al  punto  di  sospensione  C,  come  B'  e B,  compirebbero 
più  celeremente  degli  altri  le  loro  oscillazioni;  c per  converso 
quelli  più  lontani  dallo  stesso  punto  di  sospensione,  come  A'  ed 
A,  oscillerebbero  più  lentamente  dei  primi  punti:  per  convincer- 
sene, basta  por  mente  alla  formola  (u)  dei  numeri  (372.  373), 
ovvero  alla  formola  (u'j  del  uumero  precedente;  giacché  queste 
due  forinole  ci  mosirano  immediatamente  che  nel  pendolo  sem- 
plice, tanto  più  corto  o più  lungo  è il  tempo  di  ciascuna  oscil- 
lazione, quanto  minore  o maggiore  è la  lunghezza  dei  medesimo 
pendolo,  ossia  la  distanza  del  punto  pesante  dal  punto  di  sospen- 
sione. Ma  poiché  tutti  i punti  del  sistema  di  fatto  sono  col- 
legati tra  loro,  e costretti  a muoversi  insieme  e a compiere  nello 
stesso  tempo  le  loro  oscillazioni;  perciò  per  la  mutua  azione 
dovrà  necessariamente  accadere  che  il  movimento  oscillatorio  dei 
punti  più  vicini  all’asse  di  sospensione  sia  ritardalo  dai  puuti 
più  lontani,  e viceversa  che  il  movimento  dei  punti  più  lontani 
sia  accelerato  dai  più  vicini  all’asse:  quindi  si  comprende  che 
nella  medesima  serie  di  punti  successivi  ve  ne  dovrà  essere  udo 
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intermedio,  per.  cs.  il  punto  0,  il  quale  sia  tanto  accelerato  da 
quelli  che  lo  precedono,  quanto  è ritardalo  da  quelli  che  gli 
vengono  dietro;  questo  punto  in  sostanza  non  soffrila  per  parte 
degli  altri  nè  accelerazione  nè  ritardo,  e oscillerà  allo  stesso 
modo  e nello  stesso  tempo,  come  se  fosse  indipendente  dagli 
altri  punti  del  sistema  c formasse  il  pendolo  semplice  CO.  Dalla 
qual  cosa  si  raccoglie  elio  il  pendolo  composto  CA  fa  le  sue  oscil- 
lazioni alla  stessa  guisa  di  un  pendolo  semplice,  il  quale  avesse 
per  lunghezza  la  retta  CO  : ma  secondo  ciò  che  abbiamo  già  di- 
mostrato, le  oscillazioni  dol  pendolo  semplice  CO  per  archi  circo- 
lari abliastanza  piccoli  sono  sensibilmente  isocrone,  sì  pel  vuoto 
come  nell’aria;  dunque  la  stessa  cosa  è a dire  rispetto  alle  oscil- 
lazioni di  un  pendolo  composto  CA. 

377.  Centro  <ii  umcUIuzIuiic.  Nel  pendolo  composto  CA  si 
dice  Sfinirò  di  oscillazione  il  punto  0,  che  oscilla  come  se  fosse 
isolato  e diviso  dagli  altri  punti:  la  sua  distanza  dall'asse  o dal 
punto  C di  sospensione,  è la  lunghezza  di  un  pendolo  semplice 
sincrono  col  dato  pendolo  composto. 

Per  determinare  meccanicamente  il  detto  centro,  si  osservi  il 
tempo  che  impiega  il  pendolo  composto  CA  a fare  un  numero 
considerevole  di  oscillazioni,  e si  divida  poi  quel'  tempo  per  quo- 
to numero  di  oscillazioni  : il  quoto  che  ne  risulta,  sarà  il  tempo 
corrispondente  a ciascuna  oscillazione.  11  valore  di  un  tal  quoto 
si  sostituisca  in  luogo  di  T nella  formola  (u)  dei  numeri  (372.  373), 
ovvero  nella  formola  (u'J  del  numero  (375);  se  ne  dedurrà  la  lun- 
ghezza l di  un  pendolo  semplice,  che  compie  le  sue  oscillazioni 
nello  stesso  tempo  che  il  pendolo  composto  CA,  nel  vuoto  ov- 
vero nell'aria:  laonde  so  a partire  dal  punto  di  sospensione  si 
prenda  in  CA  una  tal  distanza  CO,  la  quale  riesca  uguale  alla  luu- 
gezza  l già  determinala,  sarà  nel  punto  0 il  centro  di  oscilla- 
zione del  pendolo  com|>osto.  La  lunghezza  CO  di  un  pendolo 
semplice  sincrono  col  dato  pendolo  composto  CA,  è quella  che 
si  deve  usare  nella  risoluzione  delle  questioni  pratiche  che  spet- 
tano al  movimento  dei  pendoli. 


\ 
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Del  resto  in  qualunque  corpo  che  sia  mobile  intorno  a un 
asse  fisso,  si  può  determinare  analiticamente  il  centro  di  oscil- 
lazione: di  questa  maniera  noi  lo  determineremo  nell'ultimo  capo 
di  questa  parte,  dove  mostreremo  ancora  che  il  centro  di  oscil- 
lazione è sempre  più  distante  dall’asse  di  sospensione  che  lo 
stesso  centro  di  gravità;  e che  di  più  la  sua  posizione  dipende 
ne’corpi  omogenei  della  sola  forma  del  mobile,  e nei  corpi  ete- 
rogenei dalla  forma  insieme  e dalla  densità.  Dopo  di  avere  con- 
siderato le  oscillazioni  d'uu  pendolo,  semplice  o composto,  nel 
vuoto  o nelfaria,  per  archi  circolari  abbastanza  piccoli,  è bene 
che  consideriamo  ancora  le  oscillazioni  di  un  pendolo  semplice  . 
nel  vuoto  per  qualunque  arco  di  cerchio. 

378.  ©««-Illazioni  di  un  punto  pedante,  o di  un  pen- 
dolo semplice  uri  vuoto  per  un  arco  qualunque  di  eer- 

ehio,  Sia  DAD'  (fìg.  108»)  un  arco  circolare  di  qualsiasi  am- 
piezza, per  il  quale  si  muove  il  punto  pesante  D,  ovvero  oscilla 
il  pendolo  semplice  CD  di  qua  e di  là  dalla  verticale  CA;  e 
DE=t  sia  l’arco  che  nel  tempo  t descrive  lo  stesso  mobile,  abban- 
donato a sè  medesimo  senz’alcuna  velocità  iniziale:  riferita  la 
periferia  del  circolo  ai  due  assi  ortogonali  ACX  ed  AY,  rap- 
presentiamo con  l il  raggio  del  medesimo  circolo  o la  lunghezza 
del  pendolo,  con  x ed  y le  coordinate  del  punto  E,  e con  h 
l’ascissa  della  posizione  iniziale  D.  Per  determinare  il  tempo  T 
dell’intera  oscillazione  del  punto  pesante  o del  pendolo  per 
l’arco  DAD',  troviamo  prima  l’espressione  differenziale  del  tempo 
t,  che  il  mobile  impiega  a percorrere  l’arco  DE. 

L’equazione  della  curva  circolare  y'=  2 / x— »*,  mediante  la 

differenziazione  diviene  ; e si  ha  iierciò  nel 

dx  v/2U  — x'  1 

presente  caso  la  formola 


(/-*)• 
2 Ix — x* 


dx 


— Idx 
V/  2 lx  — x' 
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nella  quale  si  adopera  il  segno  negativo  per  la  ragione  clic  al 
crescere  dell'arco  s diminuisce  l'ascissa  x del  punto  estremo: 
quindi  siccome  la  velocità  che  acquista  il  punto  pesante  o il 
pendolo  nel  descrivere  l'arco  *=DE,  è dovuta  (371)  all'altezza 
IIK=A — x,  e si  esprime  (271)  colla  quantità  \/t  <j  ( h — x);  cosi 
* ds 

l’equazione  generale  v = , ci  darà  nel  nostro  caso  partico- 

lare l'espressione  differenziale 


L’integrale  di  questa  espressione  non  si  può  ottenere  sotto  forma 
finita  per  mezzo  di  funzioni  algebriche  o trascendenti,  e con- 
viene svilupparlo  in  una  serie  convergente:  a tal  fine,  essendo 
x minore  di  2 /,  possiamo  svo’gere  secondo  la  serie  di  Newton 

la  funzione  fi — ^ ^ ; di  questo  modo  avremo 


e per  conseguenza 

At 1 v / J_  j'  (ir  | 1 1 xdx 

2 <J  L lue  — X*  - (2/)  y/hx — X ’ 

1.3  1 x'dx  , 1.3.3  1 xldx 

■*■2.4  (il*  2.4.0  (2/)*  +'" 
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S'integri  questa  espressione  differenziale  dal  limite  x=h  sino  al 
limimite  jj=0,  ovvero  scambiati  tra  loro  i limili  e mutato  il 

segno,  s’integri  da  zero  sino  ad  h ; si  avrà  il  tempo  T,  nel 

quale  si  compie  la  semi-oscillazione  per  l’arco  DA:  quindi  il 
tempo  della  intera  oscillazione  per  l’arco  DAD',  verrà  dato  dal- 
la serie 


Ora  per  trovare  gli  integrali  compresi  in  questa  serie,  dalle 
regole  del  calcolo  differenziale  abbiamo 

— x'  j=jj« — 1)  x"~V hx — a?* -4- 

[ (2n  — 2)  — a?*) hx*-'—  2a^]  dx 

V hx—x% 

f (2n  — \)hxn~'  — 2 nx*]dx 

ì^hx — xr  ’ 

donde  procede  immediatamente  la  formola  integrale 
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a"da? 


f l!i  f -£É=.  . 

J \J hx  — a?*  2n  y y/  Aa? — x 


la  quale  presa  tra  i limiti  a;=0eda?=/i  diviene  semplicemente 


h h 

xndr  2n — 1 h f x”~'dx 

\J  hx  — x'  -n  J y/ hx — a?* 

0 0 


/ 


Da  questa  formola  generale  si  scorge  che  gli  integrali  definiti, 
contenuti  nella  - espressione  superiore  del  tempo  T,  dipendono 

h 

C di n 

tutti  dall’integrale  / — • sicché  fallo  successivamente  n 

J y/ hx— x' 

0 

— 1 ,=2,=3, nella  medesima  formola,  risulteranno  i valori 


n n 

/x  dx  h f da? 

y/  hx — a?’  ^ y y/ hx  — a?’  ’ 

o o - 

h h 

/x'dx  _3  h f x dx 

\/hx — a?*  4 J y/  ha'  — a?’ 


— i*  f dx 

2.4  y y/Aa? — a?‘  ’ 


/*  a?*da? 1.3.5  A,  ^ da? * 

»/  y/Aa? — a?*  2.4.6  y y/fo? — a1’  * 
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Mediante  questi  valori,  la  serie  che  ci  dà  l’espressione  del  tempo 
T,  si  scriverà  nel  modo  seguente: 


siccome  poi  si  ha  indefinitamente 


f dx  _ f dx 

J y/hx—x'  J ^ h'  / 


=/ 


— d 


h—ìx 


vM^-I 


= arccos 


h — ìx 


, e perciò  J 


dx 


V7  hx — x' 


così  sussisterà  in  fine 


T=V 7[1+(t)  iì+Itt  ) ('«  ) 


f 1.3.5  V 

7 A \’  ! 

+(io  ) 

(li  )+-"J 

..  / Google 
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Tale  è la  forinola  o la  serie,  cbe  nel  pendolo  semplice  ci  dà 
la  durala  di  una  oscillazione  per  un  arco  qualunque  di  cerchio. 

La  medesima  serie  sarà  mollo  convergente,  quando  è abba- 
stanza piccolo  il  rapporto  della  ascissa  iniziale  h al  diametro 
2 /-•  se  poi  l’ampiezza  delle  oscillazioni  si  compone  di  un  piccolo 
numero  di  gradi,  sicché  possa  riputarsi  piccolissima  l'ascissa  h 
della  posizione  iniziale  rispefto  al  diametro  2 l,  nella  serie  su- 
periore potremo  restringerci  al  solo  primo  termine,  trascurando  tutti 

gli  altri;  troveremo  in  questa  ipotesi  la  forinola  T=*  v/T. 

già  stabilita  nel  numero  (372),  la  quale  è indipendente  dal- 
l’altezza h dell’arco  percorso  di  qua  e di  là  dalla  verticale,  e 
vale  conseguentemente  per  qualunque  piccola  oscillazione.  Ba- 
stino le  cose  delle  fin  qui  intorno  al  pendolo  circolare:  pas- 
siamo ora  a considerare  il  moto  di  un  punto  pesante  sopra  la 
cicloide,  e le  oscillazioni  del  pendolo  cicloidale. 

379.  Moto  dei  Aravi  «opra  i»  cicloide.  Consideriamo  una 
cicloide  BAB',  che  giaccia  in  un  piano  verticale:  la  sua  base  BB' 
sia  orizzontale,  c l’asse  AA'=2 c sia  volto  in  su,  in  direzione  op- 
posta a quella  della  gravità.  Vogliamo  dimostrare  che  nel  vuoto 
da  qualunque  punto  della  cicloide  si  lasci  cadere  un  grave  e 
scorrere  per  la  curva,  questo  giunge  sempre  al  punto  più  basso 
A dentro  lo  stesso  tempo. 

Sia  D (fig.  171.  a)  la  posizione  iniziale  di  un  punto  pesante, 
che  abbandonato  a sé  stesso  scorre  per  la  cicloide;  sia  E la  po- 
sizione, dove  si  trova  dopo  un  tempo  t;  DE  = s sia  1’  arco  per- 
corso dentro  tal  tempo,  e « la  velocità  che  ha  acquistato  il  mo- 
bile nel  punto  E.  Computando  le  coordinate  rettangolari  dal  ver- 
tice A della  curva,  condotte  le  rette  orizzontali  DH  ed  EK,  e 
fatto  AH=a,  AK=ar,  EK—y;  poiché  la  velocità  v del  mobile 
è dovuta  (290. 3S9)  all’altezza  HK  = a — x dell’arco  percorso, 
avremo  (271.  n) 


ds 1 

W 


v'=2g(a—x) , 


ossia 


d/*= 


ds » 

2 g[a—co) 
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Ora  attesa  l’espressione  differenziale  di  un  arco  e 1 equazione 
differenziale  della  cicloide  (XXXI),  sussiste  < 


dunque 


tìx' 

^ TjT  i 

ax — x 


dove  la  lettera  c rappresenta  il  raggio  del  circolo  ond'è  generata 
la  cicloide  percorsa  dal  mobile.  Siccome  però  nella  discesa  di 
un  punto  materiale  per  la  cicloide  gli  aumenti  di,  dx,  hanno 
segni  contrarii;  per  questo  estraendo  la  radice  quadra  e adope- 
rando il  segno  negativo,  otteniamo 


dx 


\/ax  — 


dx 


v/  7'1'— (*-?“) 


, tx  — (l 
/ — — a 

= v/£  a : 

presi  poi  gl’integrali  (LXXXV11I),  si  ottiene  la  formola  seguente* 

2a? — a 


/ c 

= W — are. 
v 9 


cos 


nella  quale  non  apparisce  la  costante  per  la  ragione  che  al 
tempo  < = 0 corrisponde  x=a,e  per  quel  principio  del  moto  si 

ha  conseguentemente  are  cos— — — = 0° . 
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La  forinola  ora  otlenuta  è generale,  e contiene  l’espressione  del 
tempo  che  a partire  dalla  posizione  iniziale  impiega  il  mobile 
fino  al  punto  che  ha  x per  ascissa:  dunque  il  tempo  che  impiega 
il  grave  per  giungere  al  punto  A più  basso  che  ha  per  ascissa 
x = 0,  saii  espresso  da 


In  questa  espressione  il  tempo  è indipendente  dalla  posiziono 
iniziale  del  grave  sulla  curva,  ossia  dall’altezza  a dell’arco  per- 
corso tino  al  punto  più  basso:  dunque  è vera  la  proposizione 
enunciata. 

380.  0*c1I1mseIoii1  del  pendolo  weniplire  per  ordii  di  ci- 
doidc.  Un  punto  pesante  dopo  che  nella  cicloide  dalle  posi- 
zioni D,  E,  ...  è disceso  al  punto  più  basso  A,  percorrendo 
gli  archi  DA,  EA,  . . . , in  fona  della  velocità  acquistata  ri- 
sale da  A in  D\  E',...  dentro  lo  stesso  tempo,  percorrendo  gli 
archi  AD',  AE',  . . . uguali  in  altezza  a quelli  dai  quali  è di- 
sceso: da  ciò  si  comprende  che  le  oscillazioni  di  un  punto  pe- 
sante per  un  arco  qualunque  DàD',  EAE',  . . . della  cicloide 
si  compiono  in  un  tempo  espresso  da 

<«")  T=*V  7=V  Y ’ 

e che  tali  oscillazioni  sono  perfettamente  isocrone.  E poiché  un 
pendolo  cicloidale,  cioè  un  punto  pesante  attaccato  a un  filo 
flessibile  e senza  peso  che  nelle  sue  oscillazioni  descriva  un  arco 
di  cicloide,  si  muove  come  farebbe  se  fosse  lasciato  libero  sopra 
la  stessa  cicloide  fìssa  ; ne  consegue  che  nelt  vuoto  le  oscillaiioni 
di  un  pendolo  cicloidale  pei'  un  arco  qualunque  della  curva  sono 
perfettamente  isocrone,  cioè  si  compiono  nello  stesso  tempo. 
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Per  costruire  un  tal  peudolo,  si  prendono  due  lamine  CFB, 
CF'B'  (iig.  172. a),  e si  dà  loro  una  curvatura  di  mezze  cicloidi 
uguali  tra  loro  e alla  metà  della  cicloide  BAB',  sicché  prese 
insieme  vengano  a formare  (C)  la  evoluta  di  questa:  poi  preso 
un  filo  CA=2AA'=4 c,  e fissatane  la  estremità  in  C,  si  fa  oscil- 
lare il  punto  pesante  attaccato  in  A tra  i due  archi  CFB  e CF'B'. 
È manifesto  che  le  oscillazioni  di  un  tal  pendolo  sono  identiche 
alle  escursioni  dello  stesso  punto  materiale  sulla  cicloide  BAB'. 

Raffrontando  qui  la  forinola  fu")  trovata  poc’  anzi  coll’altra  (u) 
dei  numeri  (372.  373),  si  capisco  senz’altro  che  le  oscillazioni  di 
un  pendolo  cicloidale  fatte  per  archi  qualunque  si  compiono  dentro 

10  stesso  tempo  che  le  piccolo  oscillazioni  di  un  pendolo  sem-~ 
plico  circolare,  la  cui  lunghezza  sia  uguale  a 4c,  cioè  al  raggio 
di  curvatura  della  data  cicloide  nel  punto  A.  Nell’aria  solo  le 
piccole  oscillazioni  di  un  pendolo  cicloidale,  come  quelle  di  un 
pendolo  circolare,  sono  sensibilmente  isocrone  tra  loro,  e quasi 
sincrone  cou  quelle  che  lo  stesso  pendolo  farebbe  nel  vuoto  per 
un  arco  qualunque  della  cicloide. 

381.  Proprietà  meecanirlu*  della  elelwlde  Ih  relazione 
alle  altre  curve.  Abbiamo  dimostrato  (379)  che  in  una  cicloide 
BAB'  (fig.  171a  ),  situata  in  uu  piano  verticale  e avente  Tasse  nella 
direzione  opposta  a quella  della  gravità,  un  punto  pesante  abban- 
donato a sè  medesimo  in  qualunque  posizione  e scorrendo  quindi 
per  la  curva  nel  vuoto  arriva  sempre  nello  stesso  tempo  al  punto 
più  basso  della  medesima  curva.  Per  questa  proprietà  la  cicloide 
è stata  detta  taulociona:  vogliamo  ora  provare  che  oltre  la  cicloide 
non  vi  ha  altra  curva  piana,  alla  quale  appartenga  la  proprietà 
di  essere  tautocrona;  cioè  vogliamo  provare  che  tra  tutte  le  curve 
piane  la  sola  cicloide  è quella , sopra  la  quale  lascialo  libero 
un  grave  a scorrere  da  un  punto  qualunque  nel  vuoto , arriva 
costantemente  un  tal  mobile  al  punto  più  basso  della  curva  den- 
tro lo  stesso  tempo. 

Prendiamo  per  origine  delle  coordinate  il  punto  intimo  A,  dove 

11  grave  deve  arrivare  in  un  tempo  costante,  qualunque  sia  il 
punto  di  partenza  D sopra  la  curva  verticale:  gli  assi  coordinati 
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sieno  posti  tra  loro  ad  augolo  retto,  l'uno  AX  verticale  nel  verso 
opposto  alla  gravità,  e l’altro  AY  orizzontale;  si  rappresenti  poi 
con  a l'ascissa  del  punto  D,  da  cui  parte  il  mobile  senz’alcuna 
velocità.  Cercheremo  l’arco  s di  tutte  quelle  curve,  per  le  quali 
discendendo  un  grave  dal  punto  D al  punto  A,  il  tempo  t di  una  tale 
discesa  sia  affatto  indipendente  dall'altezza  a:  quindi  se  troviamo 
la  relazione  s = ÌC\/ x tra  l’arco  s computato  dal  punto  A e 
l'ascissa  x della  sua  estremità,  concbiuderemo  che  nel  vuoto  non 
vi  ha  altra  curva  tautocrona  che  la  cicloide  nella  posizione,  in 
cui  noi  la  consideriamo;  giacché  l’equazione  s—  i Cy/aT non  ap- 
partiene che  a una  cicloide  (XC1U),  nella  quale  il  vertice  si  trovi 
nella  origine  A e l’asse  coincida  coll’  asse  AX  delle  ascisse. 

Per  trovare  la  relazione  predetta  tra  le  quantità  s ed  x,  osserviamo 
che  l'arco  s,  crescendo  o scemando  la  sua  lunghezza  insieme  colla 
ascissa  x , si  può  risguardare  come  una  funzione  continua  di  questa 
variabile,  e quindi  può  farsi 


*=< p(a?) , ds  = <f'{x)  (Lr 

Ciò  posto,  il  grave  movendosi  sopra  una  curva  dal  punto  D , 
sarà  animalo  in  un  punto  ( x,y ) dalla  velocità  v dovuta (290 . 3o9) 
all'altezza  a-x:  quindi  siccome  sono  tra  loro  conlrarii  gli?  incre- 
menti dell’arco  s computato  dall’origine  A e dal  tempo  f,  si 
avrà  (ili.  n)  la  formola  differenziale 

— ds  — ?'(#)  dx 

e conseguentemente  si  avrà  ancora  la  formola  integrale 

/=_  _L_  f —f(x)dx  t 1 f ^(x\dx_ 

\Ji g J \/ a — x \/i<j  J ly'a  — x ’ 


a 
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la  quale  ci  esprime  il  tempo  che  s'impiega  dal  mobile  a descri- 
vere l’arco  DA,  e deve  essere  indipendente  dairallozza  a. 

Si  faccia  a?=az,  che  ci  somministra  dx—adz\  ai  limiti  x=o 
ed  x—a  corrisponderanno  relativamente  alla  nuova  variabile  i 
limiti  3=0,  i—(\  e la  forinola  precedente  si  muterà  in  que- 
st’altra 

1 

1 1 

t 1 f atf{az)dz _1 f y/  arf{ai)dz 

\/ìg  J y/a  — az  ^ig  J V^l  — z 
0 0 


la  quale  se  si  differenzia  rispetto  alla  altezza  inizialo  a,  conside- 
rata adesso  come  una  variabile,  ci  porgerà  (XCI1  in  line)  la  de- 
rivata 


1 

- 1 f 

2y/ a .z  dz 

t/2 g J 

0 

\/l  — z 

1 

» 

1 

C f/(az)  -+-  2 az  /'(az)  ] dz 

Va  v'fy 

J y/l-z 

0 


Sostituendo  di  nuovo  il  valore  z=  ~ in  questa  espressione, 
e ponendo  per  brevità  / (x)  2 a?  /'  (x)  — ^(x),  otterremo 


dx 


dt  x au[x]^txf{x)]^ 

~dà~~  ì\Jà\Jìq  J 


v/i-— 

V a 
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_ * _ C . 

ìa^ig  J \J  a — x 
0 


y 

ora  il  tempo  t della  discesa  per  l’arco  DA,  come  abbiamo  dello 
e come  esige  la  condizione  del  problema,  deve  essere  costante  e 
indipendente  dall'altezza  a dell’arco  medesimo;  e però  risulta 

sempre  uguale  a zero  la  sua  derivala  , presa  rispetto  alla 

stessa  variabile  a;  dunque  sarà  nulla  eziandio  l’espressione  di 
quella  derivata,  e si  avrà  conseguentemente 


a 


/ 


y,[x)dx 

a — x 


Ma  affinchè  sia  nullo  questo  integrale  dclìnito  per  qualsiasi  va- 
' lore  di  «,  fa  d’uopo  che  sia  uguale  a zero  la  funzione  %(x)  : perchè 
altrimenti  si  potrebbe  prendere  così  piccolo  il  valore  di  a,  che 
la  funzione  %(x)  conservasse  il  medesimo  segno  da  x~o  ad 
x—a;  e in  tal  caso  l’integrale  predetto,  componendosi  di  ele- 
menti che  hanno  tutti  uno  stesso  segno,  non  potrebbe  certamente 
annullarsi.  Sussisterà  dunque  x (x)  = 0,  ossia  o'  (x)  -+-  2 x ?"  (x)=  0 , 
che  si  può  anche  scrivere  successivamente  nei  due  modi  seguenti: 


ds  _ d’s  n , ds  ds  __  dx 

Tte"4"  lxr~  ’ adx  ''  ~dx  ~tx 


Integrando  ed  esprimendo  con  C,  ovvero  con  \J 2c  , una  quantità 
costante  da  determinarsi,  verremo  alla  equazione  differenziale  di 
primo  ordine 


! 
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e quindi  con  una  nuova  integrazione  \erremo  senza  una  nuova 
costante  alia  equazione  finita 


t=2C^x=t^ìcx  , 


la  quale  è appunto  l'equazione  che  si  dovea  trovare,  per  dimo- 
strare la  proposizione  enunciata  da  principio. 

382.  La  cicloide  gode  pure  di  un'altra  proprietà  meccanica  relati- 
vamente alle  altre  curve,  e una  tale  proprietà  consiste  in  questo 
che  un  grave  discendendo  nel  vuoto  e senza  velocità  iniziale 
per  un  arco  di  cicloide  da  un  dato  punto  qualunque  a un  altro 
punto  aneli  etto  dato , impiega  meno  tempo  che  nella  discesa 
per  la  corda  del  medesimo  arco,  ovvei'o  per  lai  co  di  un' altra  curva 
qualunque,  terminato  dai  due  punti  dati.  Per  questa  proprietà 
la  cicloide  chiamasi  la  curva  brachistocrona,  cioè  la  linea  della 
più  breve  discesa  per  un  punto  pesante;  e noi,  a tiue  di  dimo- 
strare questa  stessa  proprietà  della  cicloide,  premettiamo  la  seguen- 
te osservazione. 

Rappresenti  f(xj  una  funzione  qualunque  indeterminata  della  varia- 

r&m 

bile  a*,  e poniamo  che  valga  sempre  l’equazione  f f(x)f(x)& r=U; 

dovrà  essere  necessariamente  f(x)dx  — 0,  ossia  f(xj= 0 : perchè 
altrimenti,  potendo  prendersi  la  funzione  <?(x)  in  modo  che  dal  va- 
lore x0  tino  al  valore  xm  abbia  costantemente  uno  stesso  segno,  ov- 
vero un  segno  opposto  a quello  della  funzione  [ ( ’xj , il  prodotto 
f (x)  f (x)  da  xQ  lino  ad  Xm  potrebbe  rimanere  una  quantità 
sempre  positiva  ovvero  sempre  negativa;  e in  tal  caso  1'  integrale 


r. 


? fxj  f (x)  (Lr  , 


constando  di  elementi  che  sono  dotati  tutti 


di  un  medesimo  segno , non  potrebbe  certamente  riuscire  u- 
guale  a zero.  La  qual  cosa  essendo  contraria  all'ipotesi,  si 
conchiude  che  dovrà  sussistere  necessariamente  f(x)  = 0,  ossia 
f (x)  dx— 0. 


Voi.  II. 


15 
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Ciò  presupposto,  senza  ricorrere  alla  teoria  generale  del  calcolo 
il  elle  variazioni,  possiamo  dimostrare  la  proposizione  enunciata  di 
sopra  nel  modo  particolare  che  segue. 

383.  Sieno  0 ed  A (fig.  173.»  ) due  punti  dati  in  un  piano 
verticale,  e posta  l'origine  delle  coordinate  nei  punto  0,  si  prenda 
l'asse  delle  ascisse  OX  verticale  e diretto  Del  senso  della  gravità, 
e l'asse  delle  ordinate  OY  orizzontale  e diretto  dalla  parte  del- 
l’altro punto  dato  A:  troviamo  nel  piano  verticale  XOY  la  linea 
OMA,  ossia  i/=  F (x),  per  la  quale  un  grave,  abbandonato  a sè 
stesso,  discenda  nel  vuoto  dal  punto  0 al  punto  A nel  tempo 
più  breve  che  per  qualunque  altra  linea  terminata  ai  medesimi 
punti  dati. 

Dinotando  x,  y le  coordinale  del  punto  M,  ed  s l’arco  OM  per- 
corso dal  grave  nel  tempo  t , sarà  V ìgx  l’espressione  della  ve- 
locità v acquistata  alla  line  di  questo  tempo  (290.  271);  e perciò, 
indicata  con  \j  la  derivata  della  funzione  y~  F (x),  si  avrà  (336) 
per  l’elemento  del  tempo  l’espressione 

dt=  ds 

v Viyx  V'iyx 


quindi  essendo  a l’ascissa  del  punto  A,  H tempo  della  discesa  del 
grave  dal  punto  0 al  punto  A si  esprimerà  coll'integrale  definito 


(D 


r \/l 

v'Zgx 


e così  il  problema  si  riduce  a determinare  la  curva  OMA,  per 
la  quale  il  predetto  iulegrale  è un  minimo. 

Si  rappresenti  con  *>  una  quantità  intinilesima,  positiva  o ne- 
gativa, e con  (xj  una  funzione  indeterminata  della  variatole 
x : rimanendo  l’ascissa  a?  — OK,  si  faccia  variare  l’ordinata 
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y = MK  di  una  quantità  infinitesima  <»?  (x)  uguale  ad  MM', 
ovvero  ad  MM";  ciò  torna  lo  stesso  che  fàr  variare  di  un  tratto 
\ infinitesimo  la  forma  della  linea  OMA,  e passare  alla  nuova  curva 
OM'A,  ovvero  OM"A.  Quando  y diviene  t/H-uf  (x),  la  derivata 
y'  diverrà  y'  -+-  « <y'  (x);  e ne  segue  che  se  l’integralo  (1)  deve 
essere  un  minimo  relativamente  alla  curva  OMA,  rappresentata 
dalla  equazione  y = F (x),  a questo  effetto  sali  necessario  e suf- 
ficiente (LXX)  che  la  differenza 

t 


t/l-f-Y* 

t/2  gx 


tra  il  secondo  e il  primo  stato  deirintegralc  (1),  conservi  un  me- 
desimo seguo  e risulti  positiva,  comunque  si  prenda  positivamente 
0 negativamente  la  quantità  infinitesima  w.  Ora,  giusta  la  forinola 
di  Taylor  (LIX),  abbiamo  per  la  detta  differenza  lo  sviluppo 


+ 


e in  questo  sviluppo,  dipendendo  il  suo  segno  da  quello  ond’è  affetto 
il  termine  infinitesimo  di  ordine  infimo,  fa  d’uopo  che  si  annulli 
il  primo  termine,  affinché  la  differenza  A ritenga  sempre  un  me- 
desimo segno,  comnnqtie  si  prenda  la  fjtorflità  infinitesima  w. 
dunque  nél  caso  del  minimo  sussisterà 
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« dv/  ~$~~ 

f jy'IJ X dx  = 0 . 


ossia 


* 

f </(*) — 


= o 


ma  posto  per  brevità  = /(a:)  , e fatta  l’integra- 

zione per  parti  abbiamo 


; V-^ 

— sr 


<fo=  / f{x)  ?'(*) 


dx 


i* 

=cp(a) /■(«)  — T(0)  f{ 0)—  / ?(a;)  f (x)  dx  ; 


e di  più  essendo  nulle  le  variazioni  della  ordinata  y nei  punti 
0 ed  A comuni  a tutte  le  curve,  si  ha  o>f  (0)=0=b>ffaJ, 
ossia  ?(0)=0  e r(o)  = 0 : sussisterà  dunque  necessariamente 

/a 

<f(x)f,(x)dx=  0 ; e poiché  in  questa  equazione  la  funzione 

A 


y(x)  è indeterminata,  perciò  giusta  l’osservazione  fatta  nel  nume- 
ro precedente,  sarà  pure  f (x)dx  = 0.  Integrando  quest’  ultima 


forinola,  ed  esprimendo  con  

V 2c 


la  costante  incognita  Cv^2 y 


■-■tsq— icctia^  Qiogle 
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della  integrazione,  otterremo  f (x)  — C,  ossia  otteremo  l’equazioni 


y' 

s/lgx  t/l-f-j/'’ 


= C , 


y' 

v/*(l  + </*) 


= Cv/2  g = 


1 

✓E  ’ 


o risolvendo  una  tale  equazione  rispetto  alla  derivata  »/,  otter- 
remo ancora  2 et/'  =x  vale  a dire 


(3) 


Ora  questa  è l’equazione  differenziale  di  una  cicloide  che  ha  per  asse 
una  retta  verticale  = 2c,  e per  base  la  retta  orizzontale  OY  con- 
dotta dal  più  elevato  dei  punti  dati  0 ed  A nel  loro  piano  ver- 


ticale, come  si  scorge  dalla  equazione 


trovata  nel  numero  (C)  della  Introduzione,  quando  in  essa  si 
tolgano  gli  apici,  e si  mutino  le  x nelle  «/,  e viceversa;  dunque 
la  cicloide  è per  un  grave  nel  vuoto  la  curva  della  più  breve 
discesa  da  un  punto  a un  altro  in  un  piano  verticale,  come  do- 
vevamo dimostrare. 

Ho  detto:  della  più  breve  discesa ; perchè  la  differenza  A non 
solo  conserva  sempre  un  medesimo  seguo  con  w positiva  o nega- 
tiva, ciò  che  è il  fondamento  del  risultato  ottenuto  e può  ac- 
cordarsi col  massimo  o col  minimo  dell’integrale  (1),  ma  la  me- 
desima differenza  è ancora  positiva,  comunque  si  prenda  la  quantità 
infinitesima  u>,  e perciò  l’integrale  (1)  non  è un  massimo , ma  sì 
bene  un  minimo  rispetto  alla  cicloide  (3). . Infatti  se  nella  espres- 
sione della  differenza  A,  svolta  superiormente  colla  serie  di  Taylor, 
si  eseguiscano  le  derivazioni  indicate,  risulterà 


Digitized  by  Google 


*30 


CORSO  Di  MECCANICA  — DINAMICA 


-/[■ 


y'w'jy) 


V^t/IT?5  VWll-H'r 


■“*  <*>«] 


(ir 


dove  M,  è una  quantità  infinitesima,  e il  prodotto  w’w,  rappresenta 
sotto  il  segno  d'integrazione  tra  la  parentesi  la  somma  di  tutti 
gli  altri  termini,  i quali  nella  serie  sono  quantità  infinitesime  di 
ordine  superiore  al  secondo:  quindi  attesa  la  prima  delle  equazioni 
(2),  ed  attesi  puranco  i valori  9(0)  = 0 e f (a)  = 0,  la  prece- 
dente espressione  si  muterà  in  quesl’altra 


u 

i= j"  |^C  «?'(*)  • 


«YM. 


ttT 


dx 


a 

=c„[, (.)-#)! 


="•/[■ 


fy  *$»✓(*  + ST 


dx 


e da  questa  espressione  apparisce  che  la  differenza  A è sempre 
positiva,  comunque  si  prenda  la  quantità  infinitesima  &>,  e che 
perciò  rispetto  alba  cicloide  (3),  escluso  il  massimo , avrà  luogo 
un  minimo  per  l’integrale  (1)  che  rappresenta  il  tempo  della  di- 
scesa di  un  grave  nel  vuoto  dal  punto  0 al  punto  A- 
384.  Abbiamo  supposto  che  la  curva  della  più  breve  discesa 
per  un  grave  da  un  punto  dato  0 a un  altro  punto  dato  A 
(fig.  173»  ),  debba  giacere  in  un  piano  verticale  XOY:  resta  a 
provare  che  questa  supposizione  è conforme  al  vero;  e per  recarne 
la  prova,  immaginiamo  che  dalla  origine  0 sia  condotto  un  terzo 
asse  OZ  perpendicolare  al  piano  verticale  XOY,  che  viene  costituì- 
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to  dagli  altri  due  assi  OX  éd  OY  considerali  di  sopra.  Chiamando 
y',  t!  le  rispettive  derivate  ^ delle  due  funzioni 


y~  F (x) , z=  FJx)  le  quali  rappresentano  nello  spazio  la  curva 
che  si  cerca,  avremo  (111)  per  l’elemento  del  tempo  l’espressione 
più  generale 


« s/ì  geo 


quindi  il  tempo  della  discesa  per  un  arco  di  curva  da  un  punto 
dato  0 a un  altro  punto  dato  A,  si  esprimerà  coll’integrale 

« * 

0 

e dovrà  determarsi  la  curva  OMA,  per  la  quale  cotesto  integrale 
abbia  un  valore  minimò. 

A questo  effetto  nella  espressione  integrale  (4)  si  riguardi  prima 
la  t!  come  già  uota  e si  faccia  variare  la  sola  incognita  y\  e vi- 
ceversa si  riguardi  di  poi  come  già  nota  la  y'  e si  faccia  variare 
la  sola  incognita  z1:  a quel  modo  che  nel  numero  precedente 
dalla  espressione  (1)  abbiamo  dedotta  la  prima  equazione  (2)  nel 
caso  del  minimo , ricaveremo  pure  dalla  espressione  (4)  nel  me- 
desimo caso  le  due  equazioni 


y 


v/2^i/l+t,/'-M'‘ 


=H, 


\/2  0<rs/l  -f-j/M-z 


dove  H ed  //'  sono  due  quantità  costanti:  eliminato  dalle  due 
equazioni  il  comune  denominatore,  si  ottiene  una  terza  equazione 

differenziale  ~ = ~nr  » ossia  H'  — H 4—  = ® ; ne  na- 
H H'  ’ dx  dx 

scc  quindi  l’equazione  imita 
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H'i/  — Hj=H"  , 

la  quale  rappresenta  una  linea  retta,  ed  appartiene  insieme  alla 
proiezione  della  linea  della  più  breve  discesa  sopra  il  piano  orizzon- 
tale YOZ.  Ciò  essendo,  si  conchiude  che  dunque  la  linea  della  più 
breve  discesa  per  un  grave  da  un  dato  ponto  a un  altro  punto  dato, 
è contenuta  tutta  in  un  piano  verticale,  o perpendicolare  al  piano 
YOZ;  e già  abbiamo  dimostralo  di  sopra  che  essa  ò una  cicloide, 
la  quale  ha  per  base  una  retta  orizzontale  condotta  dal  più  ele- 
vato dei  due  punti  dati  nel  loro  piano  verticale. 

385.  Veniamo  ora  all'altra  parte  della  teoria,  che  ci  siamo  pro- 
posto di  trattare  al  principio  di  questo  capo.  Parlando  del  pen- 
dolo abbiamo  detto  (374.  3°)  che  la  lunghezza  di  un  pendolo 
che  batte  i secondi,  si  accorcia  andando  dai  poli  all’equatore,  e 
ne  abbiamo  inferito  che  la  gravita  terrestre  è quella  che  nel  me- 
desimo senso  diminuisce  di  intensità.  Questa  diminuzione  della 
gravità  è dovuta  principalmente  all’azione  di  una  forza  contraria, 
cioè  della  forza  centrifuga  che  ha  origine  dal  molo  circolare  di  rota- 
zione della  terra  intorno  al  proprio  asse.  Per  procedere  con  ordine, 
diremo  prima  alcuna  cosa  della  composizione  delle  ratazioni,  alle 
quali  un  corpo  può  essere  sottomesso;  poi  passeremo  a dimostrare 
che  la  terra  ha  realmente  un  moto  di  rotazione  intorno  al  proprio 
asse;  finalmente  determineremo  la  quantità  della  forza  centrifuga 
che  no  risulta  sopra  i corpi,  i quali  sono  posti  ne’diversi  luoghi 
ilella  superficie  terrestre. 


§.  2° 

Rotazione  della  terra  intorno  al  suo  asse, 
e misura  dello  forza  centrifuga  che  quindi  ne  nasce. 


386.  Composizione  delle  rotazioni  simultanee.  In  Un 

movimento  qualunque  di  rotazione  a cui  un  corpo  sia  sottomesso, 
s’hanno  a distinguere  bene  queste  tre  cose:  la  velocità  angolare , 
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Tasse,  e il  senso  o il  verso  della  rotazione.  Per  asse  di  rotazione, 
come  è detto  altrove,  intendiamo  una  retta  per  es.  AM  (lìg.  174&  ) 
sulla  quale  una  serie  di  punti  del  corpo  in  rotazione  restano  in 
riposo,  e intorno  alla  quale  tutti  gli  altri  punti  descrivono  altret- 
tanti circoli  paralleli  di  raggio  diverso  giusta  la  diversa  loro  di- 
stanza da  quella  rettale  situati  in  piani  tutti  perpendicolari  alla 
retta  medesima:  i punti  dell'asse  AM,  per  effetto  della  sola  rotazione 
hanno  uguale  a zero  la  velocità  di  traslazione,  e non  fanno  che 
girare  sopra  sò  stessi.  La  velocità  della  rotazione  a cui  soggiace 
il  corpo  o il  sistema,  la  rappresentiamo  con  una  retta  p.  es.  AB 
di  determinata  lunghezza,  proporzionale  alla  detta  velocità  e presa 
sull’asse  AM  a partire  da  A:  in  ciò  si  ha  il  vantaggio  di  rappresen- 
tare con  una  unica  retta  tanto  la  posizione  del  asse,  quanto  la 
grandezza  della  rotazione  o della  velocità  angolare  del  sistema. 
Finalmente  il  senso  della  rotazione  lo  fissiamo  in  questo  modo 
che  l'occhio  di  un  osservatore  collocato  in  M e che  traguardi 
Tasse  MA,  vegga  farsi  la  rotazione  dei  punti  di  tutto  il  sistema 
da  sinistra  a destra  nella  parte  superiore,  appunto  come  succede 
e si  osserva  il  moto  degli  indici  in  un  orologio. 

Dichiarate  queste  cose,  rappresentiamo  rispettivamente  con 
AB  = w,  A C= v due  velocità  angolari  o due  rotazioni,  alle 
quali  si  suppone  sottomesso  a un  medesimo  tempo  un  corpo 
o sistema  rigido  di  punti  materiali  intorno  agli  assi  concorrenti 
AM,  AN:  dobbiamo  dimostrare  che  la  diagonale  AD  del  parallelo- 
grammo  ABCD , costruito  sopra  le  due  rotazioni  date,  rappresenta 
la  rotazione  unica  che  ne  risulta  nel  corpo,  cioè  rappresenta 
si  la  direzione  dell’asse  risultante  A L,  e si  la  intensità  della 
corrispondente  velocità  angolare  &>". 

E primieramente  per  ciò  che  spetta  alla  direzione  dell’asso 
risultante,  da  un  punto  qualunque  H della  diagonale  AD  3i 
conducano  i perpendicoli  HP,  HQ  sopra  i rispettivi  assi  AM,  AN; 
avremo 


np  : HQ=sen  BAD  . sen  BD A = AC  : AB = o/  : io , 
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e conseguentemente  w.  HP  = w'.HQ.  Ora  le  due  quantità  u>.  HPed! 
to'.  HQ  non  esprimono  altra  cosa  (364)  che  le  velocità,  colle- 
quali il  punto  11  tende  a girare  intorno  agli  assi  rispettivi  AM 
ed  AN  ; quindi  essendo  uguali  tra  loro  queste  due  velocità, 
uguali  debbono  essere  anche  i piccoli  spazii  infinitesimi  &>.  HP.df, 
&»' HQ.df,  che  il  punto  H in  forza  delle  due  rotazioni  tende 
a descrivere  con  moto  uniforme  nel  tempo  infinitesimo  dt  al  di 
sotto  e al  di  sopra  del  piano  MAN,  e nel  senso  che  abbiamo- 
esposto  poco  innanzi.  Ciò  vuol  dire  che  tutti  i punti  del  sistema 
situali  sopra  la  diagonale  AD,  rimangono  immobili  nello  spazio; 
vale  a dire  girano  solo  sopra  sò  stessi  e non  hanno  alcuna 
vqlocilà  di  traslazione;  egli  è per  questo  che  la  diagonale  AD, 
e solo  una  tale  diagonale,  rappresenta  la  direzione  dell'asse 
risultante  AL. 

Quanto  poi  alla  intensità  della  rotazione  o velocità  angolare  </r 
ehe  risulta  dalle  due  w ed  </,  e che  abbiamo  asserito  essere  espressa 
dalla  stessa  diagonale  AD,  osserveremo  che  essendo  nullo  il 
molo  angolare  c nulla  la  velocità  intorno  all’  asse  AM  di  un  punto 
qualunque  K preso  sopra  questo  asse,  saranno  perciò  ugualf 
le  velocità  colle  quali  lo  stesso  punto  si  muove,  aia  intorno 
all’altro  asse  componente  AN,  sia  intorno  all'asse  unico  risultante 
AL.  Pertanto  condotti  dal  punto  K i perpendicoli  KF  e KE  su 
que’due  assi,' avremo  (364)  P uguaglianza  &/.  KF  =6j".KE,  e 
quinci  la  proporzione 

«'  : «"=  KE  : KF  = seuKAE  : senKAF 

= senBAD  : senABD  = AC  : AD  ; 

nella  quale  essendo  per  ipotesi  &/=AC,  dee  essere  necessaria- 
mente w'f=AD. 

Da  questa  semplice  ed  elegante  dimostrazione  si  deduce  che 
la  composizione  e la  risoluzione  di  due  o più  rotazioni  di  un 
corpo  intorno  ad  assi  convergenti  o paralleli,  si  effettua  come  la 
composizione  e la  risoluzione  di  forze  dirette  lungo  gli  assi  me- 
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desimi,  e rappresentanti  colla  loro  lunghezza  l'intensità  delle  com- 
ponenti velocità  angolari. 

BST.  Rotazione  della  terra  Intorno  al  proprio  rnm. 

Le  receDti  osservazioni  e sperieuze  sopra  le  oscillazioui  tiei  pendoli 
hanno  fornito  alla  scienza  un  nuovo  argomento  per  dimostrare 
la  rotazione,  che  ha  la  terra  intorno  al  proprio  asse.  Due  sono 
i fatti  sperimentali:  il  primo  è che  il  piano  di  oscillazione  di 
un  peudolo  rimane  immobile  nello  spazio,  sia  che  il  puuto  di 
sospensione  del  pendolo  resti  in  quieto,  sia  che  giri  e roti  in- 
torno a sé  stesso:  l’altro  è che  trasportando  nello  spazio  il 
punto  di  sospensione  di  uu  pendolo,  il  piano  delle  sue  oscilla- 
zioni rimane  costantemente  parallelo  a sò  stesso.  Le  due  spedente 
si  possono  ripetere  assai  facilmente:  formatevi  un  pendolo  con 
un  piccolo  globo  pesante  sospeso  a un  cordoncino;  date  prima 
al  cordoncino  molti  giri  di  torsione,  e poi  lasciate  andare  il 
pendolo;  vedrete  che  il  piano  di  oscillazione  non  si  altera  pel 
distorcersi  che  fa  il  cordoncino,  e pel  girare  del  punto  di  so- 
spensione mentre  «i  pendolo  oscilla.  Trasportate,  camminando  len- 
tamente, il  vostro  pendolo  mentre  oscilla:  osserverete  che  il  piano- 
d’oscillazione  vi  segue  sempre  paradello  a sò  stesso. 

Per  intendere  poi  come  due  fatti  sperimentali  cotanto  sem- 
plici sopra  lo  oscillazioni  di  un  pendolo  servano  a dimostrare 
la  rotazione  della  terra  intorno  al  suo  asse,  conviene  che  ci 
trasportiamo  col  pensiero  prima  ai  poli  e poi  all’equatore  ter- 
restre, e che  osserviamo  i fenomeni  che  si  collegano  colle  oscil- 
lazioni del  pendolo.  Un  pendolo  stabilito  a uno  dei  poli  della 
terra,  ha  il  punto  di  sospensione  perfettamente  in  quiete  se 
la  terra  non  ha  alcun  moto  di  rotazione  intorno  al  suo  asse; 
nel  caso  che  la  terra  giri,  esso  ha  il  punto  dt  sospensione  che 
si  rivolge  intorno  a sò  stesso.  Nell’un  caso  e nell’altro  il  piano 
d’oscillazione  del  pendolo  resta  invariabile  nello  spazio:  ma  se 
la  terra  si  muove  intorno  al  suo  asse,  e il  pendolo  è lungo  ba- 
stantemente da  poter  durare  a oscillare  per  mollo  tempo,  un 
osservatore  che  sia  indipendente  dalla  terra  e che  si  ponga  a 
traguardare  il  piano  d’oscillazione,  vedrà  gli  oggetti  terrestri  che 
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sono  a qualche  distanza  dal  polo  trapassare  lentamente  da  una 
parte  del  piano  alla  parte  opposta;  un  osservatore  poi  il  quale 
sia  posto  anch'esso  sulla  terra  insieme  cogli  altri  oggetti  e ab- 
bia un  luogo  fisso,  pel  principio  del  moto  relativo  egli  osserverà 
invece  che  il  piano  d’oscillazione  del  pendolo  è quello  che  lenta- 
mente si  muove,  e lo  vedrà  volgersi  a mano  a mano  di  un  an- 
golo di  15  gradi  per  ciascun'ora  e compiere  un’intera  circonfe- 
renza nello  spazio  di  24  ore  siderali. 

Di  questa  apparente  declinazione  del  piano  d’oscillazione  di 
un  pendolo,  ciascuno  comprende  che  all’equatore  terrestre  riu- 
scirà vana  ogni  osservazione;  perchè,  giri  o no  la  terra  intorno 
a sè  stessa,  il  piano  d’oscillazione  o rimano  immobile  assoluta- 
mente, ovvero  rimane  immobile  relativamente  agli  oggetti  circo- 
stanti e a un  osservatore  che  lo  traguardi,  anche  nella  ipotesi 
che  la  terra,  oltre  al  moto  di  rotazione,  sia  trasportata  e tra- 
sporti seco  nello  spazio  il  punto  di  sospensione  del  pendolo. 
Infatti  se  la  terra  si  muove  intorno  al  proprio  asse  nel  verso 
opposto  al  moto  diurno  che  apparentemente  si  osserva  negli  astri, 
ai  due  poli  della  terra  la  deviazione  apparente  del  piano  di 
oscillazione  di  un  pendolo  accadrà,  come  abbiamo  detto,  uni- 
formemente da  Est  ad  Ovest,  cioè  nello  stesso  verso  e colla 
medesima  celerità  della  sfera  celeste;  ma  essendo  la  stessa  in 
grandezza  la  deviazione  apparente  ai  due  poli,  rispetto  a un  os- 
servatore si  farà  evidentemente  in  versi  contrarii,  cioè  si  farà  da 
destra  a sinistra  dell’osservatore  collocato  in  uno  dei  due  poli,  e 
viceversa  da  sinistra  a destra  dell’osservatore  posto  nell’altro  polo: 
ne  segue  che  dunque  nei  luoghi  che  nella  superfice  terrestre  distano 
ugualmente  dai  due  poli,  vale  a dire  presso  l’equatore,  la  deviazione 
apparente  del  piano  di  oscillazione  dovrà  essere  affatto  nulla.  Oltre 
a ciò,  presso  l’equatore  terrestre  o il  pendolo  si  fa  oscillare  nel 
piano  del  medesimo  equatore , ovvero  si  fa  oscillare  nel  me- 
ridiano del  luogo:  se  il  pendolo  oscilla  nel  piano  dell'  equatore, 
è chiaro  che  un  tal  piano  per  la  rotazione  della  terra  non  fa  che 
girare  intorno  al  centro,  e contenendo  sempre  le  oscillazioni  del 
pendolo,  non  muta  punto  posizione  rispetto  a un  osservatore  che 
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sì  rivolge  anche  esso  insieme  colla  terra;  se  poi  il  pendolo  oscilla 
nel  meridiano,  traslocandosi  questo  di  mano  in  mano  in  altre  po- 
sizioni con  moto  comune  al  pendolo  e all'osservatore,  è chiaro  che 
anche  in  questo  caso  rimarrà  invariabile  la  posizione  relativa  del 
piano  di  oscillazione,  e sarà  pur  nulla  la  sua  deviazione  ri- 
spetto all’osservatore:  in  fine  potrebbe  un  pendolo  presso  l'equa-  ' 
tore  oscillare  in  un  piano  comunque  inclinato  all’equatore  medesimo; 
ma  poiché  in  tal  caso,  decomposto  il  moto  oscillatorio  in  due 
moti  secondo  l’equatore  e secondo  il  meridiano,  questi  due  moti 
componenti  non  produrrebbero  deviazione  alcuna,  perciò  si  con- 
chiude in  generale  che  all’equatore  terrestre  per  un  pendolo 
sarà  sempre  nulla  la  deviazione  del  suo  piano  di  oscillazione. 

388.  Da  questa  semplice  esposizione  che  abbiamo  creduto  bene 
di  mandare  inuanzi  per  facilitare  l’intelligenza  del  resto,  facilmente 
si  comprende  che  se  nell'eseguirc  l’esperienza  dei  pendolo  nelle 
diverso  latitudini  geografiche,  si  osservi  realmente  una  deviazione 
del  piano  d'oscillazione,  un  tal  fatto  sarà  un  nuovo  argomento 
per  dimostrare  sensibilmente  la  rotazione  della  terra  intorno  al 
suo  asse:  ora  un  tal  fatto  s’è  già  verificato  in  più  luoghi,  ed  è 
oramai  fuor  di  dubbio.  Perchè  meglio  apparisca  la  conclusione, 
dimostriamo  che  la  deviazione  apparente  del  dello  piano,  la  quale 
è nulla  all'equatore  e che  ai  poli  è di  360  gradi  dentro  l'intervallo 
di  24  ore  siderali,  negli  altri  luoghi  della  terra  deve  essere  pro- 
porzionale al  seno  della  latitudine  geografica. 

Sieno  P,P'  (fig.  175.»  ) i poli  dell’asse  terrestre,  EE'  rappresenti 
l’equatore,  EPE'P'  uno  dei  circoli  meridiani,  C sia  il  centro  della 
terra  considerata  come  una  sfera,  ed  M il  luogo  dell'osservazione 
a una  latitudine  geografica  ECM=X.  Supponendo  che  la  terra 
abbia  un  moto  di  rotazione  intorno  all’asse  PP',  rappresentiamo 
colla  retta  CD  la  sua  velocità  angolare,  ossia  l’intensità  della  sua 
rotazione,  e risolviamola  nelle  due  componenti  CA  e CB,  l’una 
nel  senso  della  verticale  sul  luogo  dell’osservazione  e l’altra  oriz- 
zontale. Il  pendolo  che  oscilla  in  M,  si  trova  rispetto  alla  com- 
ponente CA  nelle  medesime,  circostanze,  nelle  quali  si  troverebbe 
al  polo  rispetto  alia  rotazione  CD;  rispetto  poi  all’altra  compo- 
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noute  CB  si  trova  uella  stessa  condizione,  in  cui  si  troverebbe 
rispetto  alla  CD  essendo  all'equatore.  La  deviazione  apparente  del 
piano  d'oscillazione  in  M sarà  dunque  nulla  per  parte  della  com- 
ponente CB,  e dovrà  attribuirsi  tutta  all'azione  dell'altra  com- 
ponente CA,  dalla  quale  sarà  pure  rappresentala:  ora  si  ha 

CA=GDco$MCl’=CDsen  À ; 

duuque  se  la  terra  ha  un  movimento  reale  di  rotazione,  la  de- 
viazione del  piano  di  oscillazione  osservata  in  un  dato  luogo  dee 
essere  proporzionale  al  seno  della  latitudine  geografica,  ossia  dee 
esprimersi  col  prodotto  della  rotazione  terrestre  pel  seno  della 
latitudine.  Viceversa  se  il  piano  di  oscillazione  di  un  pendolo 
va  soggetto  apparentemente  a uua  deviazione  proporzionale  al 
seno  della  latitudine  geografica,  la  terra  deve  avere  un  movi- 
mento di  rotazione  interno  al  proprio  asse;  giacche  quel  feno- 
meno del  piano  di  oscillazione  non  può  spiegarsi  nò  ascriversi 
ad  altra  cagione,  che  a questo  movimento  della  terra. 

Abbiamo  detto  innanzi  che  la  deviazione  apparente  del  piano 
d'oscillazione  di  un  pendolo  era  stata  verificaia  in  più  luoghi; 
ora  dobbiamo  aggiungere  che  alla  teoria  ha  da  per  tutto  cor- 
risposto l’osservazione,  sicché  il  moto  rotatorio  della  terra  non 
può  recarsi  più  in  dubbio.  Qui  in  Roma  nel  1851  le  esperienze 
furono  istituite  dal  eh.  p.  A.  Secchi  nella  chiesa  del  Collegio 
con  un  peudolo  di  quasi  32  metri  di  lunghezza:  la  declinazione 
del  piano  di  oscillazione  fu  trovata  di  circa  10  gradi  per  cia- 
scun'ora  siderale,  cosicché  un  giro  intero  da  Est  a Ovest  del 
medesimo  piano  verrebbe  a compiersi  nello  spazio  di  circa  36 
ore.  Un  tal  risultato  s’accorda  esattamente  colla  forinola  CA 
=sCDsenX:  infatti  essendo  il  valore  della  uniforme  rotazione 
terrestre  CD  = 15°  in  un'ora,  ed  essendo  per  la  latitudine  di 

~ 2 

Roma  sen / = sen  (il0  53r  34")  = circa;  abbiamo  a numeri 
2 

CA=  15  ° — =10°.  Questa  nuova  dimostrazione  della  rota- 
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adone  della  terra  sul  proprio  asse  è dovuta  all’ingegno  del  sig.  Leon 
Foucault,  il  quale  pel  primo  osservò  fortuitamente  l'invariabilità 
del  piano  d'oscillazione,  e seppe  arricchire  la  scienza  di  questo 
bel  risultato. 

389.  Fona  centrifuga  dovuta  alia  rotazione  terrestre. 

Tulli  i punti  della  superlicie  terrestre  c tulli  i corpi  situati 
sopra  di  essa,  per  la  rotazione  diurna  che  possiede  la  terra, 
debbono  descrivere  nello  spazio  o il  circolo  dell’equatore  ovvero 
circoli  paralleli  a questo:  concepiscono  dunque  una  forza  cen- 
trifuga che  tende  a respingerli  dal  centro  del  rispettivo  circolo 
o dall'asse  della  terra,  e noi  qui  vogliamo  determinare  a numeri 
la  intensità  di  quella  medesima  forza. 

Considerando  la  terra  come  un  sfera,  sia  PP'  (fig.  176.»  ) 
l’asse  di  rotazione  o dei  poli,  PEP'  uno  dei  circoli  meridiani, 
EC=H  il  raggio  terrestre  all’equatore,  MK=r  il  raggio  di  un 
circolo  parallelo  descritto  da  un  punto  materiale  o da  un  corpo 
M;  di  più  rappresentiamo  rispettivamente  con  «,  f,  X la  velocità 
di  rotazione,  la  forza  centrifuga,  e l'angolo  ECM  o la  latitudine 
geografica,  quali  corris|>ondono  alla  posizione  del  detto  punto 
M.  Presa  per  unità  la  massa  del  punto  o del  corpo  M,  avremo  (363) 


si  rappresenti  ora  con  T il  tempo  di  una  rotazione  della  terra, 
ossia  un  giorno  siderale  (il  giorno  siderale  è un  poco  più  breve 
del  giorno  solare,  e corrisponde  al  tempo  che,  secondo  il  suo 
moto  apparente,  impiega  una  stella  fissa,  partendo  da  una  data 
posizione  nella  sfera  celeste,  a ritornare  alla  stessa  posizione, 
p.  es.  al  meridiano  del  luogo  di  osservazione);  poiché  la  rotazione 

2 r.r 

di  M si  fa  con  moto  uniforme,  sarà  v=  — , c per  sostituzio- 
ne nella  formola  superiore  otterremo 


/*= 


4*’r 

T"  * 
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Ciò  posto,  siccome  i raggi  EC  e MK  giacciono  sopra  uno  stesso 
piano  e sono  perpendicolari  all’asse  PP',  così  sono  essi  paralleli 
tra  loro,  e si  ha  r = MK  = CMcosCMK  = RcosÀ;  conseguente- 
mente la  formola  precedente  diviene 


f= 


4**R 

-ji-  COS  / , 


e vuol  dire  che  la  forza  centrifuga  eccitata  dalla  rotazione  della 
terra  su  i punti  materiali  o su  i corpi  che  sono  sopra  la  sua  super- 
ficie,  è proporzionale  al  coseno  della  latitudine  geografica.  Questo 
coseno  di  latitudine  diminuisce,  audando  dall’equatore  ai  poli: 
perciò  è che  dall'equatore  ai  poli  diminuisce  proporzionalmente 
al  medesimo  coseno  la  forza  centrifuga. 

L'iutensità  della  forza  centrifuga  è nulla  ai  poli  della  terra: 
adequatole  dove  è massima,  ha  un  valore  numerico  espresso  da 


F = i£U<K  0339  circa 


che  si  ottiene  prendendo  - = 3, 1416,  R = 6366739»* , T=23w* 
56'  4"  = 86164"  solari;  nelle  diverse  latitudini  geografiche  la  si 
calcola  mediante  la  formola 

/■=( 0»*  ,0339) cosà  . 


390.  Diminuzione-  della  gravità  per  ragione  della  forza 
centrifuga  che  nasce  dalla  rotazione  della  terra.  Rap- 
presentiamo con  MD  (tig.  176a  ) l'inteusilà  della  forza  centrifuga 
/",  che  tende  a respingere  il  punto  materiale  M dal  centro  K 
nella  direzione  del  raggio  KM;  e risolviamola  nelle  due  componenti 
MA  e MB,  la  prima  orizzontale  nel  scuso  della  tangente  MT,  e 
l’altra  verticale  nella  direzione  del  raggio  terrestre  CMN.  È ma- 
nifesto che  la  prima  componente  non  altera  punto  la  gravità, 
perchè  è perpendicolare  alla  sua  direzione;  e che  l'altra,  che  le 
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è direttamente  opposta,  rappresenta  esattamente  la  diminuzione 
che  essa  soffre  per  cagione  della  forza  centrifuga.^  Indicando 
adesso  con  f questa  seconda  comjKmente  MB,  avremo 


{' = MI)  cos  I5M  D = /cos  ; 

c per  sostituzione  del  valore  di  f che  abbiamo  trovato  nei  nume- 
ro precedente,  otterremo 


Questa  espressione  significa  che  la  diminuzione  della  gravila 
dovuta  alla  forza  centrifuga  è proporzionale  al  quadrato  del  co- 
seno della  latitudine  geografica.  La  latitudine  diminuisce,  andando 
dai  poli  all'equatore;  cresce  però  i!  suo  coseno:  dunque  la  di- 
minuzione della  gravità  per  la  opposta  forza  centrifuga,  cresce 
nella  detta  ragione  andando  dai  poli  all’equatore.  Con  altre  pa- 
role si  vuol  dire  che  mentre  la  gravità  sarebbe  da  per  tutto  la 
stessa,  se  la  terra  fosse  perfettamente  sferica  e immota  nello  spa- 
zio; essa  per  ragione  del  molo  rotatorio  e della  forza  centrifuga 
che  ne  risulta,  va  scemando  continuamente  sopra  la  superficie  ter- 
restre dai  |>oli  all’equatore,  come  si  è già  stabilito  di  sopra  (374.  3.“) 
per  mezzo  delle  oscillazioni  di  un  pendolo  semplice. 

La  diminuzione  f della  forza  di  gravità,  è nulla  ai  poli;  sul- 
l’equatore terrestre  essa  è tanta  quanta  è la  forza  centrifuga  F,  elio 
si.  oppone  totalmente  alla  gravità  medesima;  alle  diverse  latitudini 
intermedie  ha  un  valore,  che  si  calcola  colla  formola 

f'~{Q*>' , 0339)cos*À . 


Un'altra  cagione  di  questa  diminuzione  della  gravità  dai  poli 
all’equatore,  è dovuta  alla  forma  delia  terra;  che  in  vece  di  es- 
sere sferica,  è compressa  c schiacciata  ai  poli,  e rigonfia  all'equa- 
tore.  Questo  fa  sì  che  ai  poli  i corpi  sieno  più  vicini  al  centro 
Voi.  II.  16 
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di  attrazione,  o della  terra;  e che  nella  superticie  terrestre  si  va- 
dano lauto  più  allontanando  dal  medesimo  centro,  quanto  si  ap- 
pressano più  all'equatore:  onde  la  gravità  che  segue  la  ragione 
inversa  duplicata  delle  distanze  dal  centro  della  terra,  agisce  su 
i corpi  collocati  alla  superficie  terrestre  con  energia  sempre  minore 
dai  poli  sino  aH'equalorc.  Diminuisce  dunque  la  gravità  nella  su- 
perficie terrestre  dai  poli  all'equatore,  anche  pel  variare  che  fanno 
le  distanze  dei  corpi  dal  centro  della  terra. 

391.  Rappresentiamo  con  G l'intensità  della  gravità  quale  avrebbe 
luogo  all'equatore,  nell’ipotesi  che  la  terra  non  avesse  moto 
alcuno  di  rotazione;  ossia  rappresentiamo  con  G la  gravità  al- 
l’equatore, uou  diminuita  dalla  forza  centrifuga  F = 0« , 0339:  sic- 
come la  intensità  effettiva  trovata  all'equatore  mediante  le  sperienze 
del  pendolo  è 9"',  7811;  perciò  sussisterà 


G = 9 r.<  , 7811  -HO»»  ,0339=9»'  ,81o0. 

Q 1 

Il  rapporto  |5-=  289  circa,  o il  valore  conseguente  di  F=  G 

dimostra  che  all'equatore  la  gravità  perde  della  sua  intensità. 

Ora  se  immaginiamo  che  il  movimento  di  rotazione  che  ha  la 
terra  addivenga  17  volte  più  grande;  la  forza  centrifuga  che  è 
sempre  proporzionale  al  quadrato  della  velocità,  diverrebbe  289 
volte  più  intensa:  in  questo  caso  la  forza  centrifuga  e la  gravità 
presso  1"  equatore  sarebbero  uguali  e contrarie;  conseguentemente 
i corpi  situati  sull'equatore  non  sarebbero  più  pesanti,  e abbando- 
nali a sè  stessi  rimarebbero  in  equilibrio. 

392.  Conchiudiamo  il  presente  capo  e paragrafo,  accennando 
un  altro  modo  di  provare  la  rotazione  della  terra  iutoruo  alla 
linea  dei  poli,  fondato  sopra  la  composizione  delle  rotazioni  simul- 
tanee, c precisamenle  sopra  la  tendenza  deijli  assi  di  rotazione 
al  parallelismo  o alla  coincidenza. 

Sia  MM'  (fig.  177. a ) un  corpo  solido  che  ruota  intorno  a un  asse 
AX,  per  es.  un  loro  metallico  o un  anello  massiccio  che  jver 
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mezzo  di  un  disco  è riunito  ed  attraversato  perpendicolarmente 
nel  centro  C da  un  perno  XX',  c intorno  a questo  perno  si 
muove  in  giro:  poniamo  che  mentre  il  toro  con  moto  uniforme 
si  rivolge  intorno  al  suo  perno  o asse  orizzontale  AX,  la  sua 
massa  sia  determinata  da  una  pressione  o forza  continua  a ri- 
volgersi ancora  insieme  col  detto  asse  intorno  a un  altro  asse 
verticale  AY.  Nel  primo  istante  in  cui  agisce  la  forza  continua 
si  rappresentino,  secondo  la  convenzione  indicata  nel  numero  (386), 
le  due  rotazioni  simultanee  cogli  assi  CX  ed  AY:  poiché  il  se- 
condo di  questi  assi  si  può  trasportare  parallelamente  a sé  stesso 
in  CZ  nel  centro  C,  perciò  fatta  la  composizione  delle  rotazioni, 
la  diagonale  GB  del  parallelogrammo  rettangolo XCZB  rappresenterà 
la  rotazione  risultante;  di  tal  modo  l’asse  del  toro  o il  perno 
CX  tenderà  a piegarsi  verso  CZ  nel  piano  XAY,  e a prendere  la 
posizione  CB,  e dopo  il  primo  istante  la  prenderà  di  fatto  ove 
sia  abbastanza  libero,  girando  il  toro  inlor,.o  all’asse  unico 
CB.  Continuando  l’azione  della  forza  che  senza  tntcrrompimento 
produce  la  rotazione  del  toro  intorno  all’asse  verticale  AY  ovvero 
CZ,  nel  secoudo  istante  si  farà  una  nuova  composizione  della  prima 
rotazione  risultante  CB  colla  rotazione  continuata  intorno  a CZ;  così 
risulterà  un’altra  rotazione  intorno  a un  asse  più  vicino  a CZ,  e 
su  questo  asse  novello  si  disporrà  il  perno  del  toro:  il  medesimo 
effetto  avrà  luogo  negli  istanti  susseguenti,  producendosi  successi- 
vamente, una  serie  d'atti  istantanei  che  si  avvicinano  sempre  più 
all’asse  CZ,  lino  a tanto  che  avvenga  la  coincidenza  con  quest’ul- 
timo asse;  allora  l’asse  o il  perno  CX,  collocatosi  secondo  la  dire- 
zione CZ,  sarà  parallelo  all’  asso  AY,  avrà  un  medesimo  senso 
con  queslo,  nò  si  rimuoverà  più  dalla  direzione  CZ  nel  piano  XAY, 
sommandosi  insieme  le  due  rotazioni  ed  ubbidendo  il  toro  senz'al- 
tro alla  pressione  o all’azione  della  forza  continua.  Se  la  rotazione 
intorno  ad  AY  si  effettuasse  in  verso  opposto  c fosse  rappresentata 
dall’  asse  AY',  il  perno  del  toro  dalla  sua  posizione  iniziale  CX, 
invece  d’innalzarsi  lino  a CZ,  si  abbasserebbe  collocandosi  nella  di- 
rezione CZ'  parallela  e consentanea  con  AY';  e posto  che  la  rotazione 
intorno  a quest'ultimo  asse  si  rivolgesse  di  nuovo  nel  verso  primi- 
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tivo,  il  perno  resterebbe  per  un  istante  in  equilibrio  instabile  e 
farebbe  quindi  un  giro  di  180  gradi  per  rimettersi  parallelo  c con- 
sentaneo coll'asse  AY. 

Qualunque  sia  la  posizione  iniziale  dei  due  assi  CY  ed  AY,  per 
es.  quando  tutti  e due  gli  assi  sono  orizzontali,  sempre  ha  luogo 
il  principio  della  tendenza  dei  medesimi  assi  o dolio  due  rotazioni 
corrispondenti  al  parallelismo  e alla  conseutaneità;  e con  un  tal 
principio  si  spiegano  facilmente  tutti  i fenomeni,  che  si  ammirano 
nel  giroscopio  o toro  girante,  c si  rende  ragione  di  molti  altri 
fatti  che  si  osservano  nella  natura.  Per  indicare  alcuni  dei  fenomeni 
del  loro  girante,  diciamo  che  rotando  rapidamente  un  tojo  intorno 
al  proprio  asse  o perno,  se  si  appoggi  sopra  un  piede  fisso  o soste- 
gno verticale  per  mezzo  di  una  punta  disposta  sul  prolungamento 
del  suo  asse,  si  vedrà  il  medesimo  toro  sorreggersi  c prendere  così 
campalo  in  aria  insieme  col  perno,  un  movimento  di  rotazione  oriz- 
zontale intorno  al  punto  di  appoggio:  in  questo  caso  il  toro  tendendo 
a Rabboccare  per  ragione  del  suo  peso,  oltre  alla  rotazione  intorno 
al  suo  perno  orizzontale,  si  trova  determinato  dalla  gravità  a rotare 
eziaudio  intorno  a un  altro  asse  geometrico  orizzontale  che  passa  per 
il  punto  di  appoggio  ed  è perpendicolare  al  perno  deH’islrnmento; 
quindi  attesa  la  tendenza  dei  due  assi  al  parallelismo,  il  perno  si  deve 
spostare  orizzontalmente  per  convenire  coll’asse  geometrico  prodotto 
dalla  gravità,  c questo  asse  sostandosi  anch’esso  nel  medesimo 
tempo  e rimanendo  sempre  perpendicolare  al  perno,  ne  nasce  na- 
turalmente nel  toro  quel  movimento  continuo  di  rotazione  orizzontale 
che  abbiamo  detto  poc’anzi.  Cessa  *a  rotazione  orizzontale,  se  al  di  là 
della  puntadi  sostegno  e dalla  juirlc  opposta  a quella  in  cui  èsituato 
il  toro,  si  colloca  sul  prolungamento  del  perno  un  peso  l’ a tal  distanza 
dalla  punta  che  faccia  equilibrio  al  peso dell’istrumento;  eia  ragione 
di  questo  si  è,  perchè  col  contrapeso  P viene  annullato  l’effetto  della 
attrazione  terrestre  sopra  Pistrumeuto,  e perciò  il  toro  non  rimane 
soggetto  che  alla  rotazione  intorno  al  proprio  asso:  se  poi  il  peso  P 
si  colloca  tra  la  punta  di  appoggio  e il  punto  di  equilibrio  statico 
del  sistema,  la  rotazione  orizzontale  del  toro  seguita  come  prima, 
ma  con  minore  intensità,  perchè  colla  detta  disposizione  di  P è resa 
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meno  intensa  la  rotazione  componente  dovuta  alia  gravità;  come  per 
contrario  quando  si  colloca  il  peso  P tra  la  putita  e il  toro,  resa  più 
intensa  la  rotazione  componente  dovuta  alla  gravità,  si  effettua  anche 
con  maggiore  intensità  la  rotazione  orizzontale  di  prima  intorno  al 
sostegno:  in  line  se  il  peso  P si  trasporla  al  di  là  del  punto  di  equi- 
librio statico,  sicché  il  sistema  trabocchi  dalla  {«rie  opposta  a quella 
del  loro,  allora  si  vede  questo  arrestarsi  per  un  istante  dal  suo  movi- 
mento orizzontale,  e prendere  quindi  intorno  al  punto  di  appoggio 
una  rotazione  contraria  a quella  di  prima;  e ciò  avviene,  perchè 
invertendosi  il  senso  dell'asse  di  rotazione  prodotta  dalla  gravità 
nel  sistema,  devo  anche  invertirsi  l'asse  di  rotazione  che  risulta  dai 
due  assi  componenti,  i quali  tendono  sempre  a disporsi  parallela- 
mente  in  un  medesimo  verso.  Diciamo  ancora  che  tolto  il  peso  P, 
se  si  tenta  di  accelerare  o di  ritardare  la  rotazione  orizzontale  del 
toro  intorno  al  punto  di  appoggio,  spingendolo  nello  stesso  senso  di 
questo  suo  movimento,  ovvero  sospingendolo  in  senso  contrario  ed 
anche  solo  trattenendolo  dal  procedere  innanzi,  si  otterrà  per  effetto 
un  innalzamento  o un  abbassamento  del  toro  medesimo  rispetto  al 
piano  orizzontale  in  cui  si  muoveva  il  perno:  perchè  con  quelle  im- 
pulsioni si  determina  nciristrumenlo  una  terza  rotazione  intorno  a 
un  asse  verticale,  che  passa  per  il  punto  di  appoggio  ed  è diretto 
verso  l’alto  o verso  il  basso,  secondo  che  le  impulsioni  vengono  date 
nello  stesso  senso  o nel  senso  opposto  al  predetto  movimento  del  toro; 
c la  regola  per  la  composizione  delle  rotazioni  ci  fa  quindi  vedere 
che  il  perno  del  toro,  come  la  diagonale  del  parallelepipedo  delle 
tre  rotazioni  o l'asse  risultante  dalla  loro  composizione,  si  dovrà 
innalzare  nel  primo  caso  ed  abbassare  nel  secondo. 

Per  venire  da  ultimo  allo  scojio  che  ci  siamo  proposto  in  questo 
numero,  diciamo  che  attesa  la  tendenza  degli  assi  di  rotazione  al 
parallelismo,  coi  movimenti  del  giroscopio  si  può  anche  dare  una 
prova  sensibile  del  movimento  della  terra  intorno  al  proprio  asse. 
È il  giroscopio  in  sostanza  un  toro  girante,  il  cui  asse  è mobile  in 
diversi  sensi  mediante  due  circoli  o anelli  diversamente  mobili,  coi 
quali  il  loro  e il  suo  perno  sono  opporlunamante  connessi  e formano 
un  solo  sistema.  Ora  nel  giroscopio  rotando  il  toro  intorno  al  suo 


me 
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asse,  se  la  terra  ha  realmente  intorno  alla  linea  dei  poli  un  molo  di 
rotazione,  alla  cui  influenza  diretta  sia  sottomesso  il  toro  medesimo, 
è chiaro  che  l’asse  o il  perno  di  queslo  per  la  legge  del  parallelismo, 
dovrà  collocarsi  nel  piano  del  meridiano  movendosi  iu  un  piano  oriz- 
zontale, e movendosi  anche  nel  meridiano  dovrà  quindi  disporsi  pa- 
rallelamente all'asse  terrestre:  questo  movimento  c disposizione  del 
perno  del  loro  girante  si  osserva  di  fatto  nel  giroscopio  in  circostanze 
opportune,  nè  si  può  altrimenti  spiegare  che  ammettendo  come 
reale  la  rotazione  della  terra  intorno  al  proprio  asse;  dunque  una 
tale  rotazione  esiste  realmente,  c ne  sono  un  argomento  palpabile  L 
prodotti  movimenti  che  prende  il  perno  del  loro  nel  giroscopio. 

CAPO  XI. 

m 

MOTO  DEI  SISTEMI  MATERIALI  E MOMENTI  D' INERZIA 

§.  i.° 

Molo  dei  sistemi  materiali  in  genere. 

393.  Principio  «il  «r Alembert.  Abbiamo  trattalo  fin  qui 
del  movimento  di  un  punto  materiale,  e nel  moto  dei  corpi  solidi 
non  abbiamo  considerato  che  qualche  caso  particolare,  e per  lo  più 
non  abbiamo  avuto  riguardo  che  al  loro  centro  di  gravità:  ci  rimane 
ora  a dire  generalmente  alcune  cose  intorno  al  molo  dei  sistemi, 
cioè  dei  punti  materiali  comunque  collegati  tra  loro.  Innanzi  a tutto 
prendiamo  a dimostrare  un  teorema  c un  principio,  di  cui  siamo  de- 
bitori a d'Alembert;  teorema  o principio,  mediante  il  quale  un  pro- 
blema di  Dinamica  si  può  ridurre  a un  problema  di  Statica,  e le 
equazioni  del  molo  si  deducono  da  quelle  dell'equilibrio. 

Quando  più  punti  materiali  sono  comunque  collegati  fra  loro, 
ciascuno  di  essi,  sotto  l'azione  delle  forze  che  gli  vengono  applicale, 
concepisce  per  la  sua  connessione  cogli  altri  punti  un  movimento 
diverso  da  quello  che  prenderebbe  se  fosse  libero  ed  isolalo.  Ciò 
posto,  il  principio  sopraddetto  consiste  nella  seguente  proibizione: 
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m un  sistema  qualunque  di  punti,  in  virtù  dei  mutui  legami , le  forze 
realmente  applicate  si  equilibrano  ad  ogni  istante  colle  forze  uguali 
ed  opposte  a quelle  che  produrrebbero  i movimenti  attuali  ed  osservati 
nel  sistema , se  lutti  i punti  fossero  liberi  e indipendenti  gli  uni  dagli 
altri. 

Sieno  in  vero  A,  B,C,...  i movimenli  che  le  forze  applicate  sono 
per  sè  capaci  d’imprimere  nei  punti  materiali  m,  m ',  m",  ...  ; e 
sieno  pure  a,  b,  c,  ...  i movimenti  che  i medesimi^punti  a ca- 
gione dei  loro  legami  o della  loro  azione  scambievole,  prendono  di 
fatto  nelsistema.  Que’ primi  movimenti  A,  15,  C, ...  si  possono  decom- 
porre ciascuno  nei  due  rispettivi  a ed  a,  b e p,c  e y,...:  immaginata 
pertanto  una  tale  decomposizione,  poiché  i punti  del  dato  sistema 
assumono  per  ipotesi  i rispettivi  movimenti  a,  b,  c,  ...  , perciò  do- 
vrà accadere  di  necessità  che  gli  altri  moti  componenti  a,  g,  y....  si 
distruggano  a vicenda,  e si  equilibrino  tra  loro  le  forze  ad  essi  cor- 
rispondenti. Ora  dei  due  moli  nei  quali  si  risolva  un  movimento 
dato,  l’uno  si  può  sempre  considerare  come  risultante  dall’altro 
preso  col  segno  opposto  e dal  movimento  stesso  che  è dato,  e cosi 
i sopraddetti  moti  a,  g,  y,  ...  risultano  rispettivamente  da  A,  — a; 
15,  — ò;  C,  — c;  ...  : adunque  distruggendosi  a vicenda  nel  sistema 
que’primi  moti  a,  g,  y,  ...  , si  distruggeranno  scambievolmente 
anche  i secondi  A,  B,  C,  ...  , — a,  — b , — c,  ...  ; o ciò  che  torna 
lo  stesso,  si  faranno  tra  loro  equilibrio  tutte  le  forze  che  corrispon- 
dono a questi  ultimi  movimenli.  Ma  ai  movimenti  A,  B,  C, ...  corri- 
spondono le  forze  realmente  applicate  ai  diversi  punti  del  sistema, 
e ai  movimenli  — a,  — b, — c,  ...  corrispondono  altre  forze  uguali 
e contrarie  a quelle,  che  nei  medesimi  punti  quando  fossero  liberi 
produrrebbero  i moli  attuali  e osservati  nel  sistema:  ò dunque  ma- 
nifesta la  verità  del  principio  esposto  di  sopra. 

Il  qual  principio  si  può  anche  enunciare  sotto  le  forme  seguenti: 
nel  molo  di  un  sistema  materiale  le  forze  effettive , cioè  quelle  che 
corrispondono  ai  moti  realmente  concepiti  dai  diversi  punti,  se  si 
prendano  coi  segni  opposti,  si  equilil>rano  in  virtù  dei  legami  colle 
forze  impresse;  oppure  allorquando  un  sistema  materiale  si  trova  in 
movimento  sotto  fazione  di  un  numero  qualunque  di  forze,  mediante 
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la  connessione  delle  parli,  si  fanno  Ira  loro  eiiuilibrio  little  le  forze 
perdute,  cioè  quelle  che  corrispondono  ai  moti  a,  0,  v,  ...  mento- 
vati più  sopra.  Ancora  si  noti  che  il  principio  ora  dimostrato  ed 
espresso  in  varie  forme,  vale  sempre  ed  ha  luogo  per  le  stesse  ra- 
gioni. sia  nel  movimento  dei  sistemi  prodotto  dall’azione  di  forze 
continue,  sia  nel  movimento  iniziale  dei  medesimi  sistemi  o più  in 
generale  nel  movimento  dovuto  aH'aziono  di  forze  istantanee,  cioè  di 
quelle  forze  che  vengono  distinte  coi  nomi  di  percossa  o d 'impulso, 
e che  operando  con  grande  intensità  su  i punti  di  un  dato  sistema, 
in  un  tempo  assai  corto  e da  non  valutarsi,  v’imprimono  nondimeno 
una  velocità  finita  la  quale  può  anche  essere  ben  grande:  giova  poi 
il  ricordare  che  le  forze  istantanee,  senza  alcuna  considerazione  del 
tempo  o senza  alcun  riguardo  alla  durata  brevissima  di  loro  azione, 
si  misurano  semplicemente  colle  quantità  di  molo  che  le  medesime 
forze  sono  capaci  di  comunicare  a un  punto  materiale  affatto  libero. 

394.  Equazioni  spellanti  al  moto  di  un  Mlslema  libero 
nello  spazio.  La  forza  metrico  di  un  punto  qualunque  del  sistema 
o della  sua  massa /»,  s'immagiui  decomposta  in  tre  altre  X,  Y,  Z 
rispettivamente  parallele  a tre  assi  ortogonali,  e sieno  x,  »/,  2 le  co- 
ordinate del  medesimo  punto  alla  line  del  tempo  t:  la  forza  che  pro- 
duce il  moto  realmente  concepito  dal  punto  materiale  m,  si  risolve 

pure  (297)  nelle  tre  componenti  i m yjyr  , seC0D(^0 

medesimi  assi;  dunque  facendo  una  decomposizione  analoga  per  le 
forze  applicate  agii  altri  punti,  conforme  al  principio  del  numero 
precedente  dovremo  ammettere  nel  sistema  l’equilibrio  tra  tutte  le 
forze  che  hanno  per  componenti  X,  Y,  Z,  eie forzeacuisi  riferiscono 

le  componenti  — 1 — 1,1  • ^ra  risPe^oa  un  s‘~ 

sterna  libero  c rigido  iniiomc,  ci  vogliono  per  l'equilibrio  sei  distinte 
condizioni,  e sono  queste  (85.  e")  che  si  annullino  separatamente  le 
somme  delle  componenti  di  tutte  le  forzo  secondo  tre  assi  rettango- 
lari, ed  anche  le  somme  dei  momenti  delle  stesse  forze  in  ordine  ai 
medesimi  assi:  di  più  queste  sei  condizioni,  comecché  non  sufficienti 
per  l’equilibrio  di  un  sistema  libero  che  abbia  variabile  la  sua  forma, 
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souo  però  sempre  necessarie;  giacche  è evidente  che  un  sistema  va- 
riabile di  forma,  una  volta  che  si  trovi  equilibrato,  non  viene  a per- 
dere il  suo  stato  di  equilibrio,  se  noi  supponiamo  che  tutti  i punti 
sicno  collegati  per  mezzo  di  linee  che  lo  rendano  rigido  ed  immuta- 
bile. Adunque  nel  movimento  di  un  sistema  libero  qualunque, 
avranno  luogo  le  sei  equazioni 


le  quali  si  possono  scrivere  eziandio  sotto  le  forme  seguenti 
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Le  tre  equazioni  (e)  appartengono  al  molo  di  traslazione  del  sistema 
nelle  direzioni  degli  assi  coordinati,  e le  tre  altre  equazioni  (v')  spet- 
tano al  moto  di  rotazione  intorno  a questi  medesimi  assi,  e possono  | 
anche  riferirsi  al  moto  del  sistema  intorno  a un  punto  fisso  preso 
per  origine  delle  coordinate.  Il  segno  1 indica  delle  somme,  le 
quali  nei  primi  membri  delle  equazioni  si  estendono  a tutti  i punti 
del  dato  sistema,  e nei  secondi  membri  si  estendono  solo  alle  forze 
applicale  al  sistema. 

Colle  formolo  stabilite  possiamo  ora  dimostrare  due  proprietà  ge- 
nerali sul  movimento  di  un  sistema  qualsiasi  libero,  e risguardano 
Cuna  il  centro  di  gravità,  l’altra  lo  aree  descritte  dai  raggi  vettori 
dei  punti  materiali  onde  si  compone  il  sistema. 

395.  Movimento  del  eentro  «Il  gravità  e principio  dell» 
mum  conservazione.  Olire  alle  denominazioni  del  numero  prece- 
dente, dinotiamo  con  M la  massa  di  tutto  il  sistema,  c con  xt  , yt  , 
z,  le  coordinate  del  suo  centro  di  gravità  alla  fine  del  tempo  f: 
avremo  (109.  f)  le  tre  equazioni 

(1)  Ma?,  = 2(ma?)  , = I{my) , Ms,  = l{mz)  ; 

le  quali,  differenziate  che  sicno  due  volte  rispetto  al  tempo, 
divengono 


Confrontando  queste  colle  equazioni  (v)  trovale  di  sopra,  otterremo 
le  tre  forinole 
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M-^-=2(X),  =X(V), 


Jl|i  = 1(1) , 


che  spellano  evidentemente  al  molo  ilei  centro  di  gravila  del  dalo 
sistema.  Ore  quesle  medesime  formale,  come  apparisce  dal  numero 
(2!)7),  rappresentano  il  movimento  di  un  punto  materiale  libero 
che  abbia  la  massa  M,  e venga  sollecitato  da  tutte  le  forze  del  si- 
stema giusta  le  rispettive  loro  direzioni:  dunque  in  un  sistema  libero 
qualunque  il  centro  di  gravità  si  muove  nello  stesso  modo , come  se 
tutta  la  massa  del  sistema  vi  fosse  riunita , e tutte  le  forze  vi  fossero 
trasportale  parallelamente  a sè  stesse. 

Le  formolo  («"}, e la  conseguenza  che  ue  abbiamo  dedotta  rispetto 
al  centro  di  gravità  di  un  sistema  libero,  si  riferiscono  al  movi- 
mento da  cui  questo  centro  è auimato  in  qualunque  istante  sotto 
l’influsso  delle  forze  continue  che  sollecitano  i diversi  punti  del 
medesimo  sistema:  ma  una  stessa  conclusione  ha  pur  luogo  re- 
lativamente al  moto  iniziale  del  sistema,  che  supporremo  prodotto 
dall'azione  di  forze  istantanee.  Rappresentandosi  con  A,  B,  C se- 
condo gli  assi  coordinali  le  tre  componenti  della  forza  istantanea 
applicala  a un  punto  qualunque  (x,  y,  z ) di  massa  m,  saranno 


dx  dy  dz 
di  ’ di  ’ di 


le  componenti  della  velocità  colia  quale  il  punto 


m si  muovcrà  di  fatto  nel  sistema  in  virtù  degli  impulsi  iniziali; 
le  forze  effettive  o le  quantità  di  moto 


relative  ai  singoli  punti  del  sistema,  se  si  prendono  coi  segni 
contrarii,  dovranno  equilibrarsi  (393)  mediante  la  connessione 
di  tutte  le  parti  del  sistema  colle  forze  A,  B,  C istantaneamente  im- 
presse ai  diversi  puuti  tra  loro  connessi:  ora  tra  le  altre  condizioni 
di  questo  equilibrio,  vi  ò anche  la  condizione  (83)  che  si  annul- 
lino separatamente  le  somme  algebriche  delle  proiezioni  di^tutlc  le 
forze  sopra  i tre  assi  coordinati:  si  avranno  dunque  le  tre  equa- 
zioni 
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e queste  equazioni,  avuto  riguardo  alle  forinole  (1)  differenziate  una 
sola  volta  rispetto  al  tempo  /,  divengono 

M^l=v(A)  t =m  , il^-=i(C)  . 

Queste  ultime  formole,  le  quali  appartengono  al  centro  di  gravità 
del  sistema,  ci  diceno  apertamente  che  nello  stato  inziale  le  com- 
ponenti delle  quantità  di  moto,  e per  conseguenze  le  componenti 
ancora  della  velocità  del  centro,  sono  identiche  a quelle  di  un 
punto  materiale  libero  che  avesse  la  massa  M di  tutto  il  si- 
stema, e fosse  sollecitalo,  giusta  le  proprie  direzioni,  da  tutte  le 
forze  istantanee  che  agiscono  da  principio  sopra  lo  stesso  sistema: 
dunque  sono  pure  identici  tra  loro  il  movimento  iniziale  del  cen- 
tro di  gravità,  c il  movimento  del  dello  punto  materiale.  Congiun- 
gendo insieme  la  presente  conclusione  c la  conclusione  precedente, 
potremo  formarne  una  sola  proposizione;  vale  a dire  in  un  sistema 
qualunque  libero  il  centro  di  pravità  si  muove  nello  slesso  modo 
come  se  tutta  la  massa  del  sistema  vi  fosse  riunita , e vi  fossero 
trasportale  parallelamente  a sè  stesse  tutte  le  forze  istantanee  e 
continue,  le  quali  producono  rispettivamente  il  moto  iniziale  e i 
movimenti  susseguenti  del  medesimo  sistema. 

Segue  da  ciò  clic  le  cose  da  noi  dette  e dimostrato  sul  movimento 
di  un  pnnto  materiale,  convengono  tulle  e possono  applicarsi  al 
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moto  del  centro  di  gravità  di  un  sistema  qualunque  libero,  quando 
in  un  tal  centro  si  supponga  raccolta  tutta  la  massa  e applicata 
immediatamente  ciascuna  delle  forze  del  sistema  colla  propria  di- 
rezione; cioè- nel  moto  progressivo  un  sistema  o un  corpo  libero 
si  può  considerare  come  ristretto  nel  suo  centro  di  gravità  e ri- 
dotto a un  semplice  punto,  e sotto  questo  aspetto  noi  abbiamo 
risguardato  alcuni  corpi  solidi  e trattato  del  loro  moto  progres- 
sivo uei  capi  precedenti.  — Ancora  s'inferisce  che  il  moto  del  cen- 
tro di  gravità  sarà  rettilineo  ed  uniforme,  quando  il  sistema  si 
muove  solo  per  l’impulso  di  forze  istantanee  o per  le  velocità 
preconcepite,  e non  è sottoposto  all'azione  di  alcuna  forza  conti- 
nua; oppure  quando  le  forze  continue  del  sistema  o si  equilibrano 
insieme  e si  distruggono  a vicenda  trasportate  nel  centro  di  gra- 
vità secondo  le  proprie  direzioni,  o provengono  dalle  mutue  azioni 
dei  punti  materiali  che  a due  a due  sono  uguali  tra  loro  ed  op- 
poste. In  questa  seconda  conseguenza  consiste  il  principio  della 
conservazione  del  moto  che  ha  il  centro  di  gravità. 

A norma  di  un  tal  principio,  dobbiamo  dire  che  il  centro  di 
gravità  del  sistema  planetario  è animato  da  un  moto  prossimamente 
rettilineo  ed  equabile;  giacché  da  una  parte  a cagione  delle  enormi 
distanze  è quasi  nulla  sul  sistema  rattrazionc  esterna  che  proviene 
dalle  stelle,  e dall’altra  parte  le  altre  forze  motrici  sono  tutte 
interne  al  sistema  e consistono  nelle  mutue  azioni  dei  pianeti  e 
delle  mclecole  componenti  tra  loro.  — Dobbiamo  anche  ammet- 
tere che  in  un  sistema  il  movimento  del  centro  di  gravità  non 
rimane  per  nulla  alterato,  sia  dagli  urti  che  succedano  tra  i'  di- 
versi corpi  del  sistema,  come  abbiamo  veduto  in  un  caso  particolare  • 
nel  numero  (251),  sia  ancora  dai  nuovi  legami  clic  si  stabiliscano 
improvvisamente  tra  alcune  parti  del  medesimo  sistema,  sia  iu  tino 
da  qualche  scoppio  che  accada  nell’interno  del  corpo  o del  sistema 
e ne  scommetta  più  o meno  i varii  clementi:  in  tutti  questi  casi  # 

le  nuove  forze  che  si  sviluppano  nel  sistema,  non  sono  che  azioni 
e reazioni  interiori,  le  quali  come  equivalenti  ed  opposte  si  di- 
struggono scambievolmente  tra  loro. 
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396.  ■■rinolplo  «Irli»  eoiiMrrvnxlonr  tirile  aree  a de' mo- 
menti «Ielle  quantità  di  moto.  Consideriamo  3 (J OSSO  le  tre 

altre  equazioni  del  movimento  depisterai,  e caviamone  la  dimo- 
strazione di  un  secondo  principio  generale.  Supponiamo  che  nelle 
tre  equazioni  (e')  del  numero  (394),  le  quali  valgono  ancora  per  il 
moto  di  un  sistema  intorno  all'origine  tissa,  si  annullino  i secondi 
membri  o le  somme  dei  momenti  delle  forze  date  rispetto  ai  tre 
assi  rettangolari  OX,  OY,  OZ.  avremo  le  forinole 


( d'z 

d'q  \ 

A V / d*x 

d'z  \ 

Vw-Z 

di'  ) 

= 0,  dl.  - 

X di'  j 

le  quali  moltiplicale  per  dt,  ed  integra/e  rispetto  a l,  diventano 

Hi-w—:w)=c’  Hzr-x^-)=c' 

In  queste  forinole  le  tre  quantità  C,  C\  C"  sono  costanti;  e i primi 
membri  rappresentano  rispetto  agli  assi  le  somme  dei  momeuli  (83) 
delle  quantità  di  molo,  che  risiedono  nel  sistema  a un  istante 

qualunque  ed  hanno  per  componenti  m , m ~ , m ^ : dunque 

nella  ipotesi  espressa  di  sopra , in  un  sistema  sono  sempre  costanti  le 
somme  dei  momenti  delle  quantità  di  molo  rispetto  a ciascuno  di  (re 
assi  rettangolari,  ed  è pur  costante  per  conseguenza  la  somme  dei 
momenti  delle  medesime  quantità  rispetto  a un  asse  qualunque.  Ciò 
può  anche  intendersi  nel  modo  seguente.  A un  istante  qualunque 
si  considerino  le  quantità  di  moto  onde  sono  auimati  i diversi 
punti  del  sistema,  come  altrettante  forze  applicale  ai  medesimi 
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punti  (e  sono  appunto  quelle  forze  istantanee,  le  quali  produr- 
rebbero nei  singoli  punti  liberi  e in  riposo  il  movimento  che  que- 
sti hanno  di  fatto  nel  sistema),  e si  concepisca  inoltre  ciascuna  di 
tali  force  risoluta  in  Ire  altre  forze  dirette  secondo  gli  assi  co- 
ordinati. e in  tre  coppie  che  hanno  rispettivamente  per  assi  que- 
ste stesse  direzioni  (208):  è chiaro  chci  primi  membri  delle  ultime 
equazioni  non  saranno  altro  che  le  somme  delle  coppie  di  ridu- 
zione, situate  nei  tre  piani  coordinati  ed  espresse  coi  loro  momenti 
rispettivi;  e così  in  ciascuno  dei  piani  coordinali  o rispetto  a cia- 
scuno dei  tre  assi,  sarà  costante  la  somma  di  quelle  coppie  o dei  mo- 
menti corrispondenti,  sempre  nella  ipotesi  che  abbiamo  fatta  da  prin- 
cipio: e poiché  le  coppie  o i loro  momenti  si  rappresentano  coi  loro 
assi  di  grandezze  proporzionali,  e si  compongono  alla  maniera  delle 
semplici  forze;  perciò  nella  medesima  ipotesi,  cioè  per  es.  che 
sieno  nulle  le  forze  motrici  nel  sistema,  sarà  costante  in  intensità 
e direzione  l’asse  o il  momento  della  coppia  risultante  da  quelle 
somme  di  coppie  che  abbiamo  detto  di  sopra  e che  si  riducono 
semplicemente  a tre  coppie  componenti.  L'asse  di  un  tal  momento 
o coppia  risultante,  giusta  la  legge  della  composizione  di  tre  forze 
rettangolari,  ha  per  espressione  v^C* -t- C" -t- C"* , c forma  cogli 
assi  coordinali  tre  angoli,  i cui  coseni  sono  dati  dalle  rispettive 
espressioni 

C"  ' C'  c 

^ C*-t-C'*-t-C"*  ’ v/C,-+-C,’-4-C"*  ’ v/CM-C^+C"'  ’ 

E dobbiamo  anche  notare  che  se  mantenuta  l'origine  e cangiale  * 
le  direzioni  degli  assi  rettangolari,  si  risolve  l’asse  della  coppia  o 
del  momento  risultante  in  tre  altri  giusta  i nuovi  assi  coordinati, 
è chiaro  che  insieme  cogli  assi  si  muteranno  bensì  le  tre  somme, 
delle  nuove  coppie  componenti  o dei  loro  momenti,  e si  esprime- 
ranno per  tre  costanti  diverse  da  quelle  di  prima,  ma  che  resterà 
invariabile  in  intensità  e direzione,  e sarà  sempre  quel  di  prima 
l'asse  della  coppia  risultante  o del  suo  momento;  perciò  quantunque 
iu  ordine  ai  diversi  ternarii  di  assi  retlaugolari  condotti  per  una 
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stessa  origine  sieno  diverse  le  tre  somme  dei  momenti  delle  coppie 
componenti  che  provengono  dalle  quantità  di  moto  del  sistema  non 
sollecitato  da  forze  motrici,  pur  nondimeno  sarà  costante  per  tutti 
i ternani  di  assi  la  somma  dei  quadrali  di  quelle  medesime  somme, 
essendo  essa  sempre  uguale  al  trinomio  C*  C'*  +C"\  che  rap- 
presenta in'  ogni  caso  il  quadrato  del  momento  invariabile  della 
coppia  risultante  di  tutte  le  quantità  di  moto  onde  è animato  il 
sistema  a un  dato  istante  qualunque. 

La  conclusione  precedente  si  può  anche  presentare  sotto  un’altra 
forma.  Fermato  il  polo  nella  origine  delle  coordinate,  le  tre  dif- 
ferenze ydz — zdy,  zdx  — x dz,  xdy  — y dx  esprimono  soprai 
piani  coordinati  YZ,  ZX,  XY  il  doppio  delle  proiezioni  dell’area 
infinitesima,  che  descrive  nello  spazio  il  raggio  vettore  di  qual- 
siasi punto  m nel  tempuscolo  di:  laonde  se  indichiamo  queste 
proiezioni  con  dx,  dx',  dx",  c facciamo  anche  J C — c,  \ (7  = d, 
iC”  — dr,  le  formolo  stabilite  ultimamente  potremo  scriverle  nel 
modo  seguente 


Fatta  la  moltiplicazione  per  dt,  e presi  gli  integrali  di  maniera  che 
le  aree  incomincino  col  tempo  l,  si  avranno  le  formolo  finite 

2(mx)  —cl , 2{rm')  = dl  , I{mx")  — d't  ; 

vale  a dire  nella  supposizione  che  in  un  sistema  si  annullino  le  som- 
me dei  momenti  delle  forze  date  risjietto  a tre  assi  rettangolari,  sopra 
i tre  piani  coordinati  riusciranno  sempre  proporzionali  al  tempo 
le  somme  dei  prodotti  delle  masse  per  le  rispettive  proiezioni  delle 
aree  che  descrivono  i raggi  vettori  di  tutti  i punti  del  sistema. 
Ora  le  somme  dei  momenti  prenominati  sono  evidentemente  nulle, 
riducendosi  a zero  i secondi  membri  delle  equazioni  (c'.  394),  in 
questi  tre  casi:  l.°  se  nel  sistema  in  movimento  non  vi  hanno 
forgse  acceleratrici  o motrici,  ovvero  se  consistono  queste  solo  nelle 
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azioni  scambievoli  dei  punti  materiali;  2.°  se  le  forze  motrici  si 
equilibrano  a vicenda  su  di  un  sistema  rigido  che  si  muova  li- 
beramente nello  spazio,  ovvero  su  di  un  sistema  qualunque  libero 
che  si  suppónga  solidificato  e rigido  per  mezzo  di  opportuni  legami, 
come  è chiaro  per  le  condizioni  del  numero  (85),  e per  le  cose 
notate  nel  numero  (394)  intorno  all'equilibrio  di  un  sistema  di 
forma  variabile;  3.°  se  le  medesime  forze  motrici  si  fanno  equi- 
librio in  un  sistema  mobile  intorno  a un  punto  fisso  che  si  pren- 
da per  origine  delle  coordinate,  come  apparisce  dalle  prime  con- 
dizioni del  numero  (86),  ovvero  se  quelle  forze  si  riducono  tut- 
te a una  forza  unica  che  passi  per  f origine  arbitraria  delle  coordi- 
nale, giacché  in  tal  caso  iusieme  col  momento  della  risultante  si 
annullano  pure  i momenti  di  tutte  le  forze  rispetto  a ciascuno  dei 
Ire  assi:  dunque  in  questi  casi , se  dalla  origine  $'  intendano  con- 
dotti tanti  raggi  ai  punti  del  sistema,  e se  quindi  le  aree  descrit- 
te sopra  ciascuno  dei  piani  coordinati  o sopra  un  altro  piano  qua- 
lunque dalle  proiezioni  di  quei  raggi  si  moltiplichino  pei ■ le  masse 
di  questi  punti  e si  aggiungano  tutte  insieme,  la  somma  che  ne  ri- 
sulta, sarà  sempre  proporzionale  al  tempo,  e però  si  conserverà 
costante  per  intervalli  di  tempo  uguali  fra  loro.  In  questa  proposi- 
zione è riposto  il  principio  della  conservazione  delle  aree , come  nel- 
la proposizione  precedente  si  contiene  il  principio  della  conserva- 
zione dei  momenti  delle  quantità  di  moto. 

397.  Equazione  delle  forme  vive  e principio  della  loro 
eómervazione.  Ai  principii  esposti  nei  numeri  precedenti  ne  ag- 
giungiamo qui  un  altro  che  risguarda  le  forze  vive  di  un  siste- 
ma qualunque  di  punti,  nel  quale  peraltro  le  condizioni  e i lega- 
mi non  dipendano  )ier  nulla  dal  tempo. 

Alla  iine  di  un  tempo  t sieno  nel  sistema  x,  y,  z le  coordi- 
nate ortogonali;  X,  Y,  Z le  componenti  della  forza  motrice  secon- 
do gli  assi;  v,  m la  velocità  e la  massa  di  un  punto  qualunque. 
In  virtù  del  teorema  di  d’ Alembert,  dovrà  sussistere  l’ equilibrio 
fra  le  forze 

Voi.  IL  17 
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X — m 


d'x 
di ' 


Y — in 


d'y 

dF 


Z — m 


d'z 

W 


9 

che  spettano  al  punto  m,  ossia  (oc,  y,  i),  e le  forze  della  stessa 
forma  che  èi  riferiscono  agli  altri  punti  (xr.  tj.  z'),  {oc",  y",  z"), 
....  del  dato  sistema:  ma  perchè  sussista  un  tale  equilibrio,  ba- 
sta (£20  e segg.)  che  sia  nulla  la  somma  dei  momenti  virtuali  di 
tutte  le  forze  per  un  moto  qualunque  virtuale  ed  infinitesimo  che 
risponda  alle  condizioni  e ai  legami  del  sistema:  dunque  poiché  da 
una  parte  il  moto  che  prende  realmente  il  sistema  nel  tempuscolo 
susseguente  di,  risponde  senza  dubbio  a tutte  le  sue  condizioni  e 
ai  suoi  legami,  e dall'  altra  parte  in  un  tal  moto  del  sistema  i 
momenti  virtuali  delle  forze  si  esprimono  (2H)  coi  prodotti  di 
questa  forma 


perciò  si  avrà  la  equazione  differenziale 

{(x  ~m  W )*+  ìf  )*  ]=#. 


ovveramente 

jj7-dx-+-  -^T-dzj  = 2(Xd®-f.Ydy-+-Zdz)  . 


Ora  noi  abbiamo  (XLVII.  £96)  il  valore 


d'x  . , d'y  , , d'z 

ir***  Wdy+  le- 


di 
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sarà  dunque  in  fine 


(e'")  .d.2(m«’)=2£(Xdtf  + Y%-i-Zdz). 


Il  prodollo  wit) * non  è altro  (252)  cbe  la  forza  viva  di  un  punto 
qualunque  m al  termine  di  un  tempo  t , e il  trinomio  Xda?-4-Y  dy 
-hi di  rappresenta  (218)  il  momento  virtuale,  ovvero  anche 
(226)  il  lavoro  di  quella  forza  ond’  è sollecitato  lo  stesso  punto  del 
sistema.  Per  la  qual  cosa  l’ equazione  differenziale  (e"')  appartiene 
alle  forze  vive  dei  sistemi,  e ci  mostra  la  verità  di  questa  pro- 
posizione: nel  movimento  di  un  sistema  materiale  f incremento  che 
per  ogni  intervallo  infinitesimo  di  tempo  riceve  la  somma  di  tulle 
le  forze  vive , è sempre  uguale  alla  duplice  somma  dei  lavori  che 
si  effettuano  nel  medesimo  intervallo  dalle  forze  ^applicale  ai  sin- 
yoli  punti  del  sistema;  e però  in  un  tempo  qualsivoglia  finito , la 
variazione  totale  della  forza  viva  del  sistema  si  esprime  costante- 
mente  col  doppio  del  lavoro  di  tutte  le  forze  sollecitanti. 

398.  Quando  il  sistemasi  muove  per  le  velocità  preconcepile, 
e le  forze  motrici  o sono  nulle  o si  equilibrano  tra  loro  ad  ogni 
istante,  il  secondo  membro  della  equazione  ( v'" ) si  ridurrà  a zero 
(221),  e la  somma  delle  forze  vive  2(mv’)  sarà  costante.  È que- 
sto il  principio  della  conservazione  delle  forze  vive. 

Con  un  tal  nome  da  alcuni  Fisici  si  vuole  ancora  significare 
un’altra  proprietà,  ed  è che  sotto  certa  condizione  la  forza  viva 
riprende  sempre  lo  stesso  valore,  ritornando  il  sistema  a una  me- 
desima posizione.  La  condizione  richiesta  per  un  tal  fatto,  consi- 
ste in  questo  che  Y espressione  I(\dx-h\dy-hldz)  sia  il  diffe- 
renziale esalto  di  usa  funzione  di  tutte  le  coordinate  se,  y,  z,  a \ 
\f,  z',  ...;  cioè  che  provenga  dalia  differenziazione  di  una  certa 
funzione  f( Isc,  y,  z,  al...)  delle  medesime  coordinate.  Di  fotti  ìn 
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questa  supposizione  la  formola  («"'),  mediante  l’ integrazione,  di- 
viene 


I{mv')=ìf{x,  y,x,  a/,...)  -f  Cost.; 


ed  anche 

2(mv,)—2(mvtt)=%f[x,y,x,xfì...  ) — 2 f(xt , y. , a, , a/Q , . . . ) , 

dinotandosi  con  ot  ed  x0 , yt , z#  , afQ ....  le  velocità  e le  coor- 
dinate dei  punti  del  sistema  al  principio  del  moto,  o del  tempo 
t : quindi  apparisce  che  quando  ricorrono  nuovamente  tutte  le  coor- 
dinate x,  y,  z,  x' , ...,e  il  sistema  nel  suo  movimento  passa  di 
nuovo  per  una  medesima  posizione,  la  forza  viva  torna  ad 

essere  la  stessa  cd  assume  il  valore  di  prima,  qualunque  sieno  sta- 
te le  curve  descritte  dai  singoli  punti  del  sistema.  Quando  poi  si 
considera  il  passaggio  di  tutto  il  sistema  dalla  posizione  iniziale  a 
un'altra  posiziona  qualsiasi,  varierà  bensì  la  forza  viva  del  mede- 
amo;  ma  la  variazione  £(me’) — 2(mt'0’)  sarà  sempre  la  stessa,  qua- 
lunque sia  il  cammino  dei  punti  nell'andare  dalla  prima  alla  se- 
conda posizione. 

399.  Supponiamo  per  un  caso  particolare  che  i punti  del  siste- 
ma sieno  soggetti  alla  sola  azione  della  gravità:  se  l'asse  delle  z si 
dirige  dall’alto  al  basso  nel  senso  della  gravità,  si  avranno  X=0^ 
Y=0,  l—mg\  perciò  l’espressione  2(\  dx  -f-  Y dy  + Z di)  sarà  il 
differenziale  esatto  della  quantità  variabile  gl{mz) , e l’equazione 
(O  del  numero  (397)  ci  darà 

I(ffl«,)=2j2(mz)-f-C , 

dove  la  costante  C,  determinata  per  la  velocità  e la  posizione  ini- 
ziale del  sistema,  risulta  uguale  alla  differenza  2(«m>0’) — Ìg2(mz0). 
Ora  indicando  con  M la  massa  totale  del  sistema,  e con  z,  la  coor- 
dinata verticale  del  suo  centro  di  gravità,  abbiamo  (109.  f) 
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ì(mz)—z,2{m)  =Mz, . 

Sarà  dunque  l(mv')  = igMzt  4-C,  e così  nel  movimento  di  un  si- 
s tenia  pesante  la  forza  viva  dipenderà  unicamente  dall’altezza  del 
mitro  di  gravità,  e tornerà  la  medesima  tutte  le  volle  rhe  questo 
centro  ripassa  per  uno  stesso  piano  orizzontale. 

Per  un  altro  caso  particolare,  allorché  succede  qualche  urto  tra 
le  parti  dei  sistema  in  movimento,  la  forza  viva  in  generale  sarà 
diversa  avanti  e dopo  l’urto.  Ma  poiché  le  azioni  scambievoli  che 
si  esercitano  nell'urto,  dipendono  solo  dalie  distanze  dei  diversi  pun- 
ti, e poiché  per  lo  azioni  di  tal  natura  si  é già  dimostrato  (231) 
che  l’espressione  1(\  dx-\-\  dg-\-'L  dzj  è un  differenziale  esatto;  per- 
ciò la  forza  viva  dei  sistema  non  si  cangerà  punto  per  la  collisione  e 
ripiglierà  esattamente  lo  stesso  valore,  quando  le  parti  o i corpi 
che  si  urlano,  dopo  la  compressione  passano  di  nuovo  per  le  suc- 
cessive posizioni  di  prima  e ritornano  alla  primitiva  forma,  come 
interviene  nei  corpi  perfettamente  elastici:  quanto  agli  altri  corpi, 
si  perderà  per  l’ urto  una  porzione  tanto  maggiore  di  forza  viva, 
quanto  minore  è il  grado  di  elasticità.  A questa  stessa  conclusione 
siamo  venuti  direttamente  nel  numero  (252),  restringendoci  alla  con- 
siderazione dei  corpi  sferici  ed  omogenei. 

400.  Orca  le  forze  vive  si  dimostra  eziandio  il  teorema  seguen- 
te : la  forza  viva  di  un  dato  sistema,  tuttoché  non  interamente  li- 
bero nello  spazio,  nel  suo  moto  assoluto  si  può  sempre  risolvere  in 
due  parti  ; la  prima  è la  forza  viva  che  avrebbe  il  sistema  se  tutta 
la  sua  massa  fosse  condensata  nel  centro  di  gravità , f altra  è la 
forza  viva  dovuta  al  moto  relativo  del  sistema  riferito  al  centro  di 
gravità  riguardato  come  (isso. 

Sia  M=2(m)  la  massa  del  sistema;  sieno  a?,  y,  z le  coordinale 
rettangolari  di  un  punto  qualunque  m riferito  a tre  assi  fissi,  c sia 
v la  sua  velocità  alla  line  del  tempo  l;  sieno  a;,,  y, , z,  le  corri- 
spettive coordinate  del  centro  di  gravità,  e v,  la  sua  velocità  ; sieno 
£ , vi , £ , le  coordinate  del  detto  punto  m riferito  a tre  assi  mobi- 
li che  hanno  l' origine  nel  centro  di  gravità,  e sono  rispettivamen- 
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te  paralleli  agli  assi  fissi  ; finalmente  sia  u la  velocità  di  ni  relati- 
va al  centro,  quale  cioè  la  vedrebbe  un  osservatore  collocato  nel 
centro  di  gravità.  Abbiamo  (296) 


di  più  si  ha 


x=xl-h£,  «/=&-+-«  , z = z,4- £ , 


e conseguentemente 
dx  dx L d£_ 

IT  ~ UT  dt 


dy  _ dyt  , dr\  di  <hx 

ir~  Jt  h ir  1 h ir 


dt 

ir 


noteremo  dunque 


Zl"') =I”{('®L  ). 

-4) 


dì. 

di 


H*M*) ]• 


Siccome  però  si  possono  metlere  fuori  del  segno  - le  quantità 
per  la  ragione  che  restano  le  medesime  pe'di- 
versi  punti  in , e si  ha  inoltre  (109./1') 


i m im  w )H r Z(”‘)=0’ 
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)-ì*W-*i 

così  l’equazione  precedente  diviene 

ossia  più  brevemente 

fi)  2(m,’)  = Me,’ 

la  quale  forinola  dimostra  apertamente  la  verità  della  proposizione 
enunciata. 

401.  Giacché  abbiamo  fatto  menzione  del  molo  relativo  di  un  si- 
stema, cioè  dei  molo  di  uu  sistema  in  ordine  a una  origine  e a tre 
assi  mobili,  ci  piace  di  aggiungere  che  l'equazione  397)  delie 
forze  vive  ha  pur  luogo  nel  movimento  relativo  di  un  sistema  affatto 
libero  in  ordine  al  suo  centro  di  gravità , come  se  questo  centro  fosse 
un  punto  fisso. 

Infatti,  ritenute  le  denominazioni  delle  diverse  quantità  considerate 
nel  numero  precedente  rispetto  alla  origine  fissa  e al  centro  mobile 
di  gravità,  nella  equazione  delle  forze  vive 

d.2(mc')  = 2 l[\dx  -4-  Y dy  -+-ldz) 

che  risguarda  il  moto  assoluto  di  un  sistema  qualunque,  in  cui  i 
legami  siano  indipendenti  dal  tempo,  {tossiamo  sostituire  in  luogo  di 
2 (me’)  il  valore  (2)  trovato  poc’anzi,  e in  vece  dei  semplici  diffe- 
renziali dx,  dy , dz  possiamo  sostituire  i rispettivi  differenziali  com- 
posti dx,-|-d| , di/, -4- dz,  -bd£  in  virtù  delle  tre  relazioni 
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y = */, -4-V5  , z = z,-+-t;  ; 

di  tal  modo  si  avrà 

rf.M  «,*  -h  d.  = 2 1(\  dxt  -4-Y  dy,  + Z dz.) 


H-2V(Xd;v-hYdr,-hZd£)  . 

Ora  le  tre  equazioni  ( v ")  del  numero  (39ì>),  le  quali  valgono  pel 
centro  di  gravità  di  un  sistema  libero  nello  spazio,  moltiplicale  ri- 
spettivamente per  2 da?, , 2 dy, , 2 dzt , e quindi  congiunte  insieme 

colla  somma,  ci  danno  M — xt^x,  ~+~2d  y,dy,-+-ìd' zx  di, 

di'  ' ^ 

sia  (XLVII.  296) 

d.  M «,* = 2 2 ( X dxt  + Y dy,  Z dz,)  ; 

dunque  l'equazione  superiore  si  ridurrà  semplicemente  a quest' al- 
tra 


d.Z(mu')  = 2 2(X  dS  -f-  Y dn  + Z dO  , 

la  quale  è l’ equazione  stessa  e ci  rappresenta  il  teorema  delle  forze 
vive  nel  movimento  relativo  di  un  sistema  libero  in  ordine  al  cen- 
tro di  gravità,  cioè  nel  movimento  del  sistema  riferito  a tre  asm 
rettangolari  che  si  conducono  per  il  cenlro  di  gravità  considerato 
come  un  punto  lisso. 

Dal  secondo  membro  della  equazione  viene  espressa  bensì,  co- 
me nel  moto  assoluto,  la  doppia  somma  dei  lavori  relativi  o ap- 
parenli  che  si  effettuano  dalle  forze  motrici  in  ogni  internilo  infi- 
nitesimo di  tempo;  ma  si  osservi  che  queste  forze  motrici  non  so- 
no già  le  forze  dei  punti  del  sistema  relative  al  cenlro  di  gravità. 
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ma  sono  le  forze  stesse  date  e applicate  immediatamente  ai  mede- 
simi punti  del  sistema:  laddove  nel  molo  del  sistema  rapporto  ad 
un’altra  origine  qualunque  e ad  altri  assi  mobili,  eccetto  le  masse, 
sono  tutte  relative  le  quantità  che  concorrono  a comporre  l' equazio- 
ne delle  forze  vive;  cioè  in  questa  equazione  che  .ha  pur  luogo  nel 
moto  relativo  di  un  sistema  materiale,  la  forza  motrice  per  ciascun 
punto  sarà,  come  si  è dichiarato  nel  numero  (318),  quella  che  ri- 
sulta dalle  forze  applicate  realmente  al  punto  ed  inoltre  da  una 
forza  uguale,  contraria  e parallela  alla  forza  che  agisce  sopra  l’ori- 
gine mobile  e trasporla  gli  assi  parallelamente  a sè  stessi. 

402.  Nel  movimento  relativo  di  un  sistema  affatto  libero  rispetto 
al  suo  centro  di  gravità,  non  solo  sussiste  sempre  f equazione  pro- 
pria delle  forze  vive,  ma  ha  pur  luogo  il  principio  dei  momenti 
delle  quantità  di  moto  o il  principio  delle  aree,  come  se  il  detto 
centro  fosse  un  punto  fisso. 

Conserviamo  tutte  le  notazioni  dei  numeri  precedenti,  e nelle 
formolo  (t/)  del  numero  (394),  in  luogo  delle  coordinate  x,  y,  z po- 
niamo i loro  valori  x—x,-\-l , y=yl-+-n  , z=z,  -t-S  ; otterremo 
le  tre  equazioni 


»[*+*)**%£■  -(*  + « 

Y(2|-K>], 

v_T,.  . „ d'xt+d'l  d\-hd'K  1* 

Zmjjz,  + 5)  — ^ (x,  -K  ) — J 

= 2[X(V+-Q--Z(*,-K)1, 

=2[Y  (vK)-  X fo-Hi)  j . 
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Ora  eseguite  le  molti  pi  icazioui,  e posti  fuori  del  simbolo  I i fatto- 
ri che  contengono  le  coordinale  del  centro  e sono  comuni  ai  ter- 
mini spettanti  ai  diversi  punti  m,  abbiamo  [395.  (v")]  in  un  siste- 
ma libero 


1F  )==y,W  = y' ’ 

2(ms,4rL  )=Z'^Y)  '*(m2‘lip  )~ Z,I(X^ 
Ìmx'7T  - 2(ma?.  $ )=*.W)  » 

abbiamo  inoltre  (109.  f) 


« 


) 


= 0, 


abbiamo  in  line  ( ibid .) 


d’z,  \ _ (Pz , 
"W  / dT 


2(mr,)= 


= 0 
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v(,„?$L)  = 0,  j(«t 
)=0  » 2(mT1 


Se  dunque  nei  primi  membri  togliamo  tutti  questi  termini  che  si 
annullano,  e facciamo  la  riduzione  degli  ailri  termini  con  quelli 
che  appartengono  ai  secondi  membri,  le  tre  equazioni  precedenti 
divengono  semplicemente 


f <n 

rf'ti 
; di* 

)=I(Zv — YC), 

(»")  1 

2m{ 

r di* 

4 di*  J 

II 

X 

rt 

1 

SS 

2w?( 

i . 1 

K d’n 

C di' 

d'I  \ 
” dC  ) 

| = 2(Y?-X») 

Queste  formolo  (vn)  che  spettano  al  moto  relativo  di  un  sistema 
libero  in  ordine  al  centro  di  gravità,  sono  in  tutto  somiglianti  al- 
le formolo  ( v' ) del  numero  (394),  le  quali  s [iettano  al  movimento 
dello  stesso  sistema  in  ordine  a una  origine  e a tre  assi  lissi;  per- 
ciò nel  moto  relativo  al  centro  di  gravità  di  un  sistema  libero,  in 
virtù  delle  formolo  (v"),  dovremo  ammettere  delle  proprietà  somi- 
glianti a quelle  che  sotto  certe  condizioni  abbiamo  dedotto  (396) 
nel  moto  assoluto  di  un  sistema  qualunque  dalle  formole  (vr).  Così 
se  le  forze  motrici  consistono  nelle  sole  azioni  scambievoli  dei  pun- 
ti materiali,  come  di  fatto  consistono  in  queste  azioni  rispetto  al 
nostro  sistema  planetario,  ovvero  se  quelle  forze  si  equilibrano  fra 
loro  su  di  un  sistema  libero  che  si  supponga  divenire  rigido  a un  trat- 
to, oppure  se  le  medesime  forze  si  riducono  tutte  a una  sola  che 
passi  per  il  centro  di  gravità  del  sistema,  si  annulleranno  certa- 
mente in  questi  diversi  casi  i secondi  membri  delle  tre  equazioni 
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(vn)  ; e ne  seguirà  che  la  somma  delle  aree  descritte  dalle  proie- 
iezioni  dei  raggi  vettori  sopra  ciascuno  dei  piani  coordinati,  o so- 
pra un  piano  qualunque  che  passi  per  il  centro  di  gravità,  mol- 
tiplicate per  le  masse  dei  punti  corrispondenti,  varia  sempre  in  ra- 
gione diretta  del  tempo  ed  è costante  in  tempi  uguali:  di  tal  ma- 
niera il  principio  della  conservazione  delle  aree,  come  ancora  il 
principio  analogo  della  conservazione  dei  momenti  delle  quantità  di 
moto,  si  verifica  ancora  nel  movimento  relativo  di  un  sistema  libe- 
ro rispetto  al  centro  di  gravità.  — Aggiungiamo  al  solilo  alcuni 
problemi,  la  cui  soluzione  dipende  dalle  cose  esposte  in  questo  pa- 
ragrafo. 

403.  Problema  I.  Una  catenella  pesante  ed  omogenea  DAIK 
(lig.lSOa)  è posta  su  due  piani  AC  ed  AC',  inclinati  all'oriz- 
zonte e addossati  l uno  all’altro:  scorrendo  la  catenella  senz’attrito 
giusta  la  lunghezza  dei  due  piani  inclinati  la  cui  intersezione  si  sup- 
pone orizzontale , e rimanendo  sempre  nel  piano  CAC'  perpendico- 
lare a questa  intersezione,  si  vuole  determinare  il  movimento  della 
medesima  catenella. 


Sia  / tutta  la  lunghezza  della  catenella,  ed  x,  a!  sieno  le  rispet- 
tive lunghezze  delle  parli  posate  sopra  i due  piani  inclinati  alla  fi- 
ne di  un  tempo  t;  sarà  x-\-rf  = y.:  si  chiami  p la  massa  distri- 
buita nella  unità  di  lunghezza,  ossia  la  densità  della  catenella;  le 
masse  delle  due  parti  di  questa  sarauno  rispettivamente  pi , po' . 
Ciò  posto,  vede  ognuno  che  i pesi  rispettivi  o le  forze,  dalle  quali 
vengono  naturalmente  sollecitale  secondo  la  direzione  della  gravità 
le  due  l'erti  del  sistema,  si  esprimono  coi  due  prodotti  p g x , p g af; 


sono  poi  pr  , pi  -jp-  le  forze  (261)  che  nelle  medesime  par- 


ti, se  fossero  libere,  produrrebbero  l’accelerazione  e il  moto  che  ha 
luogo  attualmente  nel  senso  della  lungheza  dei  due  piani  inclinati: 
vi  è dunque  equilibrio  (393)  tra  quelle  prime  forze,  e queste  altre 
prese  in  verso  contrario;  per  conseguenza  sarà  nulla  (222)  la  som- 
ma dei  momenti  virtuali  di  tutte  c quattro  le  forze  per  quel  movi- 
mento infinitesimo,  che  il  sistema  o la  catenella  concepisce  real- 
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mente  nel  tempuscolo  di.  Rappresentate  pertanto  con  i ed  J le  in- 
clinazioni dei  due  piani  all’orizzonte,  dovrà  sussistere  (214)  l’equa- 
zione 


gx  sen  a dx  -+-  gx'  sen  a!  da/  — x 


d'x 

W 


dx  — x' 


d'x' 

di' 


dxr=  0 


y 


dalla  quale  è già  tolto  il  fattore  p comune  a tutti  i termini.  Ora 
attesa  la  relazione  x-4-x'=X,  abbiamo  xf—1  — x,  dx,=—dx, 
d'i/= — d'x;  eliminando  dunque  per  mezzo  di  questi  valori  la 
quantità  xf  dalla  equazione  superiore,  otterremo  l'equazione  dif- 
ferenziale 


d'x 

dF 


i-  (sen  i-f-  sen  *')x-\-g  sen  / = 0 , 


ossia 


(3) 


d'x 

di' 


g , . « / X sen  a 

sen a-f  seni)  Ix : j 

X ' '\  sena-+-sena 


la  quale  appartiene  al  movimento  della  catenella  sopra  i due  piani 
inclinati.  Per  integrare  questa  equazione,  poniamo 


sena-t-  sen/)=6* , x- 


Xsent 


sena-4-sen  / 


—i 


la  medesima  equazione  diverrà  — b'x  = Q,  la  quale  (CXII)  ha 
per  integrale  z=C  e — C'  e — e ci  dà  per  conseguenza 


(*) 


x 


Xsena' 
sen  a -4- seni/ 


+ Ceit—C'e-H. 
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Le  le  due  costanti  C,  C'  possono  determinarsi  per  la  posizione  e la 
velocità  iniziale,  che  si  suppongono  date  e conosciute-  infatti  se  per 

t = 0 sia  x — Al)  = x, , v = = c0 , si  avrà 


— -4-C  — C' , 
* sena-t-sem 


=C6e#-+-C'6e*=6(C-t-C')  ; 


e da  queste  due  equazioni  si  ricaveranno  i valori  delle  quantità  co- 
stanti C,C'.  Determinate  queste  due  costanti,  l’equazione  (4)  e il  suo 
differenziale  ci  faranno  conoscere  la  posizione  della  catenella  e la  ve- 

dee 

locità  -jf-  per  un  tempo  dato  t. 

Alla  line  di  un  certo  tempo  che  si  può  determinare  facilmente, 
la  catenella  si  troverà  tutta  sopra  uno  dei  due  piani  inclinati:  al- 
lora il  moto  cangcrà  di  natura,  e diverrà  uniformemente  accelerato. 

d'x 

Se  diventasse  nulla  la  forza  acceleralrice la  quale  agisce  sopra 

il  sistema;  la  catenella  collocata  da  principio  sopra  i due  piani  in- 
clinati senza  velocità  iniziale  nella  posizione  corrispondente  alla  det- 
ta ipotesi,  vi  rimarrebbe  certamente  in  equilibrio  costante:  ora  fatto 
d*oo 

r - = 0,  in  virtù  della  equazione  (3)  si  ha 


x= 


A sen  d 
seni  -f-sen  i‘ 


, od  =À — a?=- 


Xsem 

sen  i -4-  sen  i' 


e per  conseguenza 


x:  a/==seni  : sen<*=AC:  AC'; 
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dunque  la  posizione  che  corrisponde  airannullamento  della  forza  ac- 
celeratrice  e all'equilibrio  della  catenella  DAD"  collocata  sopra  i pia- 
ni senza  velocità  iniziale,  è quella  nella  quale  le  parti  r=Al)  ed 
a?'=AD'  sieno  proporzionali  allo  lunghezze  AC  ed  AC/  dei  due  pia- 
ni inclinati,  e la  retta  DD'  sia  | >ara!  lei  a a CC'  ed  orizzontale,  come 
per  altro  modo  abbiamo  già  provato  nel  terzo  esempio  dei  numero 
(175)  della  Statica. 

404.  Problema  II.  Una  verga  AB  /fig.  178» ) pesante , omoge- 
nea e grossa  ugualmente  da  per  lutto , è appoggiata  alle  estremità 
contro  due  rette  fisse,  ma  orizzontale  e l'altra  verticale  : vogliamo 
cercare  prima  la  velocità  angolare  della  verga  per  qualunque  posi- 
zione ella  s’abbia ; poi  vogliamo  determinare  la  sua  posizione  per 
quell’istante  di  tempo,  nel  quale  essa  si  stacca  dalla  retta  verticale. 

Sia  2/  la  lunghezza  della  verga,  m la  sua  massa,  0 l’angolo  che 
essa  forma  colla  retta  orizzontale  alla  line  del  tempo  l\  prendiamo  per 
assi  coordinati  le  rette  CX  e CY,  contro  le  quali  si  appoggia  la  ver- 
ga colle  sue  estremità;  rappresentiamo  poi  rispettivamente  con  y , e, 
ed  u l’ordinata  di  un  punto  qualunque  della  verga,  la  sua  velocità 
assoluta,  e la  velocità  relativa  al  suo  centro  di  gravità  considerato 
come  lisso,  e con  a?„  y„  i\  le  coordinate  c la  velocità  del  centro  0. 
Siccome  Y= — gdm  èia  forza  motrice,  che  sollecita  ciascun  ele- 
mento della  verga;  perciò  l’equazione  delle  forze  vive  (v"’.  397J,  in- 
tegrata che  sia,  darà 

Z(«*  dm)  = — 2 g I[ydm)  -+-  cost.  , 
ovvero  (400. 109.  f) 

me,*  4-  l(u'dm)  = — 2m<^I-+-cost. 


■ovvero  .anche  (296. 364) 
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”{'^r’+  )+2(r*-^-rfn*)=-2,n^.H-c081-  t 

nella  quale  ultima  espressione  r è la  disianza  di  un  punto  qualun- 
que della  verga  dal  centro  di  gravità,  e — esprime  la  velocità  an- 
golare o di  rotazione  della  verga  intorno  a un  asse  normale  condotto 

do' 

pel  centro  di  gravità  e considerato  come  tisso.  Ora  il  fattore  si 

può  scrivere  fuori  del  segno  2 , e perciò  a norma  di  ciò  che  sarà 
detto  relativamente  al  momento  d'inerzia  di  una  retta'  nel  numero 

(413),  avremo  2^  r*  -jjj,-  = 2(F'dm)=~  . «1(2/)* 

1 do* 

= —mr  -jp-  ; quindi  l’ultima  equazione  diviene 

/ «te,*  ^ dy,'  , f de*  \ , L , 

H + r-  d r )=-*■»», +«»t-  • 


Ma  il  primo  membro  di  questa,  per  ragioue  dei  valori  xt  — /coso  r 

, . ..  . / /’sen 'fide*  rcos'ede*  /*  tfc*  v 

y,=/senO,  diviene  — w 1 ^ I-  j ■ w) 


/„  de- 

r 

do  * \ 

=mvsr 

+ 1" 

di'  ) 

anche 


= — ìm  gl  9en  O-K'ost. 


A questo  punto,  determinando  la  costante  sotto  tal  condizione 

do 

che  al  principio  del  moto  sia  =0,  e 0=0,,  otterremo 
pel  tempo  t la  formula 


C ..  ipgle 
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(5)  |f  (sen0.— sene) , 

che  ci  dà  la  velocità  angolare corrispondente  all  inclinazione  0 
della  verga. 

Per  ciò  che  riguarda  l’altra  parte  del  problema,  riflettiamo  che 
non  v’  è difficoltà  di  ammettere  la  verga  AB  come  affatto  libera,  se 
oltre  la  forza  motrice  del  suo  peso  si  considerino  anche  le  forze  di 
reazione  che  essa  risente  dalle  rette  adequali  si  appoggia:  questa  ri- 
flessione ci  permette  di  poter  applicare  le  forinole  (e")  dei  numero 
(39.7;  al  moto  traslativo  del  suo  centro  di  gravità  0.  Rappresentiamo 
dunque  con  R la  reazione  orizzontale  della  retta  verticale  CY:  dalla 

prima  delle  predette  formole  (»")  avremo  m =R;  raa  reqUa. 
zione  x,=  /coso  differenziata  due  volte  in  ordine  alla  quantità  indi- 
pendente  f,  ci  porge  ^ =-/cos0~  -/sen  ù ; dun- 
que 

(6)  — mlco&e-^ »»isene-^=R. 

Ora  ò chiaro  che  la  verga  si  stacca  dalia  retta  verticale  CY  al  mo- 
mento che  diviene  nulla  la  reazione  R,  ossia  la  pressione  esercitala 
contro  quella  retta:  dunque  se  nella  formola  (6)  si  ponga  R = 0,  e 

ds’  * 

si  sostituisca  il  valore  di  dato  dalla  (5)  ed  anche  il  valore  di 

d'O  3 g 

3T=  ~ Jf  cos0  cavaLo  da,la  differenziazione  della  medesima, 
avremo  la  formola 

1 i 

g-  ( sen  sen  6)  -+-  -j  sen  0 = 0 , 

Voi.  //. 
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ossia 

' 2 

sen!5=—  sen  9, , 

la  quale  ci  dà  la  posizione  o l'inclinazione  0 della  verga  per  quell’i- 
stante di  tempo  in  cui  si  stacca  dalla  retta  verticale. 

405.  problema  111.  Applicare  P equazione  delle  forze  vive  alle 
macchine  dotate  di  un  qualche  movimento. 

Nell'equazione  differenziale  delle  forze  vive 

dl(mv')  = ÌI(\dx-\-\dy -hUx) 

stabilita  al  num.  (397),  m è.  la  massa  di  un  punto  qualunque  del 
sistema,  v è la  velocità  alla  fine  del  tempo  t;  X,  Y,  Z sono  le  com- 
ponenti della  forza  motrice  parallele  a tre  assi  rettangolari,  ed  x,  y, 
z sono  le  coordinate  di  quel  punto.  Nelle  macchine  le  forze  che  han- 
no X,  Y,  Z per  componenti,  altre  tendono  ad  accelerare  e altre  a ri- 
tardare il  moto  dei  punti  ai  quali  sono  applicate-,  questi  punti  si 
muovono  in  modo  clic  le  direzioni  delle  velocità  corrispondenti  fan- 
no un  angolo  acuto  colle  direzioni  delle  prime  forze  che  son  dette 
potenze,  e. fanno  un  angolo  otteso  colle  direzioni  delle  seconde  che 
sono  chiamate  resistenze;  perciò  ò che  nelle  macchiue  i momenti  vir- 
tuali delle  forze  sono  positivi  o negativi,  secondo  che  queste  forze 
fanno  le  parti  di  potenze  o di  resistenze.  Quindi  poiché  il  momento 
virtuale  della  risultante  è uguale  (218)  alla  somma  dei  momenti  vir- 
tuali delle  forze  componenti,  applicale  a uno  stesso  punto;  perciò 
rappresentando  con  Q,  P una  potenza  e una  resistenza  qualunque, 
con  dq  e dp  gli  spazii  infinitesimi  chei  rispettivi  punti  di  loro  appli- 
cazione descrivono  nel  tempo  infinitesimo  di  nella  direzione  stessa 
delle  forze,  l'espressione  l(\dx-t-  Y dy-\-7Ai)  sirisoherà  nelle  due 
palli  Z{Qdq ),  — 2(P dp).  Dunque  l’eqnazione  delle  forze  vive  ripor- 
tata innanzi,  per  dò  che  riguarda  le  macchine, potrà  esser  messa  sot- 
to la  forma 
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d2(ro«')  = 2[2(Qdf)-2(Pdj>)]; 

e presi  gl'integrali  da  tino  a t,  ed  espressa  con  »,  la  velocità  che 
corrispondo  al  tempo  <„  sotto  quest’altra 

e t 

2(m-*)-2(me0>)=2[y’  l(Qdq)-  f 2(1* dp)  ] . 
i t. 

Le  due  somme  2 [Qdq),  2(P  dp),  esprimono  (226)  il  lavoro  ele- 
mentare di  tutte  le  forze  motrici  e resistenti;  gl'integrali  poi  di  que- 
ste somme  tra  i limiti  t0  c t rappresentano  il  lavoro,  che  effettuano 
le  stesse  forze  nell’intervailo  di  tem|>o  t — l,.  Pertanto  se  rappresen- 
tiamo con  L m il  lavoro  motore  eseguito  nel  detto  intervallo  di  tem- 
po dalle  forze  motrici,  e con  L r il  lavoro  resistente  delle  forzo  resi- 
stenti, l'ullima  equazione  si  potrà  notare  sotto  la  forma  compendiata 

(7)  2(mc’)  — 2(mid0*)=  2(Lw  — L r ) , 

e così  per  le  macchine  dotale  di  un  movimento  qualunque  si  avrà  per 
dimostrato  il  teorema  seguente:  nelle  macchine  in  moto  per  un  dato 
tempo  qualunque  l'aumento  di  forza  viva  è uguale,  alla  duplice  dif- 
ferenza tra  il  lavoro  motore  e il  lavoro  resistente. 

È da  osservare  che  il  lavoro  motore  per  un  intervallo  qualunque  di 
tempo  è uguale  al  lavoro  resistente,  se  ii  movimento  della  macchina 
è uniforme;  è poi  più  grande  ovvero  più  piccolo,  se  il  movimento  è 
accelerale  ovvero  ritardato.  Infatti  il  primo  membro  dell’equazione 
(7)  è nullo  nel  primo  caso,  positivo  nel  secondo,  negativo  nel  terzo. 
Oltre  a ciò,  lo  stesso  primo  membro  è milk»  per  queH’iatervallo  di 
tempo  in  cui  la  macchina  dalla  quiete  o da  un  determinato  grado  ,di 
velocità  nelle  sue  parli,  torna  alia  quiete  o a quel  grado  stesso  di  ve- 
locità: perciò  è che  benché  il  movimento  della  macchiua  sia  vano, 
purché  esso  sia  periodico,  avverrà  che  per  ciascun  periodo  sussiste- 
rà l’equaglianza  tra  i due  lavori,  e !a  macchina  non  farà  altroché 


Digitized  by  Google 


g76  CORSO  DI  MECCANICA  — DINAMICA 

trasmettere  finterò  lavoro  motore  e trasformarlo  in  altrettanto  lavoro 
resistente.  In  ciascuno  di  questi  periodi,  quando  il  movimento  della 
macchina  si  accelera,  il  lavoro  motore  Ut  supera  il  resistente  U , e 
lo  si  può  risolvere  in  due  parti  U ed  L«— Lr  : la  prima  si  spende 
nell’effettuare  il  lavoro  resistente  L,  , l’altra  determina  un  aumento 
di  forza  viva  sotto  la  cui  formola  si  accumula  nella  macchina  e di- 
viene come  latente:  quando  però  il  movimento  della  macchina  si 
rallenta,  allora  il  lavoro  resistente  U supera  il  motore  U , e si  com- 
pone delle  due  parti  Un,  ed  U—Ur,  la  prima  la  eseguisce  il 
lavoro  motore  Lm  , 1'  altra  la  eseguisce  la  forza  viva  che  per 
questo  si  diminuisce  nella  macchina,  o piuttosto  la  eseguisce  quell’ec- 
cesso di  lavoro  motore  che  si  era  prima  come  occultato  sotto  forma 
di  forza  viva  e che  ora  torna  a mostrarsi.  Così  avviene  che  alla  line 
di  ciascun  periodo  la  forza  viva  della  macchina  è la  stessa  che  al 
principio,  e a ciascun  periodo  il  lavoro  motore  uguaglia  il  Javoro  re- 
sistente nel  quale  tutto  si  converte. 

É anche  da  notare  che  il  lavoro  che  abbiamo  detto  semplicemen- 
te resistente  si  compone  del  lavoro  resistente  utile  U , ed  è quello 
per  cui  produrre  è stata  stabilita  la  macchina,  p.  es.  innalzare  un  cer- 
to peso  a una  data  altezza,  ecc.;  e del  lavoro  resistente  meramente 
passivo  4 che  nasce  dagli  attriti  nelle  diverse  parti  della  macchina, 
dagli  urti,  dalla  resistenza  del  mezzo  e da  altri  impedimenti.  Quindi 
è che  a ciasun  periodo  ovvero  per  tutto  il  tempo  che  agisce  la  mac- 
china, essendo  Lu  -+-  4 = L»< , avremo 


L u 

Uri 


Il  rapporto  U : Ut  tra  il  lavoro  utile  e il  lavoro  motore  è,  come  si  di- 
ce, ciò  che  rende  la  macchina,  ed  è sempre  più  piccolo  dell’unità.  Le 
màcchine  sono  tanto  migliorie  più  perfette,  quanto  più  diminuendo 
al  possibile  le  resistenze  passive,  quel  rapporto  si  accosta  all’unità: 
ciascuno  però  intende  che  non  si  possono  togliere  affatto;  e che  mac- 
chine senza  resistenze  passive  e in  esse  movimento  perpetuo  senza 
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l’azione  continua  o periodica  di  una  potenza  che  ne  ripari  le  perdite, 
sono  un'assurdità. 

Questo  che  abbiamo  dimostrato,  lo  avevamo  accennato  al  nume- 
ro (226).  Aggiungiamo  per  ultimo  che  il  movimento  delle  macchine 
riesce  ordinariamente  periodico  : ciò  avviene  sia  perchè  il  motore  di 
cui  si  dispone  è variabile  tra  certi  limili,  sia  perchè  la  resistenza 
utile  sopra  la  quale  esso  opera  mediante  la  macchina,  passa  da  una 
condizione  a un’  altra  nell’  essere  lavorata.  Per  rendere  questo  mo- 
vimento più  uniforme  che  si  può  e provvedere  così  alla  equabile 
esecuzione  del  lavoro  utile,  si  applicano  alle  macchine  i regolatori 
che  moderano  la  forza  motrice,  e i volanti  che  assorbono  e restitui- 
scono opportunamente  1’  eccesso  della  forza  viva. 

§.  2.* 

Momenti  d’  inerita. 

« 

406.  Momenti  d’inerzia  ri* petto  a un  acme.  Nel  para- 
grafo precedente  abbiamo  esposto  le  proprietà  e i principii  generali 
sul  movimento  dei  sistemi;  adesso  diremo  in  breve  alcuna  cosa  in- 
torno ai  momenti  d' inerzia,  i quali  concorrono  con  altre  quantità 
alla  determinazione  del  moto  dei  corpi  solidi,  come  si  è veduto  po- 
c’  anzi  in  un’  esempio. 

In  un  dato  sistema  di  punti  materiali  è detto  momento  d' inerzia 
relativamente  a un  asse  la  somma  dei  prodotti  delle  masse  che  han- 
no i singoli  punti,  per  i quadrati  delle  rispettive  loro  distanze  dal- 
l’ asse.  Se  m è la  massa  di  uno  dei  punti  materiali,  ed  r è la  sua 
distanza  da  un  asse  ossia  da  una  retta  di  data  posizione,  1’  espressio- 
ne £(mr’)  sarà  il  momento  d’ inerzia  del  sistema  relativamente  a 
quella  retta  o a quell"  asse 

Rappresentata  che  sia  con  M la  massa  di  tutto  un  sistema,  c co- 
seiuto  che  sia  il  momento  d’  inerzia  relativamente  a un  dato  asse, 
potremo  sempre  determinare  una  tal  retta  k che  sussista  l'equazione 
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2(mr,)=M : 

una  retta  siffatta  è chiamata  raggio  di  girazione  del  sistema  iulorno 
all’  asse  che  si  considera. 

In  un  sistema  continuo  di  punti  materiali,  che  è il  caso  dei  corpi 
solidi  ne'  quali  la  materia  s' immagini  distribuita  per  tutto  il  volu- 
me, il  momento  d’ iuerzia  manifestamente  si  esprime  con  S r’dM  : 
estendendo  l' integrazione  a tutta  la  massa  del  sistema  o del  solido, 
avremo  dunque 


407.  Relazione  tra  I momenti  d'inerzia  rlwpctto  ad  «*- 
«I  paralleli.  Vogliamo  qui  dimostrare  che  in  un  sistema  di  punti  * 
materiali  o in  un  corpo  solido,  dato  il  momento  d' inerzia  1 (mr1*)  ri- 
spetto a un  asse  o ad  una  retta  R',  si  può  sempre  conoscere  il  mo- 
mento d’inerzia  I (mr*)  rispetto  ad  un  altro  asse  parallelo  R,  il 
quale  sia  posto  alla  distanza  a dal  primo  asse. 

Riferendo  i punti  del  sistema  o del  corpo  a tre  assi  rettangolari, 
prendiamo  il  primo  asse  K'  dei  momenti  d’inerzia  per  quello  delle 
z,  e facciamo  passare  il  piano  delle  coordinate  x,  z per  il  secondo  asse 
R dei  momenti.  Essendo  m la  massa  di  un  punto  qualunque  (x,y,  z) 
del  corpo  o del  sistema,  la  sua’ distanza  r dalla  retta  o dall’asse 
R non  è che  l’ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo,  il  quale  ha  per 
cateti  le  due  lunghezze  ( x — a)  ed  )/;  la  distanza  poi  r'  del  medesi- 
mo punto  dall’  asse  R',  è pure  l’ipotenusa  di  un  triangolo  rettango- 
lo che  ha  per  cateti  le  due  coordinale  x ed  g : si  avrà  quindi 

2[mr')  ~lm[(x — a}‘  -4—  i/*]  = lm{x'-hy')  — ìa  2(mx)  -+-  a'l(m). 

Ma  designata  con  M la  massa  di  tutto  il  corpo  o sistema,  e con  x, 
la  coordinata  del  suo  centro  di  gravità  parallela  all’asse  delle  x,  ab- 
biamo x’-( -y,  = rM,  2(mx)=Mx,,  2(m)=M:  sarà  dunque 

2(mr')  ==.2(mr''  ) — 2M  axt-\-  Ma’  ; 
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e questa  equazione  ci  dà  il  momento  d’inerzia  I (mr’)  rispetto  a una  j 
retta  R per  mezzo  del  momento  d’inerzia  rispetto  a un’altra 

retta  o asse  parallelo  R'  e di  altre  quantità  che  si  suppongono  note. 

Sef quest’ ultimo  asse  R'  che  coincide  cou  quello  delle  z,  passi  per 
il  centro  di  gravità  del  corpo  o sistema,  sarà  x,=0;  conscguente- 
mente  l’equazione  ora  trovata  si  ridurrà  a quest’altra  più  semplice 


I(mr')  = I(wirM)  ■+•  Ma’  : 


ciò  vuol  dire  che  il  momento  d'inerzia  di  un  corpo  o sitiema  relati- 
vamente a un  asse  qualunque  è uguale  al  momento  d'inerzia  del  me- 
desimo sistema  relativamente  a un  altro  asse  parallelo  al  primo  e 
ehe  passa  perii  centro  di  gravità , più  il  prodotto  della  massa  di  lut- 
to il  sistema  pel  quadralo  della  distanza  tra  i due  assi. 

. Da  questo  che  si  è ora  dimostrato,  s’inferiscono  tre  cousegueuze: 
1°  il  momento  d'inerzia  di  un  dato  corpo  o sistema,  è costante  e ri- 
mane lo  stesso  in  ordine  a lutti  gli  assi  paralléTf,  i quali  sono  ugual- 
mente distanti  dal  centro  di  gravità;  2°  tra  gli  assi  paralleli  a una 
data  direzione  quello  che  ofTrcil  minimo  momento  d’inerzia,  è l’asse 
che  passa  per  il  centro  di  gravità  del  sistema;  3°  la  differenza  tra  i 
momenti  d’inerzia  di  un  dato  sistema  relativamente  a due  assi  |>aial- 
leli  qualuuquc,  è uguale  al  prodotto  della  massa  del  sistema  per  la 
differenza  tra  i quadrali  delle  distanze  dei  medesimi  assi  dal  centro 
di  gravità. 

408.  Ilrluzlonr  (ra  1 momenti  d'inrrzlu  rapporto  ad  aul- 
ii concorrenti  in  un  punto.  Vogliamo  qui  trovare  l'espressio- 
ne del  momento  d'inerzia  di  un  corpo  o di  un  sistema  di  punti  ma- 
teriali, relativamente  a un  asse  qualunque  che  passa  per  l'origine 
di  tre  assi  coordinati  ad  angolo  retto. 

Sia  OR  (lig.  179“  ) una  retta  qualunque  o un  asse  che  passa  per 
l’origine  0,  è fa  gli  angoli  a,  3,  y coi  rispettivi  assi  rettangolari 
OX,  OY,  OZ;  sieno  x,  y,  s le  coordinate,  ed  m la  massa  di  un 
puuto  M del  corpo  o sistema,  c da  questo  punto  si  abbassi  la  per- 
pendicolare MU  sopra  l’asse  OR.  Congiunto  M con  0 mediante 


Digitized  by  Google 


280 


CORSO  DI  MECCANICA  — DINAMICA 


la  retta  MO,  e fatta  MH=r  , abbiamo  r*  = OM*—  0tì*:  ma  il 
quadrato  della  retta  OM , la  quale  è diagonale  di  un  parallelepipe- 
do rettangolo  che  ha  per  lati  intorno  a un  vertice  le  coordinate  del 
punto  M,  si  esprime  (29)  colla  somma  a e il  quadrato 
della  retta  OH,  la  quale  è proiezione  ortogonale  della  retta  OM  so- 
pra l’asse  OR  ed  è uguale  (34.3°)  alla  somma  delle  proiezioni  del- 
le tre  rette  componenti  x,  y,  z sopra  il  medesimo  asse,  si  espri- 
me colla  somma  quadrata  (ico3aH-ycos3-+-3co8f)*: 

Dunque  avremo 

r'=x'  -hy’  -+-z’  — (x cos  * -+- y cos  3 -f  z cosy )*, 

la  quale  formola,  attesa  la  relazione  cos’ a-<-cos*  3-+-cos’ y=1,  si 
può  scrivere 

r‘  = ( x'  4*  y'  -+- z*)  (cos*  a -+-  cos*3  + cos’  y) 

— (a?  cos  « -4-  y cos  p-f-  z cosy)*  , 

e mediante  lo  sviluppo  delle  operazioni  indicate  si  riduce  a quest' al- 
tra formola 

r*  = (y’-f-i’)cos* a-Hx’-t-i’)  cos*  f*  4-  (x’-+-y’)cos*  y 
— 2 yi  cos  3 cosy  — 2 xi  cosa  cos  y — 2xt/cosacosp. 

Se  adesso  moltiplichiamo  prima  per  m quella  equazione,  e poi  ag- 
giungiamo insieme  tutte  le  equazioni  di  simile  forma  che  si  riferi- 
scono ai  diversi  punti  del  corpo  o del  sistema,  otterremo 

2(«ir’)=  cos’aSmfy'  H-a*)  -+-cos*3  lvi[xt-\-z,)-\-cos'''lm(xt-hy') 

— 2 cos  3 cos  y 2(»nys) — 2 cos  a cos  y 2(«nxs) — 2 cos  a a»  3 2[mxy)  . 
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In  questa  equazione  i coefficienti  dei  coseni  in  tutti  i termini 
del  secondo  membro  non  dipendono  affatto  dalla  direzione  dell'as- 
se OR  ma  si  riferiscono  ai  tre  assi  coordinati  e sono  quantità  co- 
stanti: così  essendo  la  somma  (»/*— t— s*)  il  quadrato  della  distanza  del 
punto  M dell’asse  OX,  il  coefficiente  Sm{y*~ i-j*)  rappresenterà  il 
momento  d’inerzia  del  sistema  relativamente  all’asse  OX,  e per  so- 
migliante ragione  i coefficienti  Sm  (x'-\-z'),  Sm  (x'-hy')  rappre- 
senteranno i momenti  d’inerzia  rapporto  agli  altri  due  assi  OY  ed 
OZ;  i coefficienti  poi  S(myz ),  2 (mari),  S(mxy),cìie  chiame- 
remo momenti  complessi,  si  riferiscono  pure  ai  rispettivi  assi  coor- 
dinati e si  possono  determinare.  Pertanto  se  noi  indichiamo  con  p 
il  momento  d'inerzia  S ( mr ')  del  corpo  o del  sislema  relativamen- 
te all'asse  OR,  e se  per  ragione  di  brevità  e comodo  di  calcolo  po- 
niamo 

Ìlm[y'-hz')= A,  S(myz)=  D, 

S z*)  = B , S(mxz)  = E , 

Sm[x'-t-y')  = C,  S{mxy)—F  , 

l’equazione  trovata  poc’anzi  si  scriverà  semplicemente 

* 

i*=Acos’<*4-Bcos’3  -t-Ccos*  y 

(«’) 

— 2D  cosS  cosv — 2 Ecosicosf  — 2F  cosicosp. 

È questa  l'espressione  cercata,  ossia  la  relazione  tra  i momenti  d’i- 
nerzia di  un  corpo  ó di  un  sistema  rispetto  a un  asse  qualunque 
condotto  per  un  punto  0,  e i momenti  d'inerzia  relativi  a tre  assi 
coordinati  ad  angolo  retto  nel  medesimo  punto  0. 

409.  KiiiNwoide  centrale  «l'inerzia.  La  relazione  che  esiste 
tra  i momenti  d’inerzia  presi  rispetto  a diversi  assi  concorrenti  nel 
punto  0,  si  può  rappresentare  con  una  costruzione  geometrica  nel 
modo  seguente.  Sieno  p,  p',...  i momenti  d’inerzia  di  un  corpo  o 
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sistema  relativamente  ai  diversi  assi  OR,  OR',...,  che  passano  per 
l'origine  0 di  tre  assi  rettangolari  (iig.HOa  .);  e sopra  i medesimi  assi 

OR.  OR'....  si  prendano  le  porzioni  OK=-i=,  OK'=  -L=r,  ...: 

v>  vV 

il  luogo  geometrico  di  lutti  i punti  K,  K',...,  per  tal  modo  determi- 
nati, sarà  uua  superficie  interamente  chiusa,  e più  in  particolare 
sarà  la  superficie  di  una  ellissoide. 

Designando  infatti  con  a? , y,  z le  coordinate  rettangolari  del 
punto  K,  ossia  di  udo  qualunque  tra  i detti  punti  K,  K\...,  e 
conservando  le  notazioni  angolari  del  numero  precedente,  abbia- 
mo (29) 

' 008  ““tSt  =y\/7> 

C0SY  = -Qg-  —lV  jl  J 

e quindi  sostituendo  questi  valori  nella  equazione  superiore  (cT),  do- 
po di  aver  tolto  il  fattore  ^ comune  a tutti  i termini,  otterremo 

(e”)  Ai*  Ri/’  -+-  Cs’  — Wyz  — 2 E xz  — 2 Faa/=  1 . 

Ora  questa  equazione,  come  si  dimostra  nei  trattali  completi  di  geo- 
metria analitica,  rappresenta  una  superlìcie  di  secondo  grado  che  ha 
per  centro  l’origine  delle  coordinate,  e in  particolare  rappresenta  la 
superficie  di  una  ellissoide,  non  essendo  mai  immaginarli  ed  infiniti, 

ma  sempre  reali  e finiti  i raggi  vettori  0K=  — — — - * ..  .. 

t/(*  ^2(5?) 

Una  tale  superlìcie  o ellissoide  si  chiama  V ellissoide  centrale  d'iner- 
zia rispetto  al  punto  0;  e quando  essa  sia  determinala,  si  conosce- 
ranno i raggi  OR,  e per  conseguenza  i momenti  d’inerzia  |x= 

relativamente  ai  diversi  assi  che  passano  per  il  punto  0. 

410.  AmI  e momenti  principali  d'inerzia.  Se  gli  assi 
coordinali  OX,  OY,  OZ  si  prondono  nella  direzione  degli  assi  sles- 
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si  dell’ellissoide  d'inerzia,  i coefficienti  della  equazione  (oT|)  che 
rappresenta  la  superiicie  della  ellissoide,  dovranno  allora  assumere 
valori  tali  che  facciano  sparire  dalla  medesima  equazione  i rettan- 
goli t/z,  xz,  xy,  allinchè  per  ogni  valore  di  due  qualunque  delle  tre 
coordinate  x,  y,  z si  abbiano  due  valori  uguali  ed  opposti  per  la 
terza  coordinala  : dunque  nella  detta  ipotesi  saranno  nulli  i coeffi- 
cienti D,  E,  F;  cioè,  attesa  la  loro  espressione  nelle  forinole  (8),  sa- 
ranno nulli  i tre  integrali  o le  tre  sonane  l'myz),  ^(mazs), 
l(mxy).  Quindi  nella  medesima  ipotesi  l’equazione  («”)  dell’ellis- 
soide centrale  diverrà  semplicemente 

(O  Az’-hBi/’  + Ci’^l  ; 

e l’espressione  (t’)  del  momento  d’inerzia  rispetto  a un  asse  qua- 
lunque OR,  condotto  per  l’origine  0,  si  ridurrà  a quest’altra 

(e™1)  l*  = Acos’*-+- Bcos'^-t-Ccos*  f. 

Gli  assi  coordinati  che  coincidono  con  quelli  dell’ellissoide  centrale, 
si  dicono  assi  principali  d'inerzia  relativi  al  puuto  0;  e i momenti 
d’inerzia  A,  B,  C,  i quali  entrano  nelle  ultime  due  equazioni  e si 
riferiscono  a questi  assi  principali,  si  chiamano  anch’essi  momenti 
principali  d’inerzia  del  corpo  o sistema. 

Poiché  si  dicono  principali  quegli  assi  d’inerzia  che  coincidono 
cogli  assi  dell’ellissoide  centrale,  è manifesto  che  il  sistema  degli  as- 
si principali  d’inerzia  rispetto  a un  dato  punto  sarà  unico,  se  sono 
tutti  disuguali  gli  assi  dell’ellissoide  corrispondente:  se  poi  due  di 
questi  assi  sono  eguali  tra  loro,  e l’ellissoide  è perciò  un  solido  di 
rotazione,  allora  saranno  iniiniti  di  numero  i sistemi  di  assi  princi- 
pali d’inerzia  rispetto  al  dato  punto;  perchè  in  questo  caso  l’asse 
di  rotazione  forma  un  sistema  cqn  due  rette  qualunque,  situate  ad 
angolo  retto  nel  piano  dei  due  assi  uguali:  in  line  si  avrà  pure  uu 
numero  infinito  di  sistemi  per  gli  assi  principali  d'inerzia,  quando 
i tre  assi  dell'ellissoide  centrale  sono  tutti  uguali  tra  loro,  e la  mo- 
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desima  ellissoide  si  converte  perciò  in  una  sfera;  giacché  in  tal  ca- 
so tre  diametri  qualunque  della  sfera,  purché  sieno  perpendicolari 
tra  loro,  formano  sempre  un  sistema  di  assi  principali. 

In  questo  ultimo  caso  i momenti  d’inerzia  del  corpo  o del  si- 
stema, presi  rispetto  a qualunque  asse  o diametro  della  sfera  cen- 
trale, riescono  tutti  uguali  tra  loro;  perchè  da  una  parte  il  mo- 
mento d’inerzia  relativamente  a un  asse  si  esprime  col  rapporto 
tra  l’ unità  e il  quadrato  del  raggio  corrispondente  nella  ellissoide 
centrale,  dall’ altra  parte  sono  tutti  uguali  tra  loro  i raggi  della 
sfera  alla  quale  si  riduce  presentemente  l’ ellissoide  centrale  d’i- 
nerzia. — Nel  primo  caso  che  è il  più  generale  ed  ordinario,  vale 
a dire  nel  caso  che  sieno  tutti  disuguali  gli  assi  dell'ellissoide  e 
però  anche  i momenti  principali  d’ inerzia  A,  B,  C,  il  più  grande 
e il  più  piccolo  di  questi  momenti  principali  d'inerzia,  è anche  il 
massimo  ed  il  minimo  tra  tulli  i momenti  d’inerzia  relativi  ai 
diversi  assi  che  passano  per  un  medesimo  punto  0,  cioè  per  il 
centro  della  ellissoide  d’inerzia.  Infatti  sussistendo  (31.  3.°)  le 
relazioni. 


cos’  « = 1 — cos’  p — cos’v  , cos’y = 1 — cos’i  — cos’p  , 

l’equazione  (e’"1)  che  ci  dà  il  momento  d’inerzia  y rispetto  a un 
asse  qualunque  OR  per  mezzo  dei  momenti  principali  A,  B,  C,  si 
potrà  scrivere  nei  due  modi  seguenti- 


I*  = A — (A  — B)  eos’p — (A  — C)  cos’y  , 


ix  = C (A  — C)cos*z-f-(B— C)  cos’p  . 

Ora  se  si  suppone  A > B > C,  cosicché  A e C siano  rispettiva- 
mente il  più  grande  e il  più  piccolo  dei  tre  momenti  principali 
d’inerzia,  apparisce  chiaramente  da  queste  ultime  espressioni  do- 
vere essere  sempre  « < A ed  insieme  n > C;  duuque  il  momento 
d’inerzia  in  ordine  a un  asse  qualunque  condotto  per  un  dato 
punto  0,  è compreso  sempre  fra  il  più  grande  e il  più  piccolo 
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dei  momenti  d' inerzia  che  corrispondono  a due  assi  principali  re- 
lativi allo^stesso  punto.  Questa  conclusione  equivale  alla  propor- 
zione che  abbiamo  enunciato  di  sopra;  ed  è quindi  manifesto  che 
il  massimo  momento  d' inerzia  corrisponde  al  più  piccolo  asse  della 
ellissoide  centrale,  e viceversa  il  minimo  momento  d’inerzia  corri- 
sponde al  più  grande  asse  della  medesima  ellissoide. 

411.  Abbiamo  detto  che  quando  i tre  assi  dell'ellissoide  centra- 
le e perciò  anche  i tre  momenti  principali  d’inerzia  sono  uguali 
tra  loro,  allora  l’ ellissoide  si  converte  iu  una  sfera,  e conseguen- 
temente riescono  tutti  uguali  i momenti  d' inerzia  relativi  agli  al- 
tri assi  che  passano  per  il  centro  della  sfera.  Ora  dato  un  siste- 
ma di  punti  materiali  o un  corpo  solido , si  domanda  se  vi  abbia 
qualche  punto,  per  il  quale  i tre  momenti  principali  <f  inerzia,  e 
per  conseguenza  tutti  gli  altri  momenti  relativi  agli  assi  che  con 
qualunque  direzione  passano  per  quel  punto,  sieno  uguali  tra  loro. 

Per  rispondere  alla  domanda  e determinare  la  posizione  dei  punti 
richiesti,  prendiamo  per  assi  coordinati  i tre  assi  principali  d’iner- 
zia OX,  OY,  OZ,  relativi  ai  punto  0,  che  per  maggior  sempli- 
cità supporremo  essere  il  centro  di  gravità  del  sistema  o del  corpo 
dato;  e per  il  punto  0'  che  si  cerca,  immaginiamo  condotti  tre 
altri  assi  O'X',  tf'Y',  OT  rispettivamente  paralleli  ai  primi:  do- 
vendo aversi  riguardo  al  punto  0'  una  sfera  Centrale  d’inerzia,  i 
nuovi  assi  saranno  principali  (410)  in  ordine  allo  stesso  punto  (K, 
ed  espresse  con  x,  y,  z le  coordinale  di  un  punto  qualunque  m 
del  corpo  nel  primo  sistema  di  assi,  con  xf,  %{,  z'  le  coordinate 
del  medesimo  punto  nel  secondo  sistema,  e con  l,  n,  K le  coor- 
dinate del  punto  0'  relativamente  ai  primi  assi,  si  avranno  (410) 
le  forinole 


l[m  t/V) = 0 , Z[m  a/z')  — 0 , I[m  odvf)  = 0 , 


ed  insieme  le  tre  espressioni 

x=x?-+-Z,  y—y’-+-r\ , x = z'-+-£  . 
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Sostituendo  in  quelle  formolo  i valori  (a?  - 5),  («/-n),  (z-$)  che  ai 
ricavano  da  queste  espressioni  per  a/,  i/,  i\  otterremo 

l(myz)  — Zl(my) — nl(viz]  -j-  n?  2(m)  = 0 , 

£(i«  xi)  — £ I(mx)  — l l{mz)  -+-H  l(tn)  = 0 , 

l(mxy)  —nì(mx) — H{my)  +n ll[m)  =0  ; 

e avvertendo  che  in  queste  tre  equazioni  sono  nulli  (410)  i primi 
termini  per  la  ragione  che  gli  assi  primitivi  coincidono  cogli  assi 
principali  rispetto  al  centro  di  gravità,  e che  sono  pur  nulli  cia- 
scuno da  sè  i secondi  e i terzi  termini  in  virtù  delle  forinole  ( f f) 
del  numero  (109),  otterremo  ancora  le  tre  equazioni 

v)C=0  , £C=0  , yi$=0  . 

Ora  perchè  si  avverino  simultaneamente  queste  ultime  equazioni, 
devouo  annullarsi  due  delle  tre  coordinate  £,  vi,  £:  poniamo  che 
sieno  nulle  le  due  corrdinate  £,  n;  il  punto  0'  che  si  cerca,  si 
troverà  allora  sopra  l'asse  OZ  alla  distanza  t dal  centro  di  gravità 
0 del  dato  sistema. 

Gli  assi  principali  d'inerzia  relativi  al  punto  0'  sono  rispetti- 
vamente paralleli  agli  assi  principali  che  si  riferiscono  al  centro 
di  gravità,  ossia  al  punto  0;  resta  ancora  a determinare  la  disianza 
? del  primo  dal  socoudo  punto  in  tal  modo  che  i momenti  prin- 
cipali d’inerzia,  e per  conseguenza  tutti  gli  altri  momenti  in  or- 
dine agli  assi  che  con  qualunque  direzione  passano  per  O',  sieno 
uguali  tra  loro.  Or  bene,  giusta  il  teorema  dimostrato  nel  numero 
(407)  circa  i momenti  d’ inerzia  relativi  a due  assi  paralleli,  dei 
quali  uno  sia  condotto  per  il  centro  di  gravità  del  sistema,  appa- 
risce ad  oguuno  che  i momenti  d' inerzia  del  nostro  sistema  corri- 
, spendenti  agli  assi  principali  clic  passano  per  il  punto  0',  si  espri- 
mono rispettivamente  colle  quantità 
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essendo  A,  B,  C i momenti  relativi  agli  assi  principali  del  centro 
di  gravità,  ed  M la  massa  del  sistema:  ponendo  tra  que'  primi 
momenti  principali  la  uguaglianza 


A -+-MC*  = B-f-  M$*  =C  , 


ne  dedurremo  i valori  A = B,  £ = 


; e perchè  in 


questi  valori  la  £,  sia  reale,  converrà  che  si  abbia  C>  A.  Couchiu- 
diamo  dunque  che  quando  sono  uguali  due  dei  momenti  princi- 
pali A,  B,  C,  ossìa  quando  l' ellissoide  d'inerzia  relativa  al  cen- 
tro di  gravità  è un  solido  di  rivoluzione,  allora  sopra  l’asse  del 
terzo  momento  principale  o dell’ ellissoide  centrale  può  trovarsi 
qualche  punto  0',  per  il  quale  sieno  tutti  uguali  tra  loro  i mo- 
menti d’ inerzia  relativi  alle  rette  che  passano  per  quel  punto  con 
qualunque  direzione:  esisteranno  di  fatto  sopra  il  detto  asse  al  di 
qua  e di  là  del  centro  di  gravità  due  tali  punti  0',  se  il  terzo 
dei  mentovati  momenti  principali  sia  maggiore  di  ciascuno  dei 
primi  due  uguali  tra  loro,  ossia  se  l’ellissoide  centrale  rispetto  al 
centro  di  gravità  sia  un  solido  di  rivoluzione  intorno  all’asse 
maggiore;  la  distanza  poi  dei  punti  O'  dal  centro  di  gravità  si 
esprimerà  per  la  radice  quadra  del  rapporto,  che  passa  tra  la  diffe- 
renza dei  momenti  principali  disuguali  e la  massa  del  corpo  o del 
sistema. 

i\ì.  In  generale  se  OX,  OY,  OZ  sono  gli  assi  principali  d’i- 
nerzia relativi  al  centro  di  gravità  0 di  un  sistema  di  punti  ma- 
teriali, gli  assi  principali  relativi  a un  punto  qualunque  0'  situato 
sopra  uno  degli  assi  primitivi,  per  es.  sopra  l’asse  OZ,  saranno 
paralleli  ai  medesimi  assi  primitivi;  cioè  le  rette  O'X',  O'Y',  (YZ 
rispettivamente  parallele  agli  mi  principali  OX,  OY,  OZ  che  ri- 
sguardano  il  centro  di  gravità,  condotte  per  un  punto  qualunque 
0'  di  uno  di  questi  assi,  sono  anche  esse  i tre  assi  principali  d'i- 
nerzia in  ordine  allo  stesso  punto  0'. 
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Sieno  x,  y , s le  coordinale  di  uu  punto  qualunque  di  massa  m 
rispetto  agli  assi  OX,  OY,  OZ;  ed  ut,  y',  z'  sieno  le  coordinale  del 
medesimo  punto  rispetto  agli  assi  O'X',  OTt',  O'Z;  si  denoti  inol- 
tre con  a la  distanza  del  punto  0'  dal  punto  0,  ossia  dal  centro 
di  gravità  del  sistema:  per  dimostrare  la  proposizione,  basterà  f410) 
che  proviamo  la  coesistenza  delle  tre  forinole 

I m/z') -==zQ  , Z(wixY)  = 0 , I = 0 . 

A questo  (ine  osserviamo  che  giusta  la  disposizione  degli  assi  nei 
due  sistemi,  si  hanno  le  relazioni  x?=x,  y'  =y,  zl=z — a;  sus- 
sisteranno dunque  le  tre  equazioni  identiche 

l = l[myz)  — a 2(my)  , 2[mx'z'<  = 2[mxz)  — a 2[mx)  , 

2 (ma? y)  —l[m  xy)  . 

Ma  essendo  l’origine  0 il  centro  di  gravità  del  dato  sistema  di  pun- 
ti, ed  OX,  OY,  OZ  essendo  per  ipotesi  gli  assi  principali  d'iner- 
zia telativi  al  medesimo  centro,  si  hanno  (410.  109)  i valori  nulli 

l[mxjz\  =0 , 2(mxs)  = 0, 2(mxy)  = 0 , l(my)  = 0 , 2(mx)  — 0; 


dunque  si  avranno  eziandio  2(my';')=0,  2(m«V)=  0, 

=0,  come  dovea  dimostrarsi. 

Aggiungiamo  al  solito  alcuni  problemi  o esempli,  come  applica- 
zioni delle  cose  esposte  nel  presente  paragrafo. 

413.  Esempi»  I.  Determinare  il  momento  <T  inerzia  di  una 
retta  pesante  e omogenea  rispetto  a un  asse  innalzato  normalmen- 
te sull’estremità , o sul  punto  di  mezzo  della  retta  ^determinare 
similmente  il  momento  <f  inerzia  di  un  triangolo  isoscele , pesante 
e omogeneo  rispetto  alla  perpendicolare  calata  dal  vertice  sopra 
la  base. 

l.°  Sia  e la  densità  della  retta,  a la  sua  lunghezza,  ed  x una 
porzione  variabile  della  retta,  computala  dall’ estremità  donde  s’in- 
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nalza  normalmente  l’asse  d'inerzia:  avremo  (79)  r/M 
perciò  il  momento  d’  inerzia  sarà  espresso  da 

y J'axtdx  — -^-ea*  = -l-  Ma*  , 

1 

dove  la  quantità  y a’  rappresento  (406)  il  quadrato  del  raggio 

di  girazione  k attorno  l’asse  normale  sopra  una  estremità  della 
retta.  — Risguardo  poi  all’asse  condotto  normalmente  sul  punto  di 
mezzo  della  retta  ossia  sopra  il  suo  centro  di  gravità,  il  momen- 
to d’ inerzia  ò uguale  (407)  alla  differenza  tra  il  momento  testé 
trovato  e il  prodotto  della  massa  della  retta  pel  quadrato  della 
distanza  del  primo  asse  dal  secondo;  avremo  dunque  pel  nuovo 
momento  d’ inerzia  l’ espressione 

ÌMa--M(ì«)’=4-Ma\ 

nella  quale  la  quantità  a*  è il  quadrato  del  nuovo  raggio  di 
girazione. 

2\  Sia  £ la  densità  del  triangolo  isoscele  ABB'  (tig.  180a  ),  a la  sua 
altezza,  b la  sua  mezza  base:  prendiamo  a per  asse  delle  ascisse,  e 
per  asse  delle  ordinate  una  retta  perpendicolare  la  quale  passi  pel 
vertice  del  triangolo.  Rappresentando  con  x , y le  coordinate  di  un 
punto  qualunque  del  lato  AB,  sarà  2 y tir  un  elemento  infinitesimo 
del  triangolo  nel  senso  della  larghezza;  ora  il  momento  d’ iner- 
zia della  retta  relativamente  all'asse  a,  si  esprime  (1°.)  con 
1 2 

2 e ,v(2 dunque  il  momento  d’inerzia  del  det- 
to elemento  in  ordine  al  medesimo  asse  avrà  per  espressione 
y£t/J</a;=  trote,  e 

Voi.  IJ.  19 
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llb' 
3 a 


r-  ( a xlix=  ^r-tab.b'  = 4~ 
J 0 0 O 


Mi* 


sarà  il  momento  d’ inerzia  di  tutto  il  triangolo.  La  quantità 
— ^.=  k è il  valore  del  corrispondente  raggio  di  girazione. 

414.  E»empio  II.  Determinare  il  momento  d'inerzia  di  una  pe- 
riferia e di  un'area  circolare  relativamente  a un  asse  condotto  pel 
centro , e perpendicolare  al  piano  del  circolo;  cosi  pure  di  una  sfe- 
ra omogenea  relativamente  a uno  dei  diametri. 

1°.  Denotiamo  con  e la  densità,  con  a il  raggio,  con  s un  ar- 
co qualunque  della  circonferenza,  e con  &>  il  corrispondente  ango- 
lo al  centro:  poiché  il  raggio  a è la  distanza  dell'elemento  ds=ado> 
dall’asse,  il  momento  d’inerzia  della  periferia  circolare  sarà 


f 


a * . eadw  = 2E za.a'  = Ma’ . 


2°.  Per  un’area  circolare  XAX'(lig.  181»  ),  fatto  centro  in  C,  e 
coi  raggi  jc=CD  ed  x-t-dx  immaginiamo  descritte  due  circonfe- 
renze: la  zona  compresa  tra  queste  due  circonferenze,  trascurala 
la  quantità  infinitesima  di  secondo  ordine,  avrà  per  espressione 
r.(x-^rdx)*  — r.x'—ÌT.xdx.  Ma(l°.)  il  momento  d'inerzia  della  pe- 
riferia circolare  2-zx  relativamente  all'asse  normale  YY'  è 23^0?’; 
dunque  quello  della  zona  circolare  relativamente  allo  stesso  asso  S 
%E7>x*dx,  e conseguentemente  quello  dell’area  circolare  di  raggio  a 
sarà 

2 e-  J 'a  xldx—  -i-  ez  a‘=  Ma*  . 

3°.  Per  ciò  che  riguarda  il  momento  d’inerzia  d’una  sfera  gene- 
rata dalla  rotazione  del  semicircolo  XYX'  intorno  al  diametro  XXf, 
prese  le  coordinate  ortogonali  CD=a?,  W=g,  abbiamo  (XCVI) 
un  segmento  elementare  espresso  da  r.g  'dx;  e il  momento  d’incr- 
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1 

zia  di  questo  segmento  rispetto  all1  asse  XX'  è y sr.if  dx  = 

1 1 

y zr.{a'  —x')'dx , per  la  ragione  che  y ezj/‘  ci  esprime  (2°.)  il 

momento  dell1  area  circolare  ~y'  in  ordine  all1  asse  normale  XX'. 
Quinci  il  momento  d'inerzia  della  data  sfera  sarà 


8 * , 2 , 

• = =TMa  ; 

2 

e la  formola  k'—-s-  a'  darà  il  valore  del  raggio  di  girazione  k 
o 

intorno  a uno  qualunque  dei  diametri  della  sfera. 

415.  ijtempio  111.  Determinare  il  momento  d’inerzia  d'un  pa- 
rallelepipedo rettangolo  e omogeneo  relativamente  a uno  dei  lati, 
ovvero  a un  asse  parallelo  che  pam  pel  centro  di  gravità. 

Prendiamo  per  assi  coordinati  i tre  Iati  contigui,  e rappresen- 
tiamone le  lunghezze  con  a,  6,  c;  in  un  punto  [x,  y,  z)  del  paral- 
lelepipedo, l'elemento  rettangolare  dx  dydz  ha  uua  massa  zdxdydz 
e dista  dall'asse  c di  una  quantità  = -t-j/’;  perciò  il  momen- 

to d’inerzia  di  questo  elemento  relativamente  al  lato  c,  si  esprime 
con  £ (a?*  — i/*)  dxdydz.  Questa  espressione  integrata  in  ordine 
alla  sola  variabile  z da  zero  a c,  ci  somministra  il  momento  d'iner- 
zia zcx'dx  dy-+-  tn/dx  dy  di  un  parallelepipedo,  i cui  lati  intor- 
no a un  vertice  sono  c,  dx , dy.  Fatta  una  seconda  integrazione 
risguardo  alla  sola  y da  zero  a b,  avremo  il  momento  d'inerzia 
1 

zbcx'dx-t-  y zb'cdx  di  un  parallelepipedo  che  ha  per  lati  non 

paralleli  6,  c,  dx.  Finalmente  con  una  terza  integrazione  rispetto 
alla  sola  x tra  i limiti  zero  ed  a,  otterremo  il  momento  d'inerzia 
del  dato  parallelepipedo  rettangolo  in  ordine  al  lato  c,  espresso  dal- 
la quantità 
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i-Ea*&c-4-  i-e  ab‘  c=  -j-  e abcla*  6’)  = M(a*-t-6’). 

• 

Dopo  ciò  si  deduce  agevolmente  il  suo  momento  d'inerzia  relar 
tivamcnte  a un  asse  parallelo,  il  quale  passi  pel  centro  di  gravità 
del  solido;  perchè  in  forza  del  teorema  dimostrato  nel  uumcro 
(407),  otterremo  il  nuovo  momento  mediante  la  differenza 

Y M(a*-t-6’)  -Bl(  1 a*-+-  j ò*  )=-!■  M(aM-ò’) . 

416.  KMempi»  IV.  Trovare  il  momento  d’inerzia  di  un'ellissoide 
omogenea  rispetto  a uno  qualunque,  dei  suoi  assi. 

L’equazione  (i»T")  del  numero  (410)  rappresenta  la  superficie  di 
una  ellissoide  d'inerzia,  riferita  ai  propri»  assi,  che  noi  designeremo 
colle  retto  2a,  26,  2c;  nella  medesima  equazione  i coefficienti  A,  B, 
C sono  i momenti  principali  d'inerzia,  e si  esprimono  (409)  rispet- 

111 

tivamente  coi  rapporti  — , -r;  , : dunque  l’ equazione  della 

d 0 c 

superficie  di  una  ellissoide,  la  quale  abbia  per  semiassi  le  rette 
a,  b,  c,  o sia  riferita  ai  diametri  principali  o agli  assi,  sarà  la  se- 
guente 


la  sezione  poi  ellittica  della  stessa  supcrlicie  col  piano  coordinato 
XY,  verrà  rappresentata  (XIV)  dalla  equazione 


Ciò  posto,  si  chiami  e la  densità  del  solido;  sarà,  come  nell’esem- 
pio precedente,  e (ac*  ^*)  dx  dy  dz  rispetto  all’asse  2c  il  momen- 
to d’inerzia  dell’elemento  t dx  dy  dz  presso  un  punto  (a?,  y , z ): 
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perciò  il  momento  d’inerzia  di  tutta  l’ellissoide  relativamente  al  det- 
to asse  2c,  ci  verrà  dato  dall’iutegrale  triplo 

\ì.  — iSSS{x'  4-  y'ì  dx  dy  dz , 

purché  le  successive  integrazioni  si  eseguiscano  tra  i limiti  del  so- 
lido in  quel  modo  che  abbiamo  accennato  nel  numero  (CIV)  della 
Introduzione.  Pertanto  in  primo  luogo  si  considerino  x ed  y come 
costanti,  e si  effettui  l' integrazione  rispetto  alla  variabile  z tra 
i limili 


z=-+-c 


» 


che  sono  i valori  della  z dedotti  dalla  equazione  superiore  della  su- 
perficie del  solido  proposto;  otterremo 

f*— 2 se  f -y-dxdy 
=2ec j* J'  x'dx\/ 1 — ^ -yr<b/ 

-+-2sc  j J' y'dy\/ 1—  — y dx. 

Nella  prima  parte  di  questa  espressione  si  consideri  in  secondo  luo- 
go come  costante  la  x , c si  eseguisca  l’integrazione  rispetto  alla  y 
tra  i valori  limili 


y— -4- 


Y 


. ^ _ 
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OC*  t# 

che  si  ricavano  dalla  equazione  -~r-+-  -p-=l  nolala  di  sopra: 
osservando  che  l’ integrale 

yv  ‘-(i- £)-*•*/ 

preso  in  ordine  ad  y Ira  i limiti  predetti  nou  è altro  (XCIV.  VI) 
che  la  metà  dell’area  di  un  circolo  il  quale  ha  per  raggio 

** 

rj 

avremo  per  la  prima  parte  della  espressione  di  ? il  valore 


■v/i-T. 


vale  a dire  non  è altro  che  la  quantità 


r.h'  /;• 


'“//W'-f  f * 

= "T  /-•*//  ‘t'-f  )-»■  * 

, I 

e compiendo  l’integrazione  rispetto  alla  a;  da®=— o sino  ad 
®=H-a,  avremo  in  line  per  quella  prima  parte  della  espressione 
di  i*  il  valore 


2ec J j'  x*dx\/ 1 — 


dy 
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Quanto  alla  seconda  parte  della  espressione  di  p,  essendo  essa  del- 
la stessa  forma  e non  differendo  dalla  prima  parte  se  non  per  il 
cangiamento  reciproco  della  variabile  x nella  y,  e della  costante  a 
nella  b,  si  otterrà  senz’altro  il  valore 

ìecf  y y’di/\/l—-^-  — |r  da?  = etto  cè’ . 


Congiunti  quindi  i valori  delle  due  parti,  risulterà  dalla  loro  som- 
ma il  momento  d'inerzia  della  ellissoide  proposta  relativamente  al- 
l'asse 2c,  o sarà 


1 d bc  > i > » j\  M / i \ 

(*=  (fl’-j- 6 ) = 


dove  con  M = -y  e - a bc  viene  espressa  la  massa  della  medesima  el- 
lissoide. In  ordine  agli  altri  due’  assi  2 è,  2a,  si  troveranno  simil- 
mente i rispettivi  momenti  d’inerzia 


r'= 


f"= 


CAPO  SII. 


MOVIMENTO  DEI  CORPI  SOLIDI  INTORNO 
A UN  ASSE  E A UN  PUNTO  FISSO 


§•  1°. 


Movimento  di  un  solido  intorno  a un  asse  fisso. 

417.  Equazione  del  molo  di  un  rorpo  solido  Intorno  a 
un  a««e  dumo.  Sia  m la  massa  di  un  corpo  solido  o di  un  siste- 
ma qualunque  rigido,  che  si  muove  intorno  a un  asse  fisso;  e 6 
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sia  l'angolo  che  alla  line  di  un  tempo  t formano  tra  loro  due  pia- 
ni condotti  per  l’asse  di  rotazione,  l'uno  stabile  c l’altro  mobile  in- 
sieme col  corpo:  di  più  sieno  x,  y,  z le  coordinate  rettangolari  di 
un  punto,  o di  una  molecola  dm  al  termine  del  medesimo  temi»; 
X,  Y,  Z le  componenti  della  sua  forza  motrice  parallele  ai  tre  as- 
si coordinati;  v ed  r la  sua  veloci  tè  e la  sua  distanza  dall'asse  (isso, 
che  noi  prenderemo  per  l’asse  delle  s. 

Ciò  posto,  le  forza  che  nelle  singole  molecole  se  fossero  libere 
produrrebbero  i movimenti  osservati  uel  sistema,  prese  che  sieno 
coi  segni  opposti,  debbono  equilibrarsi  in  ogni  istante  (393)  con 
quelle  forze  che  sono  applicate  realmente  alle  medesime  molecole:  o- 
ra  la  forza  che  in  ciascuna  molecola  o in  ciascun  punto  dm  se  fos- 
se libero  produrrebbe  il  moto  circolare  effettivo  ed  osservato  nel  si- 
stema, equivale  (299)  alle  due  forze  ^ dm,  -y-  dm  secondo  la  ret- 
ta tangente  e secondo  la  normale;  dunque  nella  rotazione  del  si- 
stema tutte  le  forze  che  hanuo  per  componenti  X,  Y,  Z,  debbono 
ad  ogni  istante  equilibrarsi  colle  forze  che  hanno  per  componenti 

le  espressioni  — ^ dm,  — dm . Ma  noi  sappiamo  (86.  2.°)  che 

in  un  sistema  rigido  e mobile  intorno  a un  asse  fisso  la  condizio- 
ne di  equilibrio  tra  le  forze  è questa  che  si  annulli  la  somma  al- 

gebrica dei  loro  momenti  rispetto  al  medesimo  asse:  dunque  poi- 

chè  souo  nulli  di  per  sè  i momenti  delle  due  forze  Z,  — dm  ri- 
spetto all’asse  di  rotazione,  c poiché  i momenti  delle  altre  forze 

X,  Y,  — ~ dm  sono  Xy,  — Yx,  — r-^  dm , perciò  si  avrà 

l’equazione 

£(Xy  — Ya?)  — dmj=0. 


Abbiamo  poi  (364)  il  valore  v = r 


do 

lì' 


e conseguentemente  anche 
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l’altro  valore  ~ 
at 


: sarà  dunque 


i(r’-^  <(»,)  = 2fly-Y®); 

e siccome  il  fattore  rimane  il  medesimo  per  lutti  i punti  del 
sistema,  e può  scriversi  fuori  del  segno  2,  così  verrà  in  fine 


(...)  <?i__  S(ly  — Ya?) 

( 1 di'  ~ 2{r*dm) 

che  è l'equazione  per  la  quale  si  determina  il  movimento  di  un 
corpo  solido  intorno  a un  asse  fisso. 

In  questa  equazione  il  denominatore  del  secondo  membro  è il 
momento  d’inerzia  del  corpo  relativamente  all’asse  di  rotazione,  e 
il  numeratore  rappresenta  la  somma  dei  momenti  di  tutte  le  forzo 
sollecitanti  rispetto  al  medesimo  asse;  sono  poi  questi  ultimi  mo- 
menti positivi  o negativi,  secondo  che  le  forze  tendono  con  essi 
ad  aumentare  o a diminuire  l'angolo  0.  11  primo  integrale  della 

do 

medesima  equazione  ci  darà  la  velocità  angolare  espressa  per 

la  variabile  t , l’integrale  secondo  ci  farà  conoscere  l’angolo  0 , e 
la  posizione  del  corpo  alla  fine  del  tempo  t:  le  costanti  delle  due 
integrazioni  si  determinano  mediante  i valori  della  velocità  ango- 
lare, e della  posizione  del  mobile  al  principio  del  movimento. 

418.  Se  le  forze  acceleralrici  sono  nulle,  e il  corpo  m si  muove 
intorno  all’asse  in  virtù  di  una  forza  istantanea  P,  il  moto  di  ro- 
tazione sarà  uniforme.  In  questo  caso  chiamiamo  Q la  proiezione 
della  forza  P sopra  un  piano  perpendicolare  all’asse  di  rotazione,  q la 
distanza  della  proiezione  Q dal  medesimo  asse,  ed  « la  velocità  an- 
golare costante:  sarà  &>r  la  velocità  assoluta  di  un  punto  dm  posto 
alla  distanza  r dall’asse  (364),  e si  esprimerà  col  prodotto  wr  dm  la 
quantità  di  moto,  o la  forza  effettiva  (13)  del  medesimo  punto  nella 
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direzione  della  tangente  al  circolo  che  descrive.  Laonde  alla  forza  P 
dovranno  fare  equilibrio  (393)  le  forze  — w r dm  relative  a lutti  gli 
elementi  del  corpo,  ossia  dovrà  sussistere  (86.  2.°)  l’equazione 

Qq — I(Mf’dm) = 0 


tra  i momenti  di  quella  prima  e di  queste  seconde  forze  rispetto- 
all’asse  immobile  di  rotazione:  si  ricava  quinci  la  forinola 


K) 


&>: 


Q? 

I(r'dm ) 


la  quale  servirà  a trovare  la  velocità  angolare  di  un  sistema  rigi- 
do nel  moto  di  rotazione  prodotto  da  una  forza  istantanea  intorno* 
a un  asse  Fisso. 

Quando  alla  forza  istantanea  P si  aggiunge  l'azione  continua  di 
altre  forze,  la  quantità  « determinata  colla  formola  (to')  non  sarà 
altro  se  non  la  velocità  angolare,  la  quale  ha  luogo  nel  sistema 
al  principio  del  moto  e deve  in  ogni  modo  conoscersi,  affinchè 
mediante  il  primo  integrale  della  equazione  (tc)  si  possa  determi- 
nare la  velocità  angolare  ^ alla  fine  di  un  dato  tempo  qualunque. 


419.  Predatone  eaereitota  contro  rame  durante  II  mo- 
vimento. Preso  sempre  l’asso  di  rotazione  per  quello  delle  i , 
vogliamo  qui  trovare  le  due  pressioni  perpendicolari  allo  stesso 
asse  di  rotazione  c parallele  agli  altri  due  assi  coordinali.  Alla 
fine  di  un  tempo  t per  un  elemento  dm,  secondo  gli  assi  delle 
coordinate  a;  ed  y,  sieno  X ed  Y le  componenti  della  forza  appli- 
cata , ^ dm  e -^r-  dm  le  componenti  della  forza  effettiva:  saranno 


dm  le  forze  perdute  dall’  elemento  dm  ; 


e per  conseguenza  le  due  somme 
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saranno  le  forze  che  perde  l’intera  massa  m nella  direzione  degli 
assi  prenominati.  Ora  è manifesto  che  nel  solido  m non  si  perde 
qualche  parte  delle  forze  applicale,  se  non  in  quanto  l’asse  fisso 
resiste  all’azione  o alla  pressione,  che  gli  elementi  del  corpo  eserci- 
tano scAnbievol mente  tra  loro  e contro  il  medesimo  asse;  dunque  le 
dette  somme  rappresentano  le  pressioni  P,  P'  parallele  ai  due  assi 
coordinati  OX,  OY,  e perpendicolari  all’asse  di  rotazione  OZ;  e si 
avrà  quindi 

P=Z(X)-l(  dm)  , P'=X(Y)-z(  dm)  . 

Indichiamo  adesso  con  r la  distanza  deH’elcmento  dm  dall’asse 
OZ,  e ai  termiue  del  tempo  t sia  <■>  la  velocità  angolare,  c 0 l’an- 
golo che  fa  il  piano  coordinato  ZOX  col  piano  condotto  per  OZ  e 
pel  punto  dm,  oppure  che  fa  sul  piano  XOY  la  proiezione  della  di- 
stanza r coll’asse  OX:  sussisteranno  le  formolo 


x — romO  , j/=rsen9. 


e conseguentemente  anche  le  altre 


dx 


do 


dO  dy 


do 


dO 


t, 


. <"<  I- 


E poi  l’espressione  (364)  della  velocità  angolare  «;  sarà  dunque 


dx  dy 

W==~yM' 


onde  ricavandosi  quinci  colla  differenziazione  i due  valori 
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— ar-»  -3;-=-”“  -» 


d‘«  dx  ' do  .do 

iF=l,)'dr-hxir==~y “ ir  * 

le  due  pressioni  trovate  più  sopra  si  scriveranno  sotto  la  forgia 


P=2(X)-+-w’2(a>  dm)  -f-  jjjr  2{j/  dm) , 


P'=;  2(Y)  -+-  w’2(i/  dm)  — l(x  dm) . 


E siccome,  essendo  xt  ed  y , le  distanze  del  centro  di  gravita  dai 
piani  YOZ  ed  XOZ,  valgono  (109)  le  formole  I(xdm)=mxlf 
2(y  dm)  = myt;  cosi  avremo  in  line 


| p=w 

I r=mi 


mxl  co  -+-  myx 


,m,  . . CHO 

(\)-h  myt  o'  — mx,  -r-  . 


La  quantità  ~ = ^ , e la  stessa  velocità  augolare  w = -^-  si 

determinano  per  mezzo  dell'equazione  (w.  417)  e del  suo  primo  in- 
tegrale; dopo  la  determinazione  di  quella  quantità  e velocità  ango- 
lare, le  formole  («c")  ci  faranno  conoscere  immantinente  le  pressioni 
P,  P\  Conosciute  poi  queste  due  pressioni,  potremo  trovare  eziandio 
lo  rispettive  distanze  p,p’  tra  i loro  punti  di  applicazione  sull’asse  OZ 
e l’origine  0;  giacché  pigliando  i momenti  delle  forze  parallele  ri- 
spetto al  piano  XOY,  in  virtù  del  teorema  dimostrato  nel  numero 
(58)  abbiamo  le  due  formole 
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|Pp=2(X—  ^ dm)x=:I{Xi)-\-(,)tl(xzdm}+~-  2{yzdm)  , 

l 

Py=2(Y — dm)z=l{\z)-{-rJ)'l(yzdm)  — ^ 2[xz dm). 


420.  Quando  il  corpo  solido  non  ò sollecitalo  da  forze  acco- 
leratrici,  e la  velocità  angolare  o>  si  mantiene  costante,  si  ha 

X = 0=Y,  -^-  = 0:  in  questo  caso  le  forinole  («?"),  («?'")  ci  da- 

rannno  i quattro  valori 

P = fnx,M*  , P'  = my,  to’  , 

dm) 2(.rz  dm)  , m*£(;/s  din)  2(yz  dm) 

^ P nix,  ' ^ F myl  * 


ed  appartengono  i primi  due  alle  pressioni  totali  esercitati  sull'as- 
se di  rotazione  parallelamente  ad  OX  e OY,  gli  altri  due  alle  di- 
stanze tra  i punti  di  applicazione  delle  medesimo  pressioni  nell’as- 
se OZ  e l’origine  0. 

Se  le  distanze  p,  p’  risultano  uguali  tra  loro,  ìe  pressioni  P,  P' 
avranno  i rispettivi  punti  di  applicazione  in  uno  stesso  luogo  del 
l’asse  OZ  e si  ridurranno  (2f>)  ad  una  sola  forza  perpendicolare 

cioè  alla  forza  centrifuga  — 

1 \ 

di  tutta  la  massa  in  raccolta  nel  centro  di  gravità  alla  distanza  rt 
dall’asse  (isso  di  rotazione.  La  condizione  poi  per  la  quale  le  pres- 
sioni totali  P e P',  ossia  le  forze  centrifughe  di  tutti  i punti  del  cor- 
po m si  riducono  ad  una  risultante  unica,  si  verifica  particolarmen- 
te nel  caso  che  susssistano  insieme  2[xzdm)  =0,  2(yzdm)=0, 
vale  a dire  quando  OZ  è un  me  principale  del  sistema  rigido 
relativamente  al  punto  O.  Di  fatti  in  tal  caso  si  avrà  p =0~p'; 
e così  dalle  forze  centrifughe  risulterà  una  pressione  unica,  la 
quale  passerà  per  l'origine  0:  onde  se  si  fìssi  solo  questo  pun- 
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to,  ad  ogni  istante  verrà  dalla  sua  resistenza  interamente  di- 
strutta la  pressione,  e il  sistema  o il  corpo  solido  si  moverà  in- 
torno ad  OZ  come  se  questo  asse  di  rotazione  fosse  immobile  e 
fisso. 

Poiché  le  pressioni  totali  secondo  gli  assi  OX  ed  OY  si  espri- 
mono nella  ipotesi  da  noi  fatta  con  P = mx,  «* = u'ifx  dm)  , 
P'  = my, u>‘  = dm)  , saranno  <>*x dm  ed  w*y dm  le  compo- 
nenti della  pressione  o della  forza  centrifuga  «V  dm  per  rispet- 
to a ciascun  punto  del  corpo  mobile  intorno  all’asse  fisso  OZ. 
Gò  posto,  se  vogliamo  che  questo  asse  non  soffra  pressione  alcu- 
na durante  il  molo  del  corpo,  dobbiamo  introdurre  la  condizio- 
ne che  tulle  le  pressioni  parziali,  o le  forze  centrifughe  o 'rdtn 
relative  a tutti  i punti  del  sistema,  si  equilibrino  tra  loro  indi- 
pendentemente dal  medesimo  asse  di  rotazione  : ora  essendo  nul- 
le di  per  se  le  componenti  di  queste  forze  secondo  l’ asse  OZ  e 
la  somma  dei  loro  momenti  rispetto  allo  stesso  asse,  le  formolo 
[</')  del  numero  (85)  ci  danno  per  l’equilibrio  delle  medesime 
forze  nel  sistema  considerato  come  libero  e indipendente  dall’asse 
di  rotazione  le  quattro  equazioni 

o>'ì{xdm)=0,  to'ì{ydm)  — 0,  aflfyzdm)  = 0 , o'2[xz  dm)  =0; 
ovvero 


2{xdtn)  =x  mx,  = 0 , 2(y  dm)—my,  = 0 , 

2(yz  dm)  — 0 , 2(xz  dm)  = 0. 

Dunque  Passe  OZ  nella  rotazione  del  sistema  non  soffrirà  pressione 
di  sorta  sotto  le  due  condizioni  espresse  dalle  ultime  equazioni,  e 
sono  che  il  medesimo  OZ  passi  pel  centro  di  gravità  del  corpo  o 
sistema,  e che  sia  un  asse  principale  relativamente  allo  stesso  cen- 
tro 0. 

iSl.PereoiMM  contro  ruttar  uell'attuar*!  (Iella  rotazione. 

la  pressione  nasce  dalle  forze  continue  o dalla  sola  rotazione  del 
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corpo,  e si  esercita  incessau temente  sull'asse  durante  il  molo;  ma  la 
forza  istantanea,  per  l’impulso  della  quale  il  corpo  è messo  in  mo- 
vimento, produce  sull’asse  nel  primo  istante  un  urto  o una  percos- 
sa che  dobbiamo  ora  determinare. 


L’asse  di  rotazione  OZ  costituisca  sempre  un  sistema  di  assi  ret- 
tangolari insieme  con  OX  ed  OY;  e sieno  X,  Y,  Z,  le  componen- 
ti della  forza  istantanea  nelle  dilezioni  parallele  agli  assi,  ed  « sia 
la  velocità  angolare  che  concepisce  il  corpo  solido  per  l’azione  della 
medesima  forza.  La  velocità  wr  dell’elemento  dm,  presso  il  punto 
(ar,  y,  zj  e alla  distanza  r dall’asse  di  rotazione,  ha  per  componenti 


dx  di/  dz 

di  'Ti'  dì 


= 0:  perciò  le  quantità  attuali  di  moto  o le  forze  effet- 


tive di  ciascun  elemento  secondo  le  rispettive  direzioni  degli  assi  si 
esprimeranno  nel  primo  istante  con  dm,  dm,  ij^-dm=  0; 


e le  percussioni  Q,  Q\  Q"  che  secondo  le  medesime  direzioni  so- 
stiene l’asse  tìsso,  dovendo  essere  attribuite  alle  forze  corrispondenti 
perdute  da  tutto  il  corpo,  si  determineranno  quanto  all’intensità 
eolie  formolo 


u=x-i(  £ *,) , $ <1».),  <r=z . 


• uX 

Ma  si  sono  già  trovati  di  sopra  (419)  i valori  = — j/w  , 

=xm;  dunque  indicando  con  x,  ed  ;/,  le  coordinalo  del  cen- 
tro di  gravità  del  corpo  m,  avremo  in  line 

0 = X -t-  6)i[i/dm)  =X-+*  mi i/,w , Q'=  Y — o>£(x dm)  =’ Y — mx,u, 

Q"  =Z  . 

Ora  se  si  domandano  le  condizioni  da  verificarsi  jicrchò  l’asse  OZ 
non  soffra  alcun  urto  o percossa,  disponiamo  gli  assi  coordinati  in 
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modo,  che  il  piano  XOY  passi  pel  punto  di  applicazione  della  for- 
za istantanea,  e il  piano  XOZ  passi  pel  centro  di  gravità  del  cor- 
po mobile  m.  L’ asse  fisso  non  riceverà  ne’  primi  istanti  alcun  ur- 
to o percossa,  quando  la  forza  impressa  da  principio  al  sistema  si 
equilibra  indipendentemente  dall'asse  colle  forze  effettive  &>r  dm,  re- 
lative a tulli  gli  elementi  del  corpo  e prese  ciascuna  col  segno  op- 
posto; c per  cosiffatto  equilibrio  tra  la  forza  impressa  e tutte  le  for- 
ze — u>r  dm,  è poi  necessario  (83.  e")  che  si  annullino  separatamen- 
te si  le  somme  delle  componenti  parallele  agli  assi  coordinati  e sì 
ancora  le  somme  dei  momenti  rispetto  ai  medesimi  assi:  adunque 
poiché  a cagione  del  valore  y,  — 0,  le  componenti  delle  forze  tan- 
genziali— w r dm  sono 


e poiché  di  più  i momenti  delle  stesse  forze  rispelto  all'asso  OZ  si 
esprimono  colla  somma  — wX(r’dm),  perciò  dalle  forinole  citate  del 
numero  (85)  ricavciemo  le  sei  equazioni 

X = 0 , Y — 77i — 0 , Z = 0 , 

2(xzdm)—  0 , 2{yz  dm)  — 0 , Y b — w 2(r'dm)  = 0 , 

dove  colla  lettera  b è indicata  l'ascissa  del  punto  in  cui  si  applica 
la  forza  istantanea  nel  piano  XOY.  Si  raccoglie  quinci  che  per  non 
produrre  alcuna  percossa  nell’asse  di  rotazione,  dobbiamo  soddisfa- 
re a queste  tre  condizioni:  1°.  che  la  forza  istantanea  venga  appli- 
cata normalmente  al  piano  XOZ  che  passa  per  l'asse  fìsso  e il  cen- 
tro di  gravità  del  corpo,  come  apparisce  dalla  prima  e dalla  terza 
delle  ultime  equazioni:  9".  ebe  l’asse  di  rotazione  sia  principale  re- 
lativamente al  punto  0,  nel  quale  incontra  il  piano  XOY  condotto 
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per  la  direzione  della  forza  e perpendicolare  allo  stesso  asse;  ed 
è ciò  evidente,  se  si  richiama  alla  mente  la  definizione  degli  as- 
si principali  e si  attende  alle  due  equazioni  quarta  è quinta:  3.* 
che  la  distanza  tra  l'asse  e il  punto  C in  cui  la  direzione  della 
forza  istantanea  s' incontra  col  piano  XOZ  detto  di  sopra,  sia  ta- 
le quale  richiedono  la  seconda  equazione  e la  sesta,  cioè 

^r'im)  = J(rMm) 

I ' Y mx, 

II  punto  C determinato  con  questa  formola  dicesi  il  centro  di 
percossa. 

422.  Moto  di  ttn  corpo  pcMontc  Intorno  a un  ukwc  o- 
rixxontaic.  Gli  assi  coordinati  c rettangolari  prendiamoli  in  mo- 
do che  OZ  coincida  coll'asse  (isso  intorno  al  quale  può  rotare  il 
corpo  pasaute  m,  ossia  un  pendolo  composto,  e OY  si  diriga  al 
basso  nei  senso  della  gravità:  alla  fine  di  un  tèmpo  t rappresen- 
tiamo con  0 Tangolo  che  col  piano  verticale  ZOY  forma  il  piano 
condotto  per  1’  asse  fisso  e il  centro  di  gravità;  e con  x, , a l'a- 
scissa del  medesimo  centro,  e la  sua  distanza  da  OZ.  L’elemen- 
to dm,  situato  presso  il  punto  {x  , y , zj  alla  distanza  r dall’  as- 
se di  rotazione,  è sottoposto  all'  azione  della  forza  Y = gdm  , il 
cui  momento  gx  dm  , siccome  quello  che  tende  a diminuire  l'an- 
golo 0,  si  deve  prendere  negativamente;  onde  nel  caso  attuale, 
avendosi  X = 0,  l’equazione  del  .movimento  (417.  w)  sarà  questa 

d'9  g2[xdm)  gmxt 

di'  i(r’dm)  2{r*dm ) 

Ma  abbiamo  a:,  = a scn  0 ; ed  espresso  con  k il  raggio  di  girazio- 
ne,  ossia  con  mk'  il  momento  d’ inerzia  rispetto  a un  asse  condot- 
to pel  centro  di  gravità  e parallelo  all’asse  OZ,  abbiamo  (407)  anco- 
ra 2(r'dm)=m(k' l’equazione  del  moto  diviene  dunque 

Voi.  II.  20 
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d'9  _ 
dir~~ 


«g 

a'-hk' 


seu  9 . 


Molliplicando  per  2 do  e integrando,  otterremo  in  line  l’equazione 


(«')  ( -§■  ) = t+if  (cosS_cos9‘)  _hw°*  « 

do 

nella  quale  0o  ed  w0  sono  i valori  iniziali  delle  quantità  0,  . 

Data  ovvero  determinata  la  velocità  iniziale  «0  in  quel  modo  che 
abbiamo  detto  nel  numero  (418),  l'equazione  (to’)  ci  farà  conoscere 
* do 

nel  corpo  oscillante  la  velocità  angolare  ^ per  una  data  posizione 

dei  centro  di  gravità;  risolvendo  poi  la  medesima  equazione  rispet- 
to a di  e integrandola,  avremo  il  tempo  t in  funzione  di  0,  o l'an- 
golo 9 in  funzione  di  t , e cosi  per  un  istante  qualunque  potremo 
determinare  la  posizione  del  centro  di  gravità  e del  corpo  stesso 
oscillante. 

423 . Centra  di  ottrlllazlonc  e di  perrom  del  pendola 
cam posta.  Immaginiamo  che  la  massa  del  corpo  oscillante  vcDga 
tutta  condensala  in  un  punto  0'  posto  nel  piano  XOY  alla  distan- 
za l dalla  origine  0:  tutto  il  sistema  si  troverà  cosi  ridotto  a un 
pendolo  semplice,  e al  suo  movimento  potrà  applicarsi  l'equazione 
(w*)  del  numero  precedente,  purché  si  sostituisca  / in  luogo  di  a , 
e si  faccia  k uguale  a zero.  Di  tal  guisa  nel  moto  di  un  pendolo 
semplice  sussisterà  l'equazione 

[w)  =-7-(cos9—cos0*)"f'w*,; 


la  quale  divenendo  identica  alla  stessa  equazione  (tcT)  nell'ipotesi 
che  si  abbia  il  valore 
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(«O 


/= 


1 


ne  deduciamo  che  il  movimento  di  un  pendolo  composto  succede 
allo  stesso  modo  che  quello  di  un  pendolo  semplice  avente  una  lun- 
jt* 

ghezza  = a-H  — , bene  inteso  però  che  nell’un  caso  e neU’aUro 

sieno  gli  stessi  l’angolo  e la  velocità  w0  al  principio  del  moto. 

Nel  piano  che  passa  per  l'asse  di  sos|>eusione  e pel  centro  di 
gravità  del  corpo  m,  figuriamoci  adesso  una  retta  parallela  al  mede- 

k' 

simo  asse,  e distante  da  esso  di  una  quantità  / = a-H  — : i pun- 
ti del  corpo  solido  che  si  trovano  su  questa  retta,  si  moveranno 
tutti  come  se  fossero  isolati  e oscillassero  intorno  al  detto  asse  di 
sospensione;  la  retta  si  chiama  asse  di  oscillazione,  e centro  (li  o- 
scillazione  è appellato  specialmente  quel  punto  dove  la  medesima 
retta  incontra  il  piano  condotto  pel  centro  di  gravità  normalmente 
all’asse  di  sospensione.  Del  resto  è chiaro  che  il  centro  di  oscilla- 
zione dista  più  dall'asse  fisso  che  lo  stesso  centro  di  gravità,  e l’ec- 


cesso  della  distanza  consiste  nel  quoto  — . Inoltre  è pur  manife- 
sto che  gli  assi  di  sospensione  e di  oscillazione  sono  tra  loro  re- 

k* 

ciproci:  imperocché  fissando  questo  secondo  asse,  abbiamo  a!  ~-~ 

per  la  distanza  dal  centro  di  gravità  dal  nuovo  asse  di  sospensio- 
ne, e così  il  nuovo  asse  di  oscillazione  dovendo  da  questo  distare 
k'  k ’ 

'di  una  quantità  a'-t-  - — Ha,  coinciderà  necessariamente 


col  primitivo  asse  di  sospensione. 

Da  ultimo  nel  pendolo  composto  il  centro  di  percossa  coincide 
col  centro  stesso  di  oscillazione.  Infatti  nella  forinola  («>".421),  la 
quale  suppone  che  il  centro  di  gravità  del  corpo  m si  ritrovi 
nel  piano  coordinato  XOZ,  si  deve  fare  a?,  =o;  perciò  nel  medo- 
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simo  piano  la  distanza  del  centro  di  percossa  dall'asse  fisso  avrà 

per  espressione 

h=  Ijr'dm) 
ma 

Ora  è I(r,dm)=m(k%-\-a'),  come  abbiamo  dichiarato  nel  nume- 
ro precedente;  sarà  dunque 


cioè  la  distanza  del  centro  di  percossa  uguale  alla  distanza  del 
centro  di  oscillazione  dall'asse  fisso. 

Applichiamo  adesso  la  esposta  dottrina  alla  soluzione  dei  tre 
problemi  seguentiì: 

424.  Problema  I.  Trovare  il  centro  di  oscillazione  o di  per- 
cossa in  una  linea  retta,  in  una  sfera,  e in  un  parallelepipedo  ret- 
tangolo, neir ipotesi  che  queste  figure  sieno  pesanti  ed  omogenee. 

1°.  Sia  h la  lunghezza  di  una  retta  pesante  ed  invariabile  che 
sospesa  per  l'estremità  superiore  può  oscillare  in  un  piano  vertica- 
le: la  distanza  del  centro  di  gravità  dall'asse  di  sospensione  sarà 

a=  — h,  e il  quadrato  del  raggio  di  girazione  (413.  1°.)  rispet- 
to a un  asse  condotto  normalmente  pel  centro  di  gravità  sarà 

4*=-^- A.  Sostituiti  questi  valori  nella  formola  (teT\  423),  ab- 

1 z 

biamo  la  distanza  del  centro  d'oscillazione  dall'estremità  fissa  espres- 
sa da 


'=Ta+4-‘  = T*- 

2°.  Sia  r il  raggio  della  sfera  oscillante,  ed  h la  distanza  tra  il 
centro  di  gravità  della  sfera  e il  punto  di  sospensione;  il  raggio 
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di  girazione  relativamente  al  diametro  si  determina  (414.  3°.)  col- 

si 

la  formola  k'  = -jrr%:  avremo  dunque 
,h,  2 r* 

Quando  l’asse  di  sospensione  tocca  la  sfera,  si  ha  A = r ed  l=r 
2 

-4-  y r : in  questo  caso  dunque  il  centro  di  oscillazione  è situato 
2 

alla  distanza  yf  dal  centro  di  gravità. 

3°.  Sieno  A,  6,  c intorno  a un  vertice  i lati  di  un  parallelepipedo 
rettangolo,  il  quale  oscilli  intorno  a un  asse  orizzontale  che  divide 
in  due  parti  eguali  la  base  superiore  bc,  ed  è parallelo  al  lato  c : 

la  distanza  del  centro  di  gravità  dall’asse  di  sospensione  è a — y A 

e il  quadralo  del  raggio  di  girazione  relativamente  a un  asse  che 
passi  pel  centro  di  gravità  e sia  parallelo  al  lato  c,  si  esprime  (41 5J 

con  A’=  (A*  -t-A’).  Dunque  la  distanza  del  centro  di  oscilla- 

zione dall'asse  fìsso  sarà 

, 1 t , 1 AM-  6’  4 AM- 6* 

T + 6 A “ 6À  * 

Nel  caso  che  il  lato  b del  parallelepipedo  sia  tanto  poca  cosa  rela- 
tivamente alla  dimensione  A,  che  senza  errore  sensibile  si  possa 

2 

trascurare  la  quantità  6*,  il  risultato  torna  all’espressione  /=- y A, 
come  nella  linea  retta. 

425.  Problema  II.  Si  ha  una  verga  pesante  AB,  ma  sottile 
e omogenea,  la  quale  può  oscillare  intorno  a un  asse  orizzontale  che 
passa  per  l'estremità  A:  sollevala  prima  la  verga  orizsontalmente 
e poi  lasciatala  a sè  stessa,  vogliamo  determinare  la  relazione  tra 
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gli  angoli  0 ed  a,  che  dopo  un  tempo  qualunque  fa  la  verga  colla 
posizione  iniziale  e colla  direzione  della  pressione  che  esercita  con- 
tro l'asse  fisso. 

Chiamiamo  h,  m,  a»  la  lunghezza,  la  massa,  o la  velocità  ango- 
lare che  ha  la  verga  alla  fine  di  un  tempo  t:  posta  l’origine  in  A, 
prendiamo  per  asse  delle  ascisse  la  posizione  iniziale  e orizzonta- 
le della  verga,  e la  posizione  verticale  per  quello  delle  ordinate.  Per 
un  elemento  qualunque  le  componenti  della  forza  motrice  sodo 
X = 0 ^ Y—g  dm;  l(gx  dm)  — gmxt  =i  gmh  cos  0 è la  somma  dei 
momenti  positivi  di  tutte  le  forze  relativamente  all’asse  fisso,  mo- 
menti che  tendono  a far  crescere  l’angolo  0;  finalmente  — mh'  è il 

momento  d’inerzia  (413  1°.)  della  verga  relativamente  allo  stesso 
asse.  Considerato  tutto,  e attesa  la  forinola  (io.  417),  l’equazione 
del  moto  nel  caso  nostro  sarà 


d'0  (_  du_ 
di'  ~ At 


UH-, 


.(  di' 


In  conseguenza  le  due  formolo  (io".  419)  che  danno  le  componenti 
della  pressione  nel  senso  degli  assi  coordinati,  avuto  riguardo  ai  va- 
lori xt — 4 h cos 0 ed  y,  — ih$enQ,  divengono 


P = -5-  mescne  cos  0 


3 9 

mg  sen  0 cos0  = mg  sen  0 cos  0 , 


3 3 

P'=  mg-+-  ■^-mgsen'Q j mg  cos' 0 


= mg^  1 -|-  sen*0 — cos * 0 j . 


Qui  è da  osservare  che  il  rapporto  tra  le  componenti  P'e  P non  ò 
altro  che  la  tangente  dell’angolo  a-4-0,  formato  dalla  direzione  del- 
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la  pressione  risultante  con  P ossia  coll'asse  delle  ascisse:  avremo 
dunque 


tang  g-i- tang  9 
1—  tang  i tang  9 


F 

P 


1 + 


3,3,. 
■y  sen  9 j-  c os  Q 

9 

-j-senOcos0 


da  questa  si  ricavano  le  segueuti  relazioni 
tang  a tango  -Hang’9  _ 4 


1 — tang  a tang  0 


= ^ + Tla"«‘s-T  ’ 


langatog6(l+^+  1 tang'«  - i- ) 


4 1 . 1 
9cos*9  X131580  3 ’ 


tang  a tango  : 


4 1 v 1 „ 

T_T«.ue_Tc«u 

2 4 2 

a cos‘9h — y + -y  sen  C 


J 

9 

T 

5 


1 

jj 

2 ’ 

3 


e finalmente 


tang  a tang  9 = 


426.  Problema  111.  Mentre  una  verga  rigida  AC,  pesante  ed 
omogenea,  oscilla  in  un  piano  verticale  intorno  alF estremità  A,  una 
forza  tende  a farla  piegare  ma  senza  effetto:  vogliamo  determina- 
re il  punto  dove  la  forza  esercita  il  massimo  momento , e il  valo- 
re di  cotesto  momento  in  tal  punto. 
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Sieno  a,  »»,  0 la  lunghezza,  la  massa,  e l'angolo  che  (a  la  verga' 
colla  direzione  della  gravità:  b ed  r sieno  le  distanze  del  punto  cer- 
cato B,  e di  un  elemento  qualunque  dr  posto  al  di  sotto  di  B, 

dalla  estremità  tìssa  A.  La  massa  dell’elemento  dr  è : per- 
ii r 

ciò  g sen  9 è la  componente  della  forza  applicala  ossia  della 


gravità  secondo  la  direzione  del  moto,  — = 

a al 


m dr  d'Q 

~dTr~dr 


è poi  nel  senso  medesimo  la  componente  (299.  364)  della  forza  effet- 
tiva che  tende  a diminuire  l’angolo  0:  la  forza  dunque  acquistata  o 
perduta  secondo  la  direzione  del  molo  dall’elemento  dr  per  la  con- 
nessione che  è nel  sistema,  siccome  quella  che  è data  dalla  diffe- 
renza tra  quelle  due  componenti,  sarà  espressa  con 


~-+-0sen9jdr 


Ora  se  in  ordine  al  punto  B facciamo  la  somma  de' momenti  di 
tutte  le  forze  che  per  la  connessione  esistente  acquistano  o perdo- 
no gli  elementi  dr  nel  senso  della  direzione  del  moto,  da  questa 
somma  risulterà  il  momento  di  quella  forza  che  tende  a piegare  in 
B la  verga  AC;  e l’espressione  di  questo  momento  sarà 


Ma  nel  movimento  della  verga  essendo — ima  sen  0 la  somma  dei 
momenti  delle  forze  applicate  rispetto  a un  asse  fisso  (422),  e 

-^-ma’  il  momento  d’inerzia  della  verga  relativamente  al  mcdesi- 

mo  asse  (413.  I0.),  ha  luogo  (417)  l’equazione  -^-=—  -j^j-sen 

conseguentemente  l’espressione  del  momento  della  forza  che  tende 
a piegare  la  verga  nel  punto  B,  diviene 
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■/;  (3r*  — 2ar  — 36  r 4-  ìab)dr 


mg  sen  9 
a* 


6’  — ab'  4- 


1 ina  sen  0 


6(<i  — 6)* . 


Considerando  6 come  variabile,  il  momento  trovato  diviene  mas- 
simo insieme  colla  quantità  b(a — 6)*  = 6’  — iab'-t-a'b;  ma  il 
massimo  valore  di  questa  risponde  alla  seconda  radice  (LXX)  del- 
l’equazione 36‘  — 4a64-o‘  = 0,  cioè  risponde  al  valore  6=  -|-  a; 

dunque  sopra  la  verga  AC  il  punto  B,  e il  centro  di  oscillazione 
sono  simmetrici  (424.  1°.)  relativamente  al  centro  di  gravità.  Il 
momento  poi  della  forza  che  tende  a piegare  la  verga  nel  punto 
testé  determinato,  ha  per  valore 


mg  seno 

4o* 


mg  sen  0 
- 27  - a. 


8.  2°. 

Movimento  di  un  solido  intorno  a un  punto  (isso. 


427 . Componenti  della  velociti  per  un  punto  qualun- 
que del  Moiido.  Quando  un  corpo  solido,  o un  sistema  rigido 
qualunque,  legalo  a un  punto  fisso  0 (fìg.  182»  ),  si  muove  con- 
tinuamente intorno  a questo  punto,  il  moto  del  medesimo  corpo 
o sistema  in  un  istante  o tempo  infinitesimo  si  può  considerare  co-* 
me  una  semplice  rotazione  intorno  a un  certo  asse  OR,  il  quale 
passa  e s’immagina  condotto  per  il  punto  fisso  0;  e poiché  un  ta- 
le asse  nell’interno  del  corpo  cangia  generalmente  di  posizione  da 
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un  istante  all’altro,  perciò  viene  esso  chiamalo  asse  istantaneo  dì 
rotazione. 

Sieno  OX,  OY,  OZ  tre  assi  rettangolari  che  passano  per  il  pun- 
to (isso;  c alla  line  di  un  tempo  l essendo  « la  velocità  angolare 
del  solido,  o la  sua  velocità  di  rotazione  intorno  all’asse  istantaneo, 
si  rappresentino  rispettivamente  con  p,  q,  r le  componenti  di  questa 
velocità  intorno  ai  predetti  assi  rettangolari:  sieno  inoltre  x,  y,  x le 
coordinale  di  un  punto  qualunque  M del  solido,  p la  sua  distanza 
dall'asse  OZ,  ossia  la  proiezione  OH  del  raggio  vettore  OM  sopra 
il  piano  coordinato  XOY,  ed  e l’angolo  di  questa  proiezione  coll’as- 
se OX.  La  velocità  di  rotazione  del  punto  M intorno  all’asse  com- 
ponente OZ  si  esprimerà  (364)  col  prodolio  f >r,  e si  avranno  mani- 
festamente le  due  espressioni 

a:=pcoS£  , y = psene: 

ora  chiamando  ds  Parco  circolare  che  nel  tempuscolo  di  descrive- 
rebbe il  punto  M intorno  all’asse  OZ,  se  fosse  animato  dalla  sola* 
velocità  pr,  sappiamo  che  i due  valori  conseguenti 

dx — pson  e de y dy  pcos  tdc  x 

~3s  fide  p ’ ds  pdt  p ’ 

rappresentano  i coseni  degli  angoli  che  la  direzione  della  velocità 
pr  fa  coi  rispettivi  assi  OX  ed  OY  : si  avranno  quindi  le  componenti 
della  velocità  di  rotazione  del  punto  M intorno  all’asse  OZ,  paral- 
lele agli  altri  due  assi  OX  ed  OY,  moltiplicando  rispettivamente 

fi 

l’espressione  pr  per  i duo  valori — — , — ; e coleste  componenti 

P P 

saranno  per  conseguenza  — ry , 4-  rx. 

Supponiamo  che  a norma  della  convenzione  indicala  nel  numero 
X386),  la  rotazione  del  solido  si  faccia  da  X verso  Y per  l’asse  OZ, 
da  Z verso  X per  l’asse  OY,  da  Y verso  Z per  l’asse  OX;  come  si 
sono  ottenute  in  valore  c in  segno  le  componenti  della  velocità 
di  rotazione  del  punto  M intorno  all’asse  OZ,  parallele  agli  assi  OX 
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ed  OY;  così  con  regolare  mutamento  di  lettere  nelle  espressioni  di 
queste  componenti,  si  otterranno  in  valore  e in  segno  le  componen- 
ti della  velocità  di  rotazione  intorno  all'asse  OY  parallele  agli  assi 
OZ  ed  OX,  e le  componenti  della  rotazione  intorno  all'asse  OX, 
parallele  agli  assi  OY  ed  OZ,  cioè  si  avranno 


per  gli  assi  le  componenti  parallele  agli  assi 

OZ  — ry  , -t-rx  OX  , OY 

OY  -yx,-t-9z  OZ,  OX 

OX  — pz , -f-py  OY  , OZ. 


Se  ora  si  sommano  insieme  e sì  compongono  le  velocità  parallele 
a un  medesimo  asse,  risulteranno  le  componenti  della  velocità  asso- 
luta del  punto  M ossia  (x,  y,  z) , rispettivamente  parallele  ai  tre  as- 
si rettangolari  OX,  OY,  OZ;  le  espressioni  di  queste  componenti 
saranno 


tx  ~qs  — ry  , t’y  =rx — pz  , vt  = py  — qx. 

È poi  chiaro  che  in  queste  formolo  le  rotazioni,  considerate  per  es. 
come  positive  nel  seuso  indicato  di  sopra,  si  dovranno  considerare 
come  negative  nel  senso  opposto. 

428.  Componenti  della  fona  acceleratriee  per  un  pun- 
to qualunque  del  Noitdo.  Le  componenti  della  forza  accelera- 
trice  parallele  agli  assi  OX,  OY,  OZ,  per  un  punto  qualunque  M, 
ossia  (x,  y,  z)  del  solido,  alla  fine  del  tempo  l si  esprimono  rispet- 
tivamente per  i rapporti  dei  differenziali  dvx  , dvy  , di'»  all’  incre- 
mento dt,  ossia  per  le  derivate  delle  velocità  componenti  rispetto 
al  tempo;  sicché  dinotando  con  fx  ,fy  , /* , le  dette  componenti 
della  forza  acceleratriee,  avremo 

f dvx  , dvi/  . diz 

’x~  ~dt  ’ » = TT  'fi=  ~di  ' 
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Ora  al  variare  del  tempo  t,  come  variano  le  coordinate  x,  y,  z 
del  punto  M,  così  variano  pure  le  componenti  p,  q , r della  velo- 
cità angolare;  per  conseguenza  le  derivate  delle  velocità  compo- 
nenti vx , vy , vi  rispetto  al  tempo,  attese  le  espressioni  delle  me- 
desime velocità  che  sono  state  già  trovato  nel  numero  precedente, 
hanno  evidentemente  per  valori 


dvx  di  , da  da  dr 

+ Znt — rir~y  ir  * 


dr 


di 


y — , 


dx 

lì 


dr  ' dz  dp 

xir-rit-1*- 


dvt 

ir 


dy  , dp 


di 


dx 

dT 


Tali  saranno  ancora  i valori  delle  forze  acceleratrici  componenti 
/»,  fi/ , fu  e poiché  in  questi  valori  abbiamo  (261. 427) 


dx  dy 

■Jf  = VX  — qz  ri/  , -jL  =vy  =rx-pz  , 

dx 

-rfp=«*  = py—q*; 

perciò  le  espressioni  richieste  delle  componenti  della  forza  accele- 
ratrice  parallele  agli  assi  coordinati,  per  un  punto  qualunque 
(x,  y,  z)  del  solido  o del  sistema  rigido,  saranno  le  seguenti: 

^=iW~y  W +q{py—qx)—r[rx-pz)  , 
fyz=zXli  ~S1T  r^)  — P(P3/  — q*)  » 


f*=yw~  x w +p(rx~Pi)—q(qi  ~ry)  - 
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429.  Equazioni  del  movimento.  Poniamo  che  gli  assi  ret- 
tangolari OX,  OY,  OZ(lìg.  182a  ) sieno  invariabilmente  legati  al 
corpo  solido,  e mobili  insieme  con  esso,  e che  di  più  i medesi- 
mi assi  non  sieno  che  gli  assi  principali  d'inerzia  del  corpo  rela- 
tivamente al  punto  fisso  0;  cioè  poniamo  che  la  posizione  arbitra- 
ria degli  assi  rettangolari,  che  noi  abbiamo  dovuto  considerare  co- 
me fìssi  ed  invariabili  nei  due  numeri  precedenti,  coincida  colla 
posizione  che  occupano  gli  assi  principali  d’inerzia  alla  fine  del 
tempo  l.  Secondo  tre  direzioni  parallele  agli  assi  mobili,  sieno 
X,  Y,  Z le  componenti  della  forza  motrice  che  alla  fine  di  un  tem- 
po t viene  applicata  ed  agisce  su  di  un  punto  del  corpo  solido,  o 
di  una  molecola  la  quale  ha  m per  massa  ed  x,  y,  s per  coordi- 
nate; i tre  prodotti  della  massa  m per  le  componenti  fx , fy  , fi 
trovate  nel  numero  che  precede,  saranno  secondo  le  direzioni  pa- 
rallele ai  medesimi  assi  le  componenti  della  forza  che  nel  sistema 
produce  il  moto  realmente  concepito  dal  punto  materiale  (x,  y,  z): 
quindi  in  virtù  del  principio  di  d’ Alembert  nel  sistema  mobile  in- 
torno al  punto  fisso  0,  dovrà  sussistere  l'equilibrio  tra  le  forze 
X — mfx , Y — mfij  , Z — mfs  perdute  dal  punto  predetto,  e le  for- 
ze perdute  da  tutti  gli  altri  punti;  e dovendo  a tale  effetto  (86.  1°) 
annullarsi  la  somma  dei  momenti  di  tutte  quelle  forze  rispetto  a 
ciascuno  degli  assi  OX,  OY,  OZ,  si  avranno  le  tre  equazioni 

lm(yft  —ify  ) = I (ly — Yz), 

< 1 m [ifx  —xft  ) — I (Xz — Zx), 

lm{xfy  —yfx  ) = 2(Yx — Xy), 

somiglianti  in  tutto  alle  tre  equazioni  («')  del  numero  (391,).  Nei 
primi  membri  le  somme  indicate  o gl'integrali  si  estendono  alla 
massa  intera  del  corpo,  nei  secondi  membri  poi  si  riferiscono  al- 
le forze  esteriori  che  possono  essere  applicate  a tutti  o solo  ad  al- 
cuni punti  del  corpo:  se  ora  si  chiamano  L,  M,  N i secondi  mem- 
bri delle  equazioni  soprascritte,  ossia  le  somme  dei  momenti  del- 
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la  forze  applicale  rispetto  ai  tre  assi  principali  d’inerzia,  e se  di 
più  si  sostituiscono  nei  primi  membri  ad  fx  , fy  , ft  i corrispon- 
denti valori  trovati  già  nel  numero  precedente,  risulteranno 

-gjr  2m[y'  -h  z’)  -f-  qr  2m(y'  — z*)  = L , 


2m(x'  H-z‘)  -t-prlm(z*  — x*)  = M , 

2m(x' +y')-\-pq2m(x'—y')='H,  ' 

giacché  si  riducono  a zero  tutti  gli  altri  termini  in  cui  si  conten- 
gono come  fattori  le  somme  2(m  y z) , 2(m  x z) , 2 (m  x y) , es- 
sendo nulle  (410)  queste  stesse  somme  per  la  ragione  che  sono  sta- 
ti presi  per  assi  coordinati  gli  assi  principali  d’inerzia. 

Ora  designando  con  A,  B,  C i momenti  principali  d’inerzia  del 
corpo  o del  sistema  relativamente  agli  assi  OX,  OY,  OZ,  abbia- 
mo (408) 

2 «i(y*-+-z,)  = A,  S#i(i'  + i')  = B,  + 

e per  conseguenza  abbiamo  ancora 

2m  {y'—i')  =C— B,  Ìwi(z’— x’)=A— C,  2m  (x*  — j/') =B  - A; 


avremo  dunque  per  le  prime  equazioni  del  moto  di  un  solido  in- 
torno a un  punto  fisso  le  tre  formole  differenziali 


(to’") 


A — t-(C  — B)  qr  = L, 
B -t-  (A  — r C)  pr  = M , 

C — h(B  — A)pq,  = N. 


I 
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Per  determinare  il  molo  rotatorio  del  sistema,  e risolvere  compiu- 
tamente il  problema,  bisogna  stabilire  altre  tre  formule;  ciò  che 
noi  faremo  nel  numero  seguente. 

430.  Oltre  gli  assi  mobili  e principali  d’inerzia  OX,  OY,  OZ 
(fig.  183*  ),  sia  un  altro  sistema  di  assi  rettangolari  c fissi  OX', 
OY',  OZ':  essendo  ON  l'intersezione  del  piano  XOY  col  piano  X'OY', 
s’indichi  con  0 l’inclinazione  scambievole  di  questi  due  piani,  os- 
sia l’angolo  ZOZ'  formato  dagli  assi  OZ  ed  OZ'  da  Z'  verso  Z;  si 
dicano  pure  <j>,  gli  angoli  NOX  ed  X'ON,  fatti  dalla  intersezione 
ON  cogli  assi  OX,-OX',  e contati  l’uno  dalla  medesima  intersezio- 
ne, l’altro  dall’asse  OX'.  Supponendo  che  gli  assi  mobili  coincida- 
no cogli  assi  fissi  OX',  OY',  OZ'  al  principio  di  un  tempo  l,  ec- 
co come  possiamo  concepire  che  i medesimi  assi  mobili  insieme 
col  solido  prendano  alla  fine  di  questo  tempo  la  posizione  OX,  OY, 
OZ:  lasciando  fisso  l’asse  OZ',  si  faccia  girare  intorno  ad  esso  il  pia- 
no X'OY'  di  un  angolo  da  X'  verso  Y';  l’asse  OX'  prenderà  la 
posizione  ON,  e l’asse  OY'  la  posizione  per  es.  OY,:  quindi  senza 
che  si  sposti  dal  suo  luogo  l’asso  ON,  si  rivolga  intorno  a questo 
il  piano  Y,OZ'  di  un  angolo  0 da  Y,  verso  Z';  essendo  le  tre  ret- 
te OY,,  OZ',  OZ  perpendicolari  alla  retta  ON,  e perciò  situate  in 
uno  stesso  piano  Y,OZ',  nel  rivolgimento  di  questo  piano  l'asse 
OZ'  prenderà  la  posizione  OZ,  e la  retta  OY,  andrà  a collocarsi  nel 
piano  XOY  per  es.  in  OY,:  in  fine  stando  fermo  l’asse  OZ,  si  fac- 
cia girare  intorno  ad  esso  il  piano  NOY,  di  un  angolo  ? da  N ver- 
so Y,;  la  retta  ON  piglierà  la  posizione  OX,  e la  retta  OY,  la  po- 
sizione OY..  DÌ  tal  modo  colle  tre  rotazioni  successive,  fatte  ciascu- 
na nel  tempo  t,  intorno  agli  assi  OZ',  ON,  OZ,  gli  assi  mobili  in- 
sieme col  solido  intorno  alla  origine  0,  dalla  posizione  OX'  OY', 
OZ'  che  hanno  al  principio  del  tempo  /,  passeranno  alla  posizione  OX, 
OY,  OZ,  che  occupano  realmente  alla  fine  del  detto  tempo;  per  conse- 
guenza in  ogni  istante  la  rotazione  del  corpo  intorno  al  corrispon- 
eente  asse  istantaneo  equivale  a tre  rotazioni  simultanee  intorno  a- 
gli  assi  OZ',  ON,  OZ,  dei  quali  il  primo  è sempre  fisso,  e gli  al- 
tri due  cangiano  di  posizione  da  un  istante  all’altro.  Vedo  poi  o- 
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gnuno  essere  l'angolo  Y'OY,  = X'ON = 41,  l’angolo  Y,OY,=Z'OZ 
= 6,  e l’angolo  Y,OY=NOX=<p. 

Presa  sopra  l’asse  OT  una  porzione  qualunque  OD,  e falla  la  stes- 
sa OD  = l,  si  abbassi  dal  punto  D sopra  OYt  la  perpendicolare 
DE;  condoni  quindi  dal  punto  E i perpendicoli  EF,  EG  sopra  i ri- 
spettivi assi  OX  ed  OY,  si  congiungano  i punti  F,  G con  D per 
mezzo  delle  reltc  FD,  GD;  essendo  DE  ed  OZ  parallele  tra  loro, 
come  perpendicolari  a una  stessa  retta  OY„  sarà  DE  perpendico- 
lare anche  al  piano  XOY  ; e poiché  quando  da  un  punto  preso  in  un 
piano  si  conduce  una  perpendicolare  a una  retta  situata  nel  piano 
stesso  e s’innalza  un'altra  perpendicolare  al  piano,  la  retta  che  u- 
nisce  i punti  estremi  delle  due  perpendicolari,  giusta  un  teorema 
di  geometria  riesce  perpendicolare  alla  retta  situata  nel  piano,  per- 
ciò le  due  rette  DF,  DG  saranno  rispettivamente  perpendicolari  a- 
gll  assi  OX,OY.  Onde  si  avrà 

OF=cosZ'OX,  OG=cosZ'OY; 

ma  si  ha  parimenti  OE=cosZ'OY,=  sen0,  e quindi 

OF=OEcosXOY,  =OEsen  NOX=scn 5 sene, 

OG=OEcos  YOY,  =OE  cos  NOX  = senScos(}>; 
sussisteranno  dunque  i valori 

cos  Z'OX  = sèn  0 sen  <p , cos  Z'OY =sen  Scos?. 

Ciò  posto  noi  già  sappiamo  (386)  che  le  rotazioni  rappresentate 
che  sieno  con  rette  prese  sopra  gli  assi  corrispondenti  in  propor- 
zione alle  rispettive  loro  grandezze,  si  compongono  e si  risolvono 
alla  maniera  di  semplici  forze;  conseguentemente  come  per  le  for- 
ze, così  per  le  rotazioni  varrà  il  teorema  delle  proiezioni  ortogona- 
li, vale  a dire  che  la  proiezione  della  risultante  di  più  rotazioni 
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sopra  un  asse  qualunque  è sempre  uguale  alla  somma  algebrica 
delle  proiezioni  di  tutte  le  rotazioni  componenti.  Ora  alla  fine  del 
tempo  t,  la  rotazione  del  corpo  solido  intorno  all’asse  istantaneo, 
equivalendo  alle  tre  rotazioni  p,  q,  r intorno  agli  assi  rettangola- 
ri OX,  OY,  OZ,  è chiaro  che  avrà  rispettivamente  per  proiezio- 
ni sopra  questi  assi  le  stesso  rotazioni  componenti  p,  q,  r;  di  più 
equivalendo  la  medesima  rotazione  o>  eziandio  alle  tre  rotazioni  che 
si  concepiscono  effettuate  intorno  agli  assi  obliqui  OZ',  ON,  OZ,  e 

(Jdi  d(j  (js 

che  vengono  espresse  (364)  dai  rispettivi  quozienti  -jj- , ^ , 

giusta  il  teorema  ora  citalo  c mediante  le  proiezioni  fatte  sopra 
ciascuno  degli  assi  rettangolari  OX,  OY,  OZ,  avi-anno  luogo  le 
equazioni 

P=^f- cosZ'OX-t-  yL  cosNOX  ~ cos ZOX , 

q = cosZ'OY-h  cosINOYh-  -^-cosZOY, 
r=-^-eos  Z'OZ  cos  NOZ-4-  cosZOZ  . 


Sostituendo  in  queste  forinole  i valori  trovati  poc'anzi  dei  fattori 
cosZ'OX,  cosZ'OY,  ed  avvertendo  che  souo  nulli  i coseni  degli 
angoli  retti  ZOX,  ZOY,  NOZ,  e che  inoltre  si  hanno  cosNOX 
= cos^,  cosNOY=cos  ( 90°  — H <? ) = — scn<p,  cosZ'OZ=cos0, 
cosZOZ=  cos0°  = l ; conseguiremo  in  fine  le  tre  equazioni  cerca- 
te, cioè 


„ dl>  do 

sen&sen?-^-  cos  <p  —p , 


tty  do 

sen0coscp-gj — sen<f-^-=</, 


cosS3r+-A  =r 


Voi.  II. 


21 
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Questo  tre  equazioni  insieme  colle  tre  equazioni  (io™) , le  quali 
sono  dovute  ad  Eulero,  risolvono  compiutamente  il  problema  del 
moto  rotatorio  di  un  solido  intorno  a un  punto  fìsso,  somministran- 
doci per  un  dato  tempo  la  velocità  angolare  del  mobile,  o le  sue 
componenti  q,  r,  e la  posizione  [9,  9,  40  degli  assi  mobili:  le 
somme  dei  momenti  delle  forze  motrici,  0 le  tre  quantità  L,  M,  N 
contenute  nelle  prime  equazioni,  si  esprimono  e vengono  date  in 
funzione  degli  angoli  9,  9,  4-  Peraltro  le  equazioni  del  molo  rota- 
torio intorno  a un  punto  non  sappiamo  integrarle,  se  non  in  un 
numero  ben  ristretto  di  casi  particolari;  e anche  in  questi  casi 
rintegrazione  ci  conduce  a tali  quadrature,  che  generalmente  nou 
possono  effettuarsi  in  quantità  finite. 

431.  Determinale  le  tre  componenti  p,  q,  r,  si  conoscerà  all’e- 
poca t la  velocità  angolare  del  solido,  0 la  velocità  di  rotazione 
ìù=V p'-hq'-hr'  intorno  all’asse  istantaneo;  la  posizione  poi  di 
questo  asse,  sopra  il  quale  la  velocità  d’ogni  punto  deve  essere 
nulla,  si  determinerà  per  mezzo  delle  ultime  equazioni  del  nume- 
ro (427),  facendo  in  esse  uguali  a zero  i primi  mepabri.  Di  tal 
guisa  per  la  posizione  dell'asse  istantaneo  alla  epoca  t , avremo  le 
tre  equazioni 

qi  — ry  = 0 , rx  — pz=  0 , py — qx=0  ; 


le  quali  si  riducono  a due  — = = — 

n «or 


ossia 


x — 


e rappresentano  le  proiezioni  del  medesimo  asse  istantaneo  sopra  i 
piani  coordinali  XOZ,  YOZ;  e un  tale  asse,  passando  per  l’origine 
0 punto  fisso  0,  forma  cogli  assi  coordinati  OX,  OY,  OZ  tre  an- 
goli, i coseni  dei  quali  in  valore  assoluto  hanno  rispettivamente 
per  espressione  (76) 
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P g r 

Vp'-hq'- +-r*  ’ \/p'-+-q'-\-r'  ' [/p'-+-q'-hr' 

Quando  i due  rapporti  ^ , — sono  costanti,  l’asse  di  rotazio- 

; 

ne  resterà  fìsso  nel  corpo:  ma  è chiaro  che  la  velocità  angolare 
a , ossia  t/p'-hq'-h  r‘ , può  andare  soggetta  a qualche  variazio- 
ne, sebbene  rimanga  invariabile  l'asse  di  rotazione;  come  per  con- 
trario quella  velocità  può  essere  costante,  quantunque  l’asse  di  re- 
ptazione sia  variabile. 

432.  Soluzione  del  problema  nel  ea«o  In  eulle  forze 
■Mirtei  *ieno  nulle.  Quando  nel  sistema  non  vi  hanno  fono 
motrici,  oppure  queste  si  fanno  equilibrio  iutorno  al  punto  fìsso, 
sono  nulle  le  tre  somme  L,  M,  N dei  loro  momenti  rispetto  agli 
assi  principali  d’inerzia;  perciò  le  tre  equazioni  (to’”’)  del  numero 


Af-t-(C-B)Vr  = °, 

i 

B^-  + (A-C))pr=0, 

C-^+(B-A)W=0. 

Moltiplicale  queste  equazioni  rispettivamente  per  p,  q,  r,  e ag- 
giuntele poi  l’una  alle  altre,  ci  daranno 

Ap^-4-%  $L-<-Cr 

e quindi,  mediante  l’integra/ione, 

(2)  Ap*-l-B9*-4-Cr*  = A , 


(429)  diverranno 


(1) 
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dove  A rappresenta  una  quantità  costante  e positiva,  essendo  per 
sè  positivi  i momenti  principali  d'inerzia  A,  B,  C.  Si  moltiplichi- 
no inoltre  le  medesime  equazioni  (1)  per  i rispettivi  prodotti  A pr 
B q,  Cr,  e di  nuovo  si  sommino  insieme;  risulterà  l’equazione  dif- 
ferenziale 


xtpw^‘Vqiì~'hC%r  dr“°’ 

e quindi  un  altro  integrale 

(3)  Ay-hBy-t-CV=A\ 

% - 

dove  con  A * si  designa  la  costante  della  nuova  integrazione,  la 
quale  è pure  essenzialmente  positiva  insieme  col  primo  membro. 

Le  due  equazioni  (2),  (3),  risolute  rispetto  alle  due  quantità 
p,  q , ci  offrono  i valori 


, A’—  BA-4-  (B  — C)  Cr* 

P~  A(A  - B) 

, A’— AA+(A— C)Cr‘ 

q ~ B(B  — A) 

e sostituendo  i valori  di  p,  q nella  terza  delle  equazioni  (1),  ne  ri- 
caveremo 


r*=Cy/AB  dr 

l~  v/ A* — BA  -+-  (B  — C) Cr’  s/AA-A'-h  (C-A)  Cr’  ' 

L'integrale  di  questa  forinola  dipende  da  funzioni  ellittiche;  ma 
si  può  otlènere  sotto  forma  finita,  se  due  de’  momenti  d’inerzia 
A,  B,  C sono  uguali  tra  loro,  ovvero  se  la  quantità  A*  risulta  u— 
guale  a uuo  dei  tre  prodotti  A A,  BA,  CA.  Il  medesimo  integrale  ci 
darà  il  tempo  t in  funzione  di  r:  onde  per  converso  conosceremo 
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prima  la  componente  r in  funzione  di  I;  quindi  per  mezzo  delle 
duo  equazioni  (4),  verremo  anche  a conoscere  in  funzione  del  tem- 
po t le  altre  componenti  p,  q della  velocità  angolare  u>. 

433.  Determinalo  le  tre  quantità  p,  q , r,  restano  a determinare 
per  mezzo  di  queste  i tre  angoli  6,  <?,  <p.  Alla  fine  di  un  tempo 
t le  somme  dei  momenti  delle  quantità  di  moto  relativamente  agli 
assi  principali  d’inerzia  OX,  OY,  OZ,  ossia  le  somme  delle  coppie 
-o  dei  loro  momenti  che  si  originano  dalle  quantità  di  moto  e si 
riferiscono  ai  medesimi  assi  (Vedi  il  num.  396),  hanno  per  espres- 
sioni 

2 m (yvt  — zvy  ),  2 m (zvx — xvt  ),  2m(xvy  — yvx  ), 

essendo  m la  massa  di  un  punto  ( x , y,  x),  o di  una  molecola  del 
solido.  Sostituiti  in  queste  espressioni  i valori  delle  velocità  com- 
ponenti vx  , vy  , vz  , dati  dalle  ultime  equazioni  del  numero  (427), 
e attese  le  cose  notate  nel  numero  (429)  intorno  ai  momenti  prin- 
cipali d'inerzia  c ai  momenti  compiessi,  si  troverà  per  i valori 
delle  sopraddette  somme 

2m(yvz  —zvy)—p2m(y'-k-z')  = \p, 

2m(zvx — xvi  ) = q 2m  (tf’-f-z*)  = Bg  , 

2 m ( xvy  — yvx  ) = r 2 m (x%  -h  t/*)  = O , 

'Queste  somme  o valori  corrispondenti,  essendo  nulle  le  forze  mo- 
trici nel  sistema,  resterebbero  costantemente  le  stesse,  se  gli  assi 
coordinali  OX,  OY,  OZ  fossero  fissi:  ma  movendosi  questi  insie- 
me col  sistema,  non  saranno  costanti  quelle  somme  o valori,  ma 
sarà  costante  (396)  la  somma  dei  loro  quadrati,  cioè  sarà  costan- 
te il  trinomio  A’p’-f-BV/'-i-CV,  e rappresenterà  il  quadrato 
del  momento  invariabile  della  coppia  risultante  di  tutte  le  quantità 
di  moto  ond'è  animato  il  solido  a un  istante  qualunque:  cbiaman- 
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do  k il  momento  della  coppia  risultante  che  deve  giacere  in  non 
piimo  invariabile,  avremo 

Ay-f-BY+CV  = f; 

ed  è questa  appunto  l’equazione  (3)  trovala  in  altro  modo  nel  nu- 
mero precedente,  della  quale  conosciamo  adesso  compiutamente  il 
significato. 

Per  maggior  semplicità  prendiamo  gli  assi  Gssi  OX',  OY',  OZr~ 
(lig.  183®  ) in  modo  che  OZ'  coincida  coll’asse  invariabile  della 
coppia  risultante  o del  suo  momento  k : poiché  le  tre  coppie  com- 
ponenti o i loro  momenti  Ap,  %,  Cr  possono  rappresentarsi  con 
rette  proporzionali  prese  sopra  i rispettivi  assi  mobili  OX,  OY,  OZ, 
e poiché  anche  la  coppia  risultante  o il  suo  momento  si  rappre- 
senta con  una  rollai  A,  presa  sopra  l’asse  corrispondente;  perciò 
(29)  sussisteranno  le  tre  relazioni 

cosZ'OX=  -y~  , cosZ'OY  = -5jn-  , cosZ'OZ  = . 

le  quali  mediante  i valori  dei  coseni  già  trovali  nel  numero  (430) 
divengono 


sen 


0sen?=-^- 


sen  Qcos  y = 


h. 

k 


cos  6= 


Cr 

~F 


» 


Esse  si  riducono  alle  due  forinole 

. Ap  D Cr 

tang?=  ,cos0=-j-  ; 

e queste  formolo  ci  fanno  conoscere  gli  angoli  <p,  0 in  funzione  di 
j>,  q , r,  e per  conseguenza  in  funzione  del  tempo  (. 
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Quanto  all'angolo  si  elimini  la  derivata-^-  dalie  due  prime 
equazioni  (u)T"‘)  del  numero  (430):  troveremo 

psenf-f-9C08<p=sene  ; 


, ed  avendosi  se»  5 = -r~-~ò  , cos  9 = ■ ^ , , si  avrà  per  conse- 
T k sen  9 T kseaO  r 

guenza 

« d'I' 

=*"9Ti  • 

Onde,  attesi  (432)  i valori  Ap’-+-B</*=A — Cr*,  sen'0=l— cos’fl 
QYi  Cifl 

= 1 — -p-  — — p , conseguiremo  in  fine  l’ equazione 

differenziale 


Ap’-hB?1 
k sentì 


d(j/= 


Ap‘-+-  B./’ 
kàèifQ 


dt  ~ 


k{h—  Cr') 
Jf-Cr*  ' 


dt 


e se  in  questa  equazione  si  ponga  prima  il  valore  deli’incremento 
dt  trovato  già  nel  numero  precedente,  e si  faccia  quindi  l’integni- 
zione  che  si  riduce  generalmeute  alle  funzioni  ellittiche,  risulterà 
l'angolo  espresso  in  funzione  di  r,  e perciò  anche  in  funzione 
del  tempo  t.  Le  due  quantità  costanti  k ed  h si  determinano  col- 
le due  equazioni  (3)  e (2),  conosciuto'  che  sia  io  stato  iniziale 
del  solido,  cioè  la  sua  posizione  iniziale,  e le  velocità  parimenti 
iniziali  0 le  forze  istantanee  onde  queste  sono  state  prodotte. 

434.  Altane  proprietà  del  movimento  nel  m ed  colmo 
cono.  Prima  di  tutto  notiamo  che  il  principio  delle  forze  vive,  di- 
mostrato nei  numero  (397),  vate  ancora  per  un  sistema  mobile  in- 
torno a un  punto  fìsso,  non  entrando  per  nulla  nel  risultato  la 
forza  che  proviene  dal  medesimo  punto  fisso:  di  più  nel  caso  at- 
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tuale,  in  cui  le  forzo  motrici  sono  nulle  o si  equilibrano  tra  lo- 
ro ad  ogni  istante  attorno  al  punto  fisso,  la  somma  delle  forzo  vi- 
ve di  tutti  i punti  del  solido  sarà  costante  (398),  ed  uguale  ap- 
punto alla  quantità  h trovata  nel  numero  (432).  Infatti  la  somma 
delle  forze  vive  di  tutti  i punti  del  corpo  è 2 (me*);  ed  attese  le 
espressioni  delle  componenti  rettangolari  (427)  della  velocità  e, 
si  avrà 


2 (me*)  = 2m[[qz  — ry)'  + [rx — pz)’  + {py  — qx )*  ] 

• • t 

=p*  2 m [y*  -f- z’)  •+•  q* 2m  (x*  -+- **)  -+-  r*  2 m (x*  y') 

—2  qr  Z[myz)  — 2 rp  2 (mari)  — 2 pq  2 (mxy) . 

Quindi  siccome  in  questo  ultimo  membro  le  prime  tre  somme 
rappresentano  (429)  i momenti  principali  d'inerzia  rispetto  agli  as- 
si OX,  OY,  OZ,  e le  altre  tre  somme  o momenti  complessi  sono 
nulli;  perciò  la  somma  delle  forze  vive  si  ridurrà  alla  espressione 


2 (me*) = Ap’  -+-  Bg*  -t-  Cr* . 


Ora  nel  caso  nostro  questa  espressione  è costante  ed  ò appunto 
quella  quantità  che  abbiamo  dinotala  con  h nel  citato  numero  (432); 
sarà  dunque  2 (mv')  = Ap*  -+-  Bqr*  -f-  Cr*  = A . 

Ciò  posto,  abbiamo  già  veduto  (433)  che  i coseni  degli  angoli 
fatti  dall'asse  della  coppia  risultante  a un  istante  qualunque  cogli 
assi  principali  d'inerzia  OX,  OY,  OZ,  si  esprimono  coi  rispettivi 

rapporti  ; salpiamo  inoltre  (431)  che  i coseni  degli 

angoli  formati  rispettivamente  coi  medesimi  assi  principali  dall'asse 

istantaneo  di  rotazione,  sono  ■.  ...  ? , .:..====.  , -tv  ^ ==  , 

vy-+-?’H~r*  \Zp'-hq'-hr' 

i : sarà  dunque  (31.  3°.) 


vV +?’- 
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A p*-b  O*  h 

Vp’+^+r'  k(,> 

il  coseno  dell'angolo  contenuto  dall'asse  della  ooppia  risultante  e 
dall’asse  istantaneo:  moltiplicando  per  questo  coseno  la  velocità  an- 
golare w del  solido  intorno  all’asse  istantaneo,  avremo  la  compo- 
nente y di  una  tale  velocità  relativamente  all’asse  della  coppia  ri- 
sultante; dunque  la  componente  della  velocità  angolare  istantanea 
rispetto  all’asse  della  coppia  risultante , è ma  quantità  costante; 
ed  equivale  alla  somma  delle  forse  vive  di  lutti  i punti  del  solido , 
divisa  per  il  momento  della  medesima  coppia  risultante. 

435.  Oltre  a ciò,  l'ellissoide  centrale,  i cui  assi  coincidono  con 
quelli  delle  coordinale,  ha  per  equazione  (410) 

(5)  \x'  -+-  Bt/*  -4-  Ci*  = 1 ; 

e l’asse  istantaneo  viene  rappresentalo  (431)  dalle  duo  equazioni 


1, 


considerando  come  identiche  le  variabili  x,  y , i di  questo  due  e- 
quazioni  e di  quella  prima,  avremo  (434) 


r*  = (Ap*  -+-  Bg*  -f-  Cr‘)  j'  = Az’ ; 


« quindi 


<6) 


i= 


JL  ,y  = -L 
Vh'V  t/ò 


JL 


saranno  le  coordinate  del  punto,  dove  l’asse  istantaneo  incontra  la 
superficie  dell’ellissoide  centrale. 
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Ciò  premesso,  immaginiamo  condotto  uu  piano  tangente  e una 
normale  nel  punto  in  cui  l’asse  istantaneo  interseca  la  superfìcie 
della  ellissoide  centrale  che  è rappresentata  dalla  prima  equazio- 
ne: giusta  le  formolo  del  numero  (72),  essendo 

kx Bt/_ 

y/AV+BV+C V ’ t/AV+BY+C ‘a’  ’ 


Ai 

V/'  AV+  tìy-+-  CV 

1 coseni  degli  angoli  che  cogli  assi  coordinati  fa  la  normale  in  un 
punto  qualunque  alla  superfìcie  della  ellissoide,  rispetto  al  punto 
d'incontro  dell’asse  istantaneo  colla  medesima  superfìcie  (attesi  ì 
■valori  precedenti  delle  rispettive  coordinale  ed  avuto  riguardo  al- 

la  forinola  A’p’-hBy  saranno--,  , i 

valori  dei  coseni  degli  angoli  che  la  normale  forma  pure  cogli  as- 
si coordinati:  ma  tali  sono  anche  (433)  i valori  dei  coseni  degli 
angoli  che  forma  rispetti varneu le  coi  medesimi  assi  coordinali  fa- 
se della  coppia  risultante;  dunque  si  confondono  insieme,  o sono 
paralleli  tra  loro,  l’asse  della  coppia  risultante  e la  sopraddetta 
normale.  Con  ciò  va  congiunta  l’una  o fai  tra  delle  due  proposizio- 
ni seguenti:  il  piano  tangente  la  superficie  dell'ellissoide  centrale 
nel  punto,  dove  la  superficie  viene  intersecala  daWasse  istantaneo 
di  rotazione , è perpendicolare  all'asse  ovvero  parallelo  al  piano 
della  coppia  risultante,  e perciò  ha  come  questo  ma  direzione  in- 
variabile; ed  anche  se  si  conduce  all’ellissoide  centrale  un  piano 
tangente  parallelo  al  piano  della  coppia  risultante,  il  raggio  con- 
dotto dal  centro  0 al  punto  di  contatto  sarà  l'asse  istantaneo  di  ro- 
tazione. 

436.  Prendiamo  ora  due  formolo  dal  Calcolo  differenziale  e dal- 
la Geometria  analitica:  la  prima  è che  rappresentando  f[x , y,  z) 
=3  Cosi,  una  superfìcie  curva,  il  piano  tangente  una  tale  superficie 
nel  punto  (x,  y,  z)  ha  per  equazione 
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* i x-*)  !-+<*-»)  $-+(*-’>  £=«• 

dove  eoo  X,  Y,  Z vengono  espresso  lo  coordinate  di  un  punto  qua- 
lunque del  piano;  l’altra  forinola  è che  rappresentando  Z=mX-f-«Y 
-+-/  una  superficie  piana,  la  lunghezza  della  perpendicolare  P,  ab- 
bassata da  un  dato  punto  (»„  xn  *,,)  sopra  il  piano,  si  ottiene  quan- 
to al  valore  numerico  dal  rapporto 

p = f-j-ws.-t-ny,  — z, 

\/  1-f-  m’-f-  n* 

A norma  della  prima  di  queste  formolo,  il  piano  tangente  la 
superficie  dell’ellissoide  ceulrale  rappresentala  dalla  equazione  (5)  < 
nei  punto  dove  la  superficie  è incontrata  dall’asse  istantaneo  e che 
noi  chiameremo  polo  istantaneo  di  rotazione , avrà  per  equazione 
Aa:(X — a;)4-By(Y — y)-+-Cz(Z — *)=0,  ossia 


A xX  By  Y + Ci  Z = 1 ; 

la  quale,  attesi  i valori  (6)  delle  coordinate  del  punto  di  contatto  * 
si  ridurrà  poi  alla  forma  ApX  4-  Bi/Y 4-CrZ= t/A , ossia 


Z = 


VT 
C T 


APv  il  V 
Cr  Cr  * 


quindi  a norma  della  seconda  formula,  la  lunghezza  della  perpendi- 
colare Pr  abbassala  dal  centro  o dalla  origine  0 sopra  il  medesimo 
piano  taogente,  sarà  una  quantità  costante  ed  avrà  per  valore  (432) 

A vi 

\J  A’p*+  By-f-CV  k 

Ne  segue  che  il  piano  tangente  all'ellissoide  centrale  nel  nolo  islan- 
ueteo  di  rotazione,  non  solo  è parallelo  come  abbiamo  delio  nel 
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numero  precedente  al  piano  fisso  della  coppia  risultante  ed  ha  per- 
ciò una  direzione  invariabile,  ma  di  più  è anche  esso  fìsso  ed  im- 
mobile nello  spazio:  ciò  vuol  dire  che  rivolgendosi  l’ellissoide  cen- 
trale insieme  col  corpo  solido  intorno  al  punto  fìsso  0,  la  sua  su- 
perficie nei  successivi  istanti  si  applica  al  predetto  piano  fisso  e lo 
tocca  eonlinuamente  con  un  suo  punto  sempre  diverso;  i successi- 
vi punti  di  contatto  nou  sono  se  non  il  polo  istantaneo  di  rotazio- 
ne, il  quale  per  conseguenza  si  moverà  senza  punto  strisciare  sul 
piano  fisso.  Di  che  apparisce  manifesta  ad  ognuno  la  verità  della 
proposizione  seguente,  la  quale  è dovuta  come  le  proposizioni  pre- 
cedenti al  sig.  Poinsot:  ? ellissoide  centrale  rimane  sempre  tangente 

V/À 


al  piano  condotto  ad  una  distanza  = 


dalla  origine , parallela- 


mente a quella  della  coppia  risultante ; il  punto  di  contatto  è il  po- 
lo istantaneo  di  rotazione,  e si  muove  sema  stmciare  sopra  il  pia- 
no fisso. 

La  velocità  angolare  di  rotazione  è poi  proporzionale  al  rag- 
gio Il  della  ellissoide  intorno  al  quale  si  effettua  istantaneamente 
la  rotazione , cioè  al  raggio  che  dal  centro  va  al  polo  istantaneo 
sulla  superficie  dell'ellissoide.  Infatti  le  formolo  (6)  del  numero  pre- 
cedente ci  danno  h ( x* -h y’ -f- z*  ) =pl  ; on- 

de si  avrà  w=y/x’  -+-t/’  -t-z’  v/X=R  v'/T,  essendo  appunto 
vV-+-j /’-f-i*  l'espressione  de!  raggio  della  ellissoide  centrale  che 
va  al  punto  di  contatto  col  piano  fìsso. 

437.  Doppio  movimento  «Il  un  «olldo  libero.  Spesso  av- 
vieno  che  i corpi,  i quali  si  muovono  da  luogo  a luogo  nello  spa- 
zio, oltre  al  moto  di  traslazione  ne  hanno  anche  uno  di  rotazione: 
se  i corpi  sono  perfettamente  liberi,  questo  doppio  movimento  si 
determina  nei  casi  generali  colle  formolo  (c,  e')  stabilite  al  num. 
(394)  ; qui  vogliamo  considerare  un  caso  particolare,  quando  cioè 
il  movimento  di  rotazione  avviene  come  intorno  a un  asse  fìsso, 
ed  ecco  la  proposizione  che  vogliamo  dimostrare.  Il  doppio  molo 
iniziale  di  traslazione  e di  rotazione  che  prende  nello  spazio  un 
eorpo  solido  e libero , ha  origine  da  ciò  che  l’impulso  della  forza 
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istantanea  non  è diretto  c non  passa  pel  centro  di  gravità:  di 
più  i due  movimenti  si  possono  intendere  in  modo , che  il  traslc- 
lorio  sia  generato  dalla  fona  istantanea  trasferita  parallelamen- 
te a sè  stessa  nel  centro,  e l' altro  sia  di  rotazione  intorno  al  cen- 
tro di  gravità  come  intorno  a un  punto  fisso  e generato  dalla  me- 
desima forza. 

Infatti,  sia  ABD  (lig.  181»  ) la  sezione  dei  corpo  fatta  con  un 
piano  che  passa  pel  centro  di  gravità  G,  e lungo  la  direzione  del- 
la forza  impressa  HH':  sopra  HH'  conduciamo  per  G il  perpendi- 
colo AGH,  prendiamo  GK  = GH,  dividiamo  in  due  parti  uguali 
1111'  in  H",  o applichiamo  in  K due  forze  KK\  KK"  contrarie 
di  senso  ina  parallele  e uguali  ad  HH".  Invece  dell'unica  forza 
HH'  è evidente  che  possiamo  sostituire  le  quattro  H"H',  KK', 
HH",  KK":  ora  lo  due  H"H',  KK'  hanno  per  risultante  GG\  che 
passa  pel  centro  di  gravità,  ed  è uguale  e parallela  alla  forza  im- 
pressa HH';  esse  dunque  generano  il  moto  traslatorio  del  corpo. 
La  ragione  è manifesta:  perchè  come  la  forza  HH'  trasportata  nel 
centro  e rappresentata  da  GG',  si  potrebbe  risolvere  in  più  forze 
tutte  uguali  e parallele  applicale  a ciascun  punto  del  corpo  o ad 
altrettanti  elementi  uguali,  c queste  produrrebbero  il  moto  trasla- 
torio del  corpo;  così  la  stessa  forza  che  è la  risultante  di  queste, 
comunica  una  velocità  uguale  c parallela  a tutti  i punti  del  cor- 
po, i quali  prenderanno  perciò  un  movimento  comune  di  traslazio- 
ne. Le  altre  due  forze  poi  I1H",  KK"  siccome  sono  uguali,  con- 
trarie e parallele,  non  valgono  a spostare  il  centro  di  gravità,  e 
non  fanno  altro  che  produrre  una  rotazione  del  corpo  intorno  al 
centro  medesimo  come  intorno  a un  punto  tisso,  e nei  senso  della 
forza  applicata:  di  più  il  momento  con  cui  lo  dette  forze  geuerano  il 
molo  di  rotazione,  si  esprime  (54)  colla  somma  HH".  GH-f-KK''.GK 
= ( HH"-t-KK")  GH  = HH'.  GH,  che  è il  momento  della  forza 
impellente  HH'  riferito  al  centro  di  gravità.  £ dunque  vera  la 
proposizione  enunciata;  e lo  è anche  nel  caso  che  le  diverse  par- 
ti del  corpo  ricevano  a un  tempo  diversi  impulsi,  perchè  allora  il 
moto  traslatorio  e rotatorio  del  corpo  risulta  dalle  traslazioni  e ro- 
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tazioni  parziali  che  sono  dovute  alle  diverse  forze  e impulsi  istan- 
tanei. 

La  medesima  proposizione  è ugualmente  vera,  trattandosi  di  for- 
ze continue.  Infatti  per  ogni  istante  qualunque  di  tempo  il  corpo  è 
allora  sollecitato  da  forze  istantanee  corrispondenti  al  moto  già 
concepito,  c da  forze  continue  che  agiscono  sopra  di  esso  al  principio 
di  tempi  elementari  infinitesimi,  e che  perciò  si  possono  in  questi 
tempi  considerare  ancor  esse  come  istantanee:  è chiaro  che  i due  si- 
stemi di  forze  per  ciascun  elemento  di  tempo  generano  sul  corpo  i due 
movimenti,  che  abbiamo  detto;  conseguentemente  un  corpo  solleci- 
tato da  forze  continue  si  muove  nello  spazio,  come  se  tutte  le  forze 
applicate  alla  sua  massa  raccolta  nel  centro  di  gravità  producessero 
in  lui  il  moto  di  traslazione  per  una  curva,  e le  stesse  forze 
applicale  ai  punti  proprii  di  ciascuna  producessero  quello  di  ro- 
tazione intorno  al  centro  di  gravità  riguardato  come  un  punto 
fisso.  E da  notare  peraltro  che  se  le  forze  continue  dipendono 
dalla  posizione  dei  punti  di  applicazione,  i due  moli  di  trasla- 
zione e di  rotazione  non  si  potranno  calcolare  separatamente,  per 
la  ragione  appunto  che  essi  in  tale  ipotesi  sono  dipendenti  l'uno 
•Alali’ altro:  lo  si  potrà  però  tutte  le  volle  che  le  forze  continue 
abbiano  una  direzione  e una  intensità  costante,  come  avviene  per 
es.  nel  caso  della  gravità. 

Il  moto  di  traslazione  di  un  corpo  si  determina  eolio  formolo 
(o)  del  numero  (394),  e meglio  con  quelle  (e")  del  numero  (395) 
le  quali  si  riferiscono  alla  massa  del  corpo  condensala  tutta  nel 
ceutro  di  gravità:  il  molo  poi  di  rotazione  intorno  al  medesimo 
centro,  preso  per  origine  delle  coordinate  e riguardato  come  un 
punto  fisso,  si  determina  colle  formole  (t>'j  o meglio  colle  formo- 
lo stabilite  nel  paragrafo  presente.  Peraltro  quando  la  retta  o l'as- 
se, intorno  al  quale  incomincia  a farsi  la  rotazione,  non  muta  di 
posizione,  ma  è trasportato  insieme  col  corpo  nello  spazio  sempre 
parallelo  a sè  stesso;  allora  la  rotazione  avviene  come  intorno  a 
un  asse  fisso  condótto  pel  centro  di  gravità,  e un  tal  moto  si  può 
determinare  mediante  V unica  formoja  (io)  stabilita  al  numero 
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(417).  Soggiungiamo  al  solito  alcuni  problemi  su  quest’  ultimo 
caso,  e così  chiudiamo  la  seconda  parte  della  Meccanica. 

438.  Problema  I.  Determinare  il  movimento  di  una  ellissoide 
libera , pesante  ed  omogenea , la  quale  riceva  istantaneamente  un 
impulso  diretto  nel  piano  di  una  delle  sue  sezioni  principali. 

Il  moto  di  traslazione  del  solido  si  effettua,  come  se  tutta  la 
sua  massa  fosse  condensata  nel  centro  di  gravità,  e in  questo  pun- 
to fossero  trasportate  parallelamente  a sè  stesse  si  la  forza  istantanea 
iniziale,  e sì  le  forze  continue  di  gravità  che  sollecitano  le  molo- 
cole  del  corpo:  ora  per  l’applicazione  di  queste  forze,  il  centro  di 
gravità  descrive  nello  spazio  una  parabola,  tangente  alla  direziono 
delia  sua  velocità  iniziale,  e che  si  potrà  determinare  come  nel  ca- 
so di  un  punto  pesante  libero,  quando  si  conosca  il  valore  di  que- 
sta stessa  velocità.  Chiamando  F la  forza  istantanea  o la  quantità  di 
moto  che  la  misura,  M la  massa  dell’ellissoide,  V la  velocità  inizia- 
le del  suo  centro  di  gravità,  avremo  (13)  l’equazione  VM=F;e 
quindi  la  velocità  iniziale  del  centro,  la  quale  deve  avere  una  di- 
rezione parallela  a quella  della  forza  d’impulso  o di  percossa,  sarà 
F 

in  valore  V = -rj-  . 

M 

11  moto  di  rotazione  del  solido,  per  l’azione  di  tutte  le  forze  ap- 
plicate nei  punti  proprii  di  ciascuna,  si  effettua  intorno  al  centro  di 
gravità  come  se  questo  fosse  un  punto  fìsso:  ma  poiché  nel  caso  no- 
stro le  forze  di  gravità  o i pesi  delle  molecole  de!  corpo  si  riducono 
a una  sola  forza  applicata  al  centro  stesso  di  gravità,  e non  hanno 
alcuna  influenza  sul  movimento  di  rotazione  intorno  a questo  punto; 
perciò  lulto  il  movimento  rotatorio  deH’ellissoidc  intorno  al  suo  cen- 
tro considerato  come  un  punto  fìsso,  sarà  dovuto  unicamente  alla 
forza  istantanea  o all’impulso  iniziale,  che  nel  problema  si  suppone 
diretto  nel  piano  di  una  sezione  principale,  per  es.  nel  piano  dei  dia- 
metri principali  o degli  assi  2 a,  2 b.  Essendo  cosi  diretta  la  forza 
istantanea,  unica  cagione  del  moto  rotatorio,  la  rotazione  della  ellis- 
soide intorno  al  suo  centro  si  farà  sempre  ugualmente  secondo  il 
piano  della  forza  medesima,  cioè  si  farà  con  molo  uniforme 
intorno  al  terzo  asse  2c,  11  quale  è perpendicolare  al  piano  del- 
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la  forza  e si  deve  considerare  come  fisso.  Onde  se  si  designa  con  I 
la  distanza  della  forza  d'impulso  dal  ceulro  della  ellissoide,  e con 
2(mr')  il  momento  d'inerzia  di  questo  solido  relativamente  all'as- 
se 2 c,  la  velocità  angolare  e la  velocità  di  rotazione  intorno  al  me- 
desimo asse,  ottenendosi  (418.  to')  per  il  rapporto  tra  il  momento 
della  forza  data  e il  momento  d'inerzia  della  ellissoide  rispetto  al- 

Fl 

l’asse  fisso,  si  esprimerà  colla  formola  w=  ~mrty  , ossia  (416) 

5F/ 

Questa  formola  se  alla  forza  F si  sostituisca  il  suo  valore  MV,  si  può 
anche  scrivere 


5 V/ 

w~  oM-ò*  ’ 

e per  tal  modo  ci  fa  conoscere  il  rapporto  tra  la  velocità  angolare 
dell'ellissoide  e la  velocità  iniziale  del  centro  di  gravità.  Mentre  il 
centro  di  gravità  si  trasporta  successivamente  da  luogo  a luogo  nel- 
lo spazio  per  una  curva  parabolica,  l'asse  di  rotazione  rimane  sem- 
pre parallelo  a sè  stesso;  e poiché  si  conosce  il  movimento  del  cen- 
tro, si  potrà  a ogni  istante  determinare  la  posizione  dell'asse  di  ro- 
tazione che  ò diviso  per  metà  dal  centro,  come  anche  la  posizione  di 
tutti  i punti  dell'ellissoide. 

439.  Problema  11.  Una  sfera  omogenea  di  massa  m è po- 
sta sopra  un  piano  orizzontale,  che  offre  al  moto  di  essa  un  certo 
grado  di  attrito.  A un  medesimo  istante  viene  comunicata  alla  sfe- 
ra una  velocità  v#  lungo  il  piano,  e nel  senso  opposto  una  velocità 
angolare  wQ  intorno  al  diametro  orizzontale  e perpendicolare  alla 
direzione  di  vt  : vogliamo  determinare  la  velocità  dei  due  movi- 
menti di  traslazione  e di  rotazione  alla  fine  di  un  tempo  qua- 
lunque t. 

Sia  li  il  coefliciente  d’attrito  che  si.  sviluppa  secondo  il  piauo 
orizzontale  ( lìg.  185. a ) nel  corpo  in  moto,  a il  raggio  della  sfe- 
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ra,  6 F angolo  che  descrive  questo  raggio,  ed  a;  lo  spazio  per- 
corso dal  centro  di  gravità  della  sfera  nel  tempo  t.  La  sfera  si 
muove  come  se  fosse  affatto  libera  e fosse  sollecitata  .{192 ) dalla  for- 
za costante  di  attrito  j my,  che  applicata  al  punto  A di  contatto 
tende  a diminuire  i due  movimenti  di  traslazione  e di  rotazione; 
di  più  il  diametro  che  è F asse  di  rotazione,  rimane  sempre  pa- 
rallelo a sè  stesso:  potremo  dunque  determinarli  separatamente, 
e il  molo  di  rotazione  si  farà  intorno  al  diametro  come  intorno  a un 
asse  fisso.  Pertanto  essendo  \unga  il  momento  della  forza  solleci- 

2 

tante  rispetto  al  diametro  o all'  asse  di  rotazione,  y ma'  il  mo- 

o 

mento  d’ inerzia  relativamente  allo  stesso  asse  (414.  3.®);  i due 
movimenti  della  sfera  dipendono  (395.  417)  dalle  due  equazioni 

d'x  d' 0 5 pu/ 

1F  —~*<J  ' lir~~~  ~ì~l  ’ 

o dagli  integrali  loro 

(1)  ~dt  ~v<>  — ^ ’ 

Per  mezzo  di  queste  due  formolo  si  determina  immediatamente  la 

dx  do 

velocità  del  centro,  e la  velocità  angolare  -jj-  della  sfera  in- 
torno allo  stesso  centro.  Ora  di  queste  due  velocità  che  vanno  ama- 
no a mano  diminuendo,  quella  che  è la  prima  a divenire  nulla, 
si  cangia  poi  in  negativa  e cresce  in  valore  assoluto:  in  fatti  al 
momento  in  che  una  velocità  si  annulla,  la  sfera  prosegue  ancora 
a muoversi  strisciando  sul  piano  orizzontale,  ed  ha  luogo  tutta- 
via F attrito  onde  si  generano  i due  moti  di  traslazione  e di  ro- 
tazione. Avverrà  dunque  necessariamente  che  dopo  un  certo  tem- 
po t , che  noi  dovremo  determinare  qui  appresso,  le  due  veloci- 
tà ed  a y-  , dalle  quali  è animato  il  punto  A di  contatto  pel 
dt  dt 

Voi.  IL  82 


w _ A IL, 

dt  ° 2 a 
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doppio  movimento  del  corpo,  riescano  uguali  e contrarie,  e sussi- 
sta l’uguaglianza 


dx 

Ift 


£=»• 


Al  punto  in  cui  si  avvera  questa  equazione,  cesserà  l’ attrito  di  pri- 
ma specie,  e la  sfera  camminerà  sul  piano  girando  sopra  sè  stessa  : 
il  suo  moto  sarà  poi  uniforme,. se  non  si  abbia  riguardo  all’ attrito 
cbe  essendo  di  seconda  specie  si  può  trascurare  (101)  nel  calcolo. 

Adesso  per  determinare  il  tempo,  trascorso  il  quale  la  sfera  non 
ha  che  l'unico  moto  di  rivolgimento  intorno  a sè  stessa,  basterà 

dx  do 

sostituire  nell'equazione  (2)  i valori  di  cavati  dall’e- 

quazione (\)  : avremo 


(3) 


2 **>0 
1 t*9 


Abbiamo  detto  innanzi  che  la  condizione  (2)  generalmente  par- 

dx  do 

landò  allora  si  verifica,  quando  una  delle  due  velocità 

è divenuta  negativa  passando  per  Io  zero,  e 1’  altra  restando  jk>- 
sitiva  tende  anch’  essa  a divenir  zero  : ne  segue  che  il  valore  di 
t-  dato  dalla  forinola  (3),  è compreso  tra  i due  valori 

/—  3 2 ah)p 

• — t * - w 

v-9  « ?g 


che  si  deducono  dalle  forinole  (1),  e corrispondono  alle  rispetti- 
ve condizioni  ~ = 0 , = 0 . Per  la  qual  cosa  se  abbiasi 

—2-  > , la  velocità  angolare  4r-  si  annullerà  prima  di 

Uff  ^ b m <tt  ' 

dx 

quella  dal  centro  -r-  ; e in  tal  caso  cessando  l' attrito  di  prima 


Dioitized  bv  Coorte 


ROTAZIONE  OH  SOLIDI  INTORNO  A UN  PUNTO  FISSO  339 

spedo,  il  moto  susseguente  di  rivoigimento  si  farà  nel  senso  del- 
la velocità  iniziale  vD  : al  contrario  se  è — < -I-  — , la 

dx 

velocità  che  si  annulla  per  prima  sarà  , o il  moto  di  rivo- 
luzione si  farà  dalla  parte  opposta  nel  senso  della  velocità  ango- 
lare a>.:  lilialmente  se  si  ha  — = aMs-,  si  annullano  con- 

M » u-<j 

temj)oraneamenlc  le  due  velocità-^-  , , e la  sfera  rimar- 

rà immobile  sopra  il  piano  senza  nè  pure  rivolgersi  e girare  so- 
pra sè  stessa. 

410.  ■"rollimi»  III.  Supponiamo  che  una  sfera  omogenea  m 
per  la  sola  azione  della  gravità  scorra  giù  per  la  lunghezza  d>  un 
piano  inclinato,  in  modo  che  o giri  intorno  a sè  stessa,  ovvero  che 
mentre  gira  vada  ancora  radendo  la  su:  erftcie  piana:  nel  primo 
caso  vogliamo  determinare  la  forza  di  attrito  che  impedisce  al- 
la sfera  di  strisciare  sul  piano,  nel  secondo  cerchiamo  quale  è 
il  suo  movimento. 

1.'  Per  risolvere  la  prima  questione,  chiamiamo  f la  forza  di 
attrito,  z l'inclinazione  del  piano  all'orizzonte,  a il  raggio  della 
sfera,  0 1'  angolo  descritto  dal  raggio  nel  tempo  t,  ed  x lo  spa- 
zio percorso  dal  centro  di  gravità.  La  forza  f è direttamente  con- 
traria al  moto  del  centro  di  gravità,  e tende  ad  aumentare  l’an- 
golo 0;  le  due  componenti  della  gravità  sono  mg  sena  ed  mucosa, 
e di  esse  una  è parallela,  l'altra  è perpendicolare  alla  lunghez- 
za del  piano  inclinato:  quindi  la  sfera  si  muove  come  se  fosse  li- 
bera e sollecitala  dalle  sole  forze  mg  sen  a , — f , applicate  rispet- 
tivamente al  centro  di  gravità  e al  punto  di  contatto  col  piano. 

2 ' 

Essendo  dunque  af , ma * il  momento  delle  forze  e quello 

d' inerzia  relativamente  al  diametro  orizzontale  di  rotazione  che 
rimane  sempre  parallelo  a sè  stesso,  le  due  equazioni  del  moto  sa- 
ranno (437.  395.  417) 
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d'x  f 

lr~  =9 seDa-  m 


£l=JL 

di ' ima 


Ora  se  la  sfera  sceode  pel  piano  inclinato  rivolgendosi  soltanto 
intorno  a sè  stessa  come  abbiamo  supposto,  converrà  che  sieno 

uguali  le  opposte  velocità  ed  a-^  , dallo  quali  per  il  doppia 

moto  di  traslazione  e di  rotazione  è animato  il  punto  di  contatto  r 
sussisterà  dunque  la  condizione 


d'x  _ d'Q 
di'  ~~  0 di' 


ossia 


i/sena  — 


1=1L 

m im 


e da  questa  si  ottiene  la  forza  cercata  di  attrito 


, ima  sen  a 2 tang  i 
[=  — ^ ^ mg  cosa. 


Se  il  coefficiente  dell'  attrito  tra  la  superfìcie  della  sfera  c il  piano  è 

più  grande  di  - tai^ 1 , lo  scendere  della  sfera  si  farà  tuttavia 

rotando,  ma  non  radendo  e strisciando  sul  piano;  se  poi  è più  pic- 
colo, scenderà  la  sfera  rotando  insieme  e strisciando  sul  piano. 

2.°  Per  determinare  poi  il  movimento  della  sfera  in  questo  se- 
condo caso,  rappresentiamo  con  [x  il  coefficiente  dell’ attrito,  cosicché 
j mg  cos  a ne  dinoti  la  forza  : le  due  equazioni  del  moto  saranno,  al- 
lo stesso  modo  del  caso  precedente, 


d'x  d'Q  5 

— = </ sena- P</ cosa,  ir=T  - 


P-g  cosi 
a 


1 primi  integrali  danno  la  velocità  del  centro  e la  velocità  di  ro- 
tazione, vale  a dire 


CkZ/ 

— = g[  sena  — i*COSa)f 


do  5 ftj/cosa  , 

di  ~ 2 • a 
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i secondi  poi  somministrano  lo  spazio  percorso  del  centro,  e la 
posizione  della  sfera  mobile  ossia  l'angolo  descritto  dal  suo  raggio, 

1 , w,  . 5 ufl  COS  a , 

x = g-ff(sen a — (icosa)t  , 0=-j-,  — t . 

« 

di 

Quindi  si  può  anche  calcolare  la  velocità  acquistata  , e lo 

spazio  l percorso  dalla  sfera,  avuto  riguardo  al  solo  moto  onde 
la  medesima  sfera  striscia  sulla  superficie  del  piano  inclinato:  in- 
fatti attese  le  forinole  ora  trovate,  abbiamo 

di  dx  dO  . 1 , 

Sf—  W ~ aW~ 0(sen*—  J 


•e  conseguentemente 


t. 


1 
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CAPO  I. 

EQUILIBRIO  DEI  FLUIDI  IN  GENERALE 

441.  Corpi  fluidi,  liquidi  o riatdlri.  Chiamiamo  fluidi  quei 
corpi  le  cui  molecole  benché  poste  fra  loro  a sensibile  contatto, 
sono  indipendenti  le  une  dalle  altre  e libere  da  ogui  forza  di  coe- 
sione, sicché  a ogni  minimo  impulso  possono  muoversi  senza  al- 
cuna resistenza  e se  [tararsi  scambievolmente  le  une  dalle  altre.  E 
vero  che  in  natura  nou  esistono  corpi  allo  stato  di  perfetta  flui- 
dità, ossia  non  esistono  fluidi  senza  una  qualche  coesione  o an- 
che senza  un  qualche  attrito  tra  le  loro  molecole:  siccome  però 
questa  forza  generalmente  è tanto  poca  cosa  che,  eccettuati  alcu- 
ni fluidi,  riesce  in  tutti  gli  altri  appena  sensibile,  il  supporla  nul- 
la che  noi  facciamo,  ci  gioverà  a determinare  piò  facilmente  le 
leggi  del  loro  equilibrio,  o ad  applicarle  poi  senza  errore  notabi- 
le ai  medesimi  fluidi  quali  sono  in  natura:  l'errore  che  proviene 
dal  trascurare  ogni  coesione  ed  attrito,  potrebbe  essere  considere- 
vole solo  nel  caso  di  un  fluido  in  movimento. 

I fluidi  si  distinguono  in  liquidi,  e in  elastici  o gassosi:  i li- 
quidi, come  l’acqua,  il  mercurio,  ec.  che  furono  anche  detti  in- 
compressibili, sono  quelli  che  di  fatto  non  si  contraggono  sensibil- 
mente, e che  sottomessi  alle  forze  ordinarie  di  compressione  non 
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cangiano  di  volume  e di  densità:  i fluidi  elastici , come  l’aria  c i 
gas,  sono  anche  detti  fluidi  aeriformi;  si  riguardano  come  dota- 
ti di  una  elasticità  perfetta,  si  comprimono  facilmente,  e rimos- 
sa la  forza  di  compressione  tornano  ad  espandersi  e dilatarsi. 

442.  Pressione  Idrostatico:  uguaglianza  di  pressione, 
e di  trasmissione  nei  fluidi.  Dimostra  l’esperienza  che  una 
pressione  esercitala  perpendicolarmente  sulla  superficie  libera  di  un 
fluido  chiuso  in  un  vaso  e in  equilibrio,  si  trasmette  ugualmente 
attraverso  il  fluido  per  lutti  i sensi.  Ciò  vuol  dire  due  cose;  la 
prima  è che  una  tal  pressione  è proporzionale  all’ampiezza  delle 
superficie  piane  che  si  considerano  prese  sullo  pareti  o sul  [fondo 
del  vaso,  oppure  che  s’immaginano  condotte  per  un  punto  qualunque 
della  massa  fluida;  l’altra  è che  non  badando  alle  forze  intrinse- 
che della  massa  fluida  (tali  sarebbero  il  peso  o l’elasticità  delle 
molecole),  un’area  piana  che  passi  per  un  dato  punto  del  fluido 
in  equilibrio,  qualunque  sia  la  sua  posizione,  è sottomessa  sem- 
pre a una  uguale  pressione;  avuto  poi  riguardo  alle  forze  interne 
del  fluido,  quell’area  soggiace  da  per  tutto  alla  stessa  pres- 
sione purché  essa  sia  infinitamente  piccola.  Questo  è il  principio 
delf  uguaglia  tza  di  pressione  in  tulli  i sensi  intorno  a un  punto 
qualunque  di  una  massa  fluida  in  equilibrio. 

In  una  massa  fluida  sottomessa  a qualsiasi  forza  e in  equilibrio', 
la  pressione  totale  ne’  diversi  suoi  punti  risulta  dalla  pressione  e- 
sterna  esercitala  sopra  la  sua  superficie,  e dalle  forze  motrici  in- 
terne che  animano  Io  sue  molecote:  la  pressione  dunque,  la  qua- 
le è sempro  normale  alla  superfìcie  su  cui  si  esercita,  general- 
mente parlando  varia  da  un  punto  a un  altro,  e non  può  ritener- 
si come  costante  se  non  per  una  estensione  infinitamente  piccola. 
Ora  quando  si  ha  da  determinare  la  pressione  in  un  dato  pun- 
to di  una  massa  fluida  in  equilibrio,  si  suole  considerare  la  pres- 
sione esercitata  in  quel  punto  contro  una  superficie  piana  infini- 
tesima, e riferirla  poi  all’unità  di  superficie.  Rappresentando  dun- 
que con  o>  la  pressione  contro  l’area  infinitesima  i nel  dato  pun- 
to della  massa  fluida  in  equilibrio,  e con  p la  pressione  a cui 
soggiace  l’unità  di  superficie  presa  sul  piano  dell’area  infinitesi- 
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ran  a,  come  se  ciascun  elemento  di  quella  sostenesse  la  medesima 
pressione  «,  avremo  M—po r.  la  quantità/)  è detta  la  pressione  i- 
drostalica  nel  dato  punto  della  massa  fluida,  e riferita  all’unllà  di 
superficie;  il  prodotto  poi  di  questa  pressione  per  l'area  infinitesi- 
ma a,  è la  pressione  a cui  soggiace  quest’area  stessa  infinitesima. 

443.  Eqnazlonl  generali  dell'  equilibrio  del  fluidi.  Den- 
tro una  massa  fluida  m,  sollecitata  da  forze  di  qualsiasi  numero  e 
specie,  consideriamo  un  punto  qualunque  A (fig.  186»  ) ; x,  y,  z 
sieno  le  sue  coordinate  ortogonali:  sia  p la  densità  del  fluido  in  tal 
punto;  X,  Y,  Z sieno  le  componenti  della  forza  acceleratriee  <p,  ri- 
spettivamente parallele  agli  assi  coordinati;  finalmente  sia  AB'  ud 
elemento  infinitesimo  della  massa  fluida,  per  es.  un  parallelepipedo 
rettangolo  che  abbia  gli  incrementi  infinitesimi  dx,  dy,  di  per  la- 
ti intorno  a un  suo  vertice.  Ammettendo  che  la  densità  e la  for- 
za acceleratriee  rimangano  costanti  per  tutti  i punti  deirelemento 
AB',  potremo  risguardare  le  forze  motrici  che  internamente  solle- 
citano il  parallelepipedo  elementare  nelle  direzioni  parallele  agli 
assi,  come  applicate  al  suo  centro  di  gravità:  esse  dunque  si  e- 
gprimeranno  (259)  con 

X dm  , Y dm,  1 dm, 

ovvero  (99)  con 

(1)  pX  dx  dy  di , pY  dx  dy  di , pZ  dx  dy  di . 

Quanto  alle  pressioni  esterne  esercitate  dagli  strati  circostanti 
della  massa  fluida  sul  parallelepipedo  elementare,  chiamiamo  p la 
pressione  idrostatica  nel  punto  (a:,  y,  i)  riferita  all’unità  di  super- 
ficie: in  forza  del  principio  d’uguaglianza  di  pressione,  la  quan- 
tità p rimane  la  stessa  qualunque  sia  la  posizione  della  piccola 
arca  condotta  pel  punto  (x,  y,  i);  dunque  le  pressioni  normalmen- 
te dirette  contro  le  facce  del  parallelepipedo  AB'  più  vicine  ai  pia- 
ni coordinati  YOZ,  XOZ,  XOY,  e rispettivamente  parallele  agli  as- 
si corrispondenti,  sono  (442) 
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(2)  pdydz,  pdxdz,  pdxdy. 

Olire  a ciò,  siccome  la  quantità  p varia  generalmente  parlando 
da  un  punto  a un  altro  della  massa  fluida,  ed  è funzione  delle  coor- 
dinate x , y , a;  perciò  (LXXVI)  nel  punto  A',  ossia  [x-h-dx,  y,  z), 
essa  diviene  p-\-dxp , c nei  punii  (x,  y-+-dy , z),  (x,  y,  z-hdz) 
diviene  rispettivamente  p + dyp,  p-+-d*p.  Quindi  è che  le  pres- 
sioni normali  contro  le  facce  del  parallelepipedo  opposte  a quelle 
che  abbiamo  considerale  poc'anzi,  si  cspimeranno  con 

(3)  — (p  -j-  dxp)  dydi  , — (p-H  dyp)  dx  dz , — (p  d*p)  dx  dy. 

Riflettendo  adesso  che  ciascuna  faccia  del  l’elemento  AB'  può  ri- 
guardarsi come  premuta  uniformemente;  che  le  forze  (2)  e (3)  si 
possono  perciò  immaginare  applicale  al  centro  di  gravità  della 
faccia  corrispondente,  e che  esse  sono  direttamente  opposte  tra  lo- 
ro a due  a due,  ne  conchiudiamo  che  le  pressioni  tutte,  a 
cui  è sottomesso  il  parallelepipedo  AB',  si  riducono  alle  tre  for- 
ze 

(4)  — dxp  dy  dz , — dypdxdz , — dzpdxdy, 

parallele  ai  rispettivi  assi  coordinali  e dirette  al  centro  del  j>a- 
rallelepipedo  medesimo. 

Pertanto  in  una  massa  fluida  m,  un  elemento  dm,  o uu  paral- 
lelepipedo elementare  AB',  è internamente  sollecitato  delle  tre  for- 
ze (1),  e esternamente  dalle  tre  (4),  che  sono  si  le  une  come  le 
altre  rispettivamente  parallele  ai  tre  assi  rettangolari,  e si  pos- 
sono riguardare  come  applicate  al  centro  dello  stesso  paralle- 
lepipedo: ora  noi  sappiamo  (65)  che  la  condizione  necessaria  c 
sufficiente  all'equilibrio  di  un  sistema  di  forze  applicate  a un 
punto  libero,  è questa,  che  si  annullino  separatamente  le  som- 
me delle  proiezioni  delle  forze  su  tre  assi  ortogonali;  dunque  af- 
finchè ciascun  elemento  di  una  massa  fluida  e la  massa  intera 
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sia  in  equilibrio,  si  do\ ranno  verificare  le  tre  equazioni  seguenti 


da-p  = i iXdx  , di/p = jaY  dy , dtp  — ’/Ldi 
ovvero  le  tro 


(A) 


= pZ  ; 


le  quali  poi  si  riducono  (LXXVI)  all’unica 


(A')  dp  = tfX  dx  H-  Y dy  -+■  Z di)  . 

Tale  si  è la  forinola  che  in  un  fluido  qualunque  in  equilibrio  ci 
dà  il  cangiamento  di  pressione,  nel  passare  da  un  punto  (a;,  y,  z)  a 
un  altro  punto  infinitamente  vicino  ($-+-  dx,  y-\-dy,  z-\-dz)  , 
Siccome  poi  la  pressione  p è necessariamente  una  funzione  delle 
tre  coordinale  x,  y,  z;  dalla  medesima  formola  (A')  s’inferisce  che 
se  il  fluido  sta  in  equilibrio,  l’espressione  f*(Xdx+Ydi/+Zdz) 
dovrà  essere  il  differenziale  esatto  o totale  di  una  certa  funzio- 
ne delle  dette  coordinate,  la  quale  equivalga  alla  pressione  p,  ovve- 
ro differisca  da  questa  di  una  quantità  costante.  Ancora  è da  av- 
vertire che  se  il  fluido  è contenuto  in  un  vaso  chiuso  da  tutte  le 
parti,  abbastanza  forte  e riempiuto  esattamente,  il  valore  delia  pres- 
sione p dato  dalla  equazione  (A')  e relativo  alla  superficie  del  flui- 
do, qualunque  esso  sia,  equivarrà  costantemente  alla  reazione  delie 
pareti  del  vaso  : se  poi  il  fluido  non  si  contiene  in  un  vaso  chiuso 
per  ogni  verso  o non  lo  riempie  esattamente,  cioè  se  la  superfìcie 
del  fluido  è libera  e soggetta  alle  pressioni  esterne,  allora  per  1’  e- 
quiiibrio  sarà  necessario  che  il  valore  della  pressione  p,  qual  si  ri- 
cava dalla  formola  (A'j,  in  ciascun  punto  delia  superfìcie  libera  dei 
fluido  equivalga  alla  pressione  esterna  corrispondente,  la  quale  di 
più  dovrà  essere  diretta  verso  la  parte  interna  del  fluido  medesimo. 

444.  Superficie  di  livello.  In  una  massa  fluida  in  equilibrio 
quella  è detta  superficie  di  livello,  la  quale  in  tutti  i suoi  punti 
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è sottomessa  a una  medesima  pressione.  Sieno  x,  y,  z,  le  coordina- 
te di  un  punto  qualunque  di  una  superficie  di  livello,  o dx , dy , di, 
rappresentino  gli  incrementi  delle  coordinale,  quando  su  quella 
superfìcie  si  passa  da  un  punto  a un  altro  punto  infinitamente  vi- 
cino: la  pressione  p per  definizione  rimane  costante  per  lutti  i 
punti  di  quella  superficie,  e perciò  sussiste  la  condizione  dp— 0; 
dunque  in  forza  dell’equazione  generale  di  equilibrio  (A'),  varrà 
anche  1’  equazione  differenziale 

(A")  \dx -y-Y  dy-+-ldz=  0 , 

la  quale  rappresenta  tutte  le  superfìcie  di  livello.  Se  questa  equa- 
zione non  si  può  integrare  di  per  sò,  lo  si  potrà  dopo  averla  mol- 
tiplicata per  la  densità  /*;  per  la  ragione  che  nel  caso  di  equili- 
brio T espressione  ^{\dx-Y-\dy-+-ldz),  come  abbiamo  detto  nel 
numero  precedente,  dee  essere  un  difierenzialo  totale  o esatto  che 
nasca  dalla  differenziazione  di  una  funzione  delle  variabili  indi- 
pendenti x , y , z . Se  F (x,  y,  z)  rappresenti  una  tale  funzio- 
ne, sarà 


l’equazione  finita  di  tutte  le  superficie  di  livello,  le  quali  poi  si 
determinano  dando  alla  quantità  costante  e arbitraria  C tutti  i va- 
lori C, , C,  C,,  ....  de’ quali  è capace.  Ecco  quiudi  due  proprietà 
delle  superficie  di  livello. 

1.*  Ogni  tuper/ìcie  di  livello , cioè  sottomessa  in  tutti  i suoi  pun- 
ti a una  medesima  pressione,  non  può  avere  alcun  punto  comune 
colle  altre  superficie  di  livello.  Infatti  rappresentando  due  differen- 
ti superficie  di  livello  in  una  stessa  massa  fluida  celle  due  equa- 
zioni 

P(®,  Ih  *)=C,,  F(«,  jf,  z)  = Ct, 
a queste  non  si  soddisfa  cogli  stessi  valori  finiti  delle  coordinate 
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x , y , z , mentre  le  quantità  costanti  C,  e C,  sono  l’una  diversa 
dall'  altra  : perciò  le  due  superficie  rappresentate  da  quelle  equa- 
zioni non  possono  avere  alcun  punto  (x , y , z)  comune.  Qui  sup- 
poniamo che  la  funzione  F(x,  y,  z)  rimanga  costantemente  finita 
e determinata  per  valori  finiti  delle  coordinate  x,  y,  t. 

2.°  Un’altra  proprietà  è che  le  superficie  di  livello  hanno  cia- 
scuna in  tutti  i loro  punti  una  posizione  normale  alla  direzione 
della  rispettiva  forza  sollecitante.  Infatti  immaginiamo  tracciata 
una  curva  qualunque  s in  una  data  superfìcie  di  livello;  e sieno 
ds  , <p  un  elemento  differenziale  della  curva,  e la  forza  accelera- 
trice  nel  punto  (x , y , z)  : I’  equazione  (A")  della  superficie  che 
sì  considera,  divisa  per  cp  ds , potrà  scriversi  nella  forma  seguente 

/ 

X dx  » Y dy  Z dz  * 

T*  * ^ ‘~3T  7‘  dT 


X Y Z 

Ora  — , — , —esprimono  (29)  i coseni  degli  angoli  chela  dire- 


zione della  forza  9 fa  coi  tre  assi  ortogonali,  e 


dx 

ds 


dy 

ds 


dz 

ds 


es- 


primono i coseni  degli  angoli  che  l'elemento  ds,  0 la  tangente 
dell’arco  s nel  punto  (x,  y , s),  forma  coi  medesimi  assi.-  essen- 
do dunque  nulla  la  somma  dei  prodotti  tra  que'  coseni,  la  forza 
accelei-alrice  9 ha  una  direzione  perpendicolare  (31,  3.°)  su  tutte  le 
rette  tangenti  la  superfìcie  di  livello  nel  punto  (x,  y,  z),  e perciò  è 
quivi  stesso  normale  alla  medesima  superficie. 

445.  Posto  che  il  trinomio  Xdx-hY(%  -+-ldz  sia  il  differenzia- 
le esatto  di  una  funzione  f delle  variabili  indipendenti  x,  y , z , co- 
sicché sussista  la  relazione 


(A'")  Xdx-+-Y(fy-f-Zdz=d/', 

l’equazione  differenziale  (A'.  443)  che  dee  verificarsi  nell’ equili- 
brio di  una  massa  fluida,  diviene 
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Ora  in  quesla  equazione  il  primo  membro  è il  differenziale  esat- 
to di  una  funzione  delle  variabili  x,  y,  z ; perchè  dunque  i due 
membri  della  equazione  sicno  identici  e sussista  l’equilibrio,  è ne- 
cessario che  sia  anche  uu  differenziale  esatto  il  secondo  membro 
pdf,  e che  però  la  densità  p della  massa  iluida  o sia  da  per  tut- 
to la  stessa,  o almeno  sia  funzione  della  quantità  f : di  più,  sio 
come  la  densità  dipende  anche  dalla  temperatura,  lo  stato  d'equi- 
librio in  una  massa  fluida  richiede  pure  una  tale  temperatura  la 
quale  o sia  costante  in  tutta  la  massa,  ovvero  sia  funzione  della 
detta  quantità  f.  Ritornando  adesso  alle  superlicie  di  livello  rap- 
presentate dall’equazione  (A".  441),  la  condizione  (A"')  ci  dà  df=Q> 
e quindi  per  la  funzione  f ci  dà  una  quantità  costante:  (dunque  si 
conclude  che  in  ogni  superficie  dì  livello , olire  alla  pressione  i- 
droslalica,  sono  pure  quantità  costanti  la  densità  e la  temperatu- 
ra del  fluido. 

L’ipotesi  fatta  al  principio  di  questo  numero  ed  espressa  dal- 
l’equazione (A'")  si  verifica  (230)  nel  caso  di  forze  che  operano 
in  natura  e che  tendono  a un  centro  fisso  con  una  qualche  leg- 
ge relativa  alle  distanze.  Per  es.  acciocché  la  massa  fluida  del- 
l’aria atmosferica,  le  cui  molecole  gravitano  verso  il  centro  della 
terra,  stia  in  equilibrio,  è necessario  che  la  temperatura  e la  den- 
sità sieno  costanti  per  ciascuna  delle  tanlc  superficie  di  livello  che 
sono  tulle  sferiche  e concentriche  colla  superficie  terrestre:  ora 
questo  c impossibile  a ottenere  per  la  ragione  che  il  sole  va  a ma- 
no a mano  riscaldando  c dilatando  inuguatmenle  le  diverse  |>ar- 
ti  di  uno  stesso  strato  atmosferico;  si  conclude  dunque  che  l’atmo- 
sfera terrestre  non  può  mettersi  mai  in  perfetto  equilibrio  in  tut- 
te le  sue  parti. 

446.  In  questa  slessa  ipotesi  ìd  cui  siamo,  cerchiamo  le  formo- 
lo per  mezzo  delle  quali  in  un  dato  punto  si  determina  la  pres- 
sione c la  densità  dell’aria  atmosferica,  c generalmente  dei  fluidi 
elastici  nello  stato  di  equilibrio. 
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Secondo  la  legge  di  Mariotte  dedotta  dalle  esperienze,  le  pres- 
sioni allo  quali  è sottomessa  una  massa  fluida  qualunque  ed  ela- 
stica, a temperatura  uguale  sono  in  ragione  inversa  dei  volumi  o 
anche  in  ragione  diretta  delle  densità  del  fluido.  Pertanto  se  si 
rappresenta  con  k una  quantità  costante  per  un  dato  grado  di 
temperatura,  e variabile  colla  diversa  temperatura  in  un  dato  pun- 
to qualunque  (®,  i/,  s)  di  un  fluido  elastico  che  si  considera,  var-  , 
rà  l’equazione 

p = kv.. 


Ora  dividendo  per  questa  l'altra  formola  dp=f>.d('  del  numero 
precedente,  otterremo 


dp  df 

y~~T' 


il  cui  integrale  è 


c-df 

= log  ^ Ce  T j: 


quindi  è che  se  la  temperatura  c la  quantità  k che  ne  dipende,  si 
conservano  costanti  per  tutta  la  massa  fluida,  la  pressione  e la 
densità  per  un  dato  punto  qualunque  si  determineranno  colle  for- 
inole 


= Ce 


/ 

r 


/ 

P * 

k k 6 
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se  poi  colla  temperatura  varia  anche  la  quantità  k che  ne  dipen- 
de, per  determinare  la  medesima  pressione  e densità  si  adopreran- 
no  le  formole 


p=Ce 


447.  Condizione  di  e<|ulllbrlo  relativo  nel  (lul«ll  In  rota- 
zione uniforme  Intorno  a un  ane  fisso.  Una  data  massa 
fluida  benché  abbia  un  qualche  movimento  locale  di  traslazione  o 
di  rotazione,  con  tutto  ciò  si  dice  essere  in  equilibrio  quando  con- 
serva la  forma  che  una  volta  ha  preso,  e la  traslazione  uniforme 
ovvero  la  rotazione  che  possiede,  non  altera  punto  la  posizione  re- 
lativa che  antecedentemente  avevano  le  moleoole  tra  di  loro.  In 
questa  ipotesi  le  forze  che  agiscono  sempre  sul  fluido,  debbono 
farsi  scambievolmente  equilibrio;  poiché  esse  non  valgono  nè  a 
turbare  il  moto  preconcetto,  nè  la  forma  che  ha  preso  la  massa 
fluida:  quindi  è che  le  condizioni  di  equilibrio  sono  quelle  mede- 
sime che  si  richieggono  per  lo  stato  di  quiete  assoluta,  eccetto 
che  alle  forze  continue  converrà  aggiungnere  anche  le  centrifughe 
che  per  avventura  si  sviluppano  nella  massa  pel  moto  uniforme 
di  rotazione. 

Consideriamo  una  massa  fluida  che  abbia  un  movimento  unifor- 
me di  rotazione  intorno  a un  asse  fisso,  e cerchiamo  le  condizio- 
ni di  equilibrio  relativo  per  una  molecola  qualunque  dm  nel  pun- 
to (x,  y,  2)  a una  distanza  r dall’asse  di  rotazione  che  prendiamo 
per  asse  coordinato  OZ.  Sia  <a  la  velocità  angolare  della  massa 
fluida;  la  velocità  assoluta  della  molecola  dm  si  esprime  (364)  con 

rea,  e con  -y—  =rw*  la  forza  centrifuga  (363,/  sviluppata  sulla 

molecola  in  forza  della  rotazione  del  fluido  c diretta  lungo  it  rag- 

(C  |/ 

gio  r:  siccome  poi  — ed  y sono  i coseni  degli  augoli  formati 

rispettivamente  dalla  direzione  di  r cogli  assi  coordinati  OX  ed 
OY,  perciò  (26.  2°.)  le  componenti  della  forza  centrifuga  parai  le- 
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le  a questi  assi  sarannno  w‘x  ed  uy.  Pertanto  una  molecola  qua-! 
lunque  dm  è sollecitata  a uu  tempo  dalla  forza  acceleralrice  <?,  os- 
sia dalle  sue  componenti  X,  Y,  Z,  e dalla  forza  centrifuga  w’r, os- 
sia dalle  sue  componenti  w’x  ed  «>'(/;  perciò  la  condizione  di  e- 
quilibrio  (A\  443)  in  questo  caso  è contenuta  ueirequazioue 

Ìdp  = j i(X  dx-t-Y  dy-{-2  dz- t-w’x  dx  -+-  u'y  dy) , 
ovvero 

dp  = p(X  dx  4-  Y dy  -\-  L dz  ■+■  w Y dr ) , 

essendoché  la  relazione  x*  •+■  y*  = r*  Ira  le  variabili  x,  y,  r som- 
ministra  xdx-\-y  dy  = r dr. 

È poi  manifesto  che  l’equazione  differenziale  delle  superficie  sot- 
tomesse a una  pressione  da  per  tutto  uguale,  ossia  delle  superb- 
ie di  livello,  sarà  nel  caso  presente 

IX  dx  — h Y dy  — t-  Z dz  -+-  o'(x  dx  H-  y dx)  = 0 , 
ovvero 

X dx  -+-  Y dy  -+-  Z dz  ■+■  wY  dr  — 0 . 

Terminiamo  con  alcuni  problemi  relativi  alle  cose  discorse  in  que- 
sto primo  capo. 

448.  Probirnw  I.  Supponendo  tulle  le  molecole  di  una  mas- 
sa fluida  sollecilale  da  forze  che  tendono  a un  punto  fisso,  toglia- 
mo determinare  la  forma  che  prenderà  la  massa  fluida  nello  sta- 
lo di  equilibrio. 

Fissata  l’origine  delle  coordiuate  rettangolarijnel  punto  a cuf 
tendono  le  forze,  rappresentiamo  con  9 la  forza  acceleralrice  nel 
punto  (x,  y,  2),  e con  p la  distauza  di  questo  punto  dal  centro 
di  attrazione:  le  componenti  delle  forze  parallele  agli  assi,  sono 
(310) 


Google 


F.QIIL1BRI0  DEI  FLE1DI  IN  GENERALE 


3?'3 


e da  queste  si  ha  l'equazione 


X dac-hY  (fy -4-Z  dz  = — — (xdx-{-ydy-ì-zdz}. 

Ora  nello  stato  di  equilibrio  di  una  massa  iiuìda,  in  generale  (443) 
ha  luogo  l'equazione 

dp  = p(X  dx-hX  dy+l  di) 

per  una  molecola  qualunque  della  massa;  per  le  superficie  poi  di 
livello,  o per  le  superficie  che  sono  ugualmente  premute  in  tutti 
i loro  punti,  vale  l'altra  equazione 


X dx  -+■  X dy  + Z dz  = 0 : 

dunque  nell’ipotesi  che  le  forze  tendano  a un  centro  fisso,  l'equa- 
zione differenziale  di  tutte  queste  superficie  di  livello  sarà 


ed 


xds  -f-  ydy  -\-sdz  — 0 , 
H- 2’ =C’ 


sarà  l’equazione  finita,  la  quale  rappresenta  (XXXIX)  tante  super- 
ficie sferiche  quanti  sono  i valori  che  si  possono  attribuire  alla 
costante  C,  ossia  alla  distanza  tra  il  centro  di  attrazione  e le  mo- 
lecole della  massa  fluida  in  equilibrio.  Segue  da  ciò  che  se  l'ul- 
tima e più  lontana  superficie  della  massa  fluida  non  sia  soggetta 
a pressione  alcuna,  ovvero  sia  premuta  anch’essa  da  per  tutto  uni- 
formemente, la  intera  massa  fluida  libera  e in  equilibrio  pren- 
derà la  figura  di  una  sfera,  e lo  abbiamo  accennato  al  numero 
Voi.  IL  83 
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(445)  parlando  della  forma  che  ha  la  massa  dell’aria  atmosferica. 

É opinione  molto  accreditata  presso  i tìsici  e nulla  affatto  ripu- 
gnante con  ciò  che  ci  dice  la  rivelazione  intorno  a questo  univer- 
so creato,  che  la  materia  costitutiva  dei  piaueli  sia  stata  da  prin- 
cipio per  elevata  temperatura  in  istato  fluido;  e poi  pel  successi- 
vo raffreddamento  sia  divenuta  solida:  questa  ipotesi  come  spiega 
bene  la  forma  rotonda  c sferica,  nella  quale  si  sono  riunite  le  mo- 
lecole dei  pianeti  attratte  con  forza  prevalente  verso  il  nucleo  ri- 
spettivo, così  anche’  rende  ragione  dello  schiacciamento  dei  mede- 
simi pianeti  ai  poli  e del  rigonfiamento  all'equatore  in  forza  della 
rotazione  che  hanno,  e della  forza  centrifuga  che  ne  nasce.  Se 
poi  la  distanza  G tra  il  centro  di  attrazione  e la  esterna  ultima  su- 
perfìcie di  una  massa  fluida  sia  grande  assai,  ò facile  ad  inten- 
dersi che  la  sua  curvatura  di  sfera  sarà  piccola  cosa,  e che  una 
piccola  estensione  di  superficie  si  potrà  riguardare  come  piana. 
Questo  accade  anche  alle  masse  d’acqua  sulla  superficie  della  ter- 
ra, e noi  lo  dimostreremo  nel  capo  seguente. 

449.  problema  II.  Determinare  la  forma  che  prende , e la 
pressione  a cui  è sottomesso  in  un  dato  punto  qualunque  un  li- 
quido pesante  ed  omogeneo , contenuto  in  un  vaso  aperto  alla  boc- 
ca, mentre  gira  con  molo  uniforme  di  rotazione  intorno  a un  as- 
se verticale. 

Poniamo  che  l’asse  di  rotazione  sia  quello  delle  coordinate  z,  e 
che  sia  volto  in  su  contro  la  direzione  della  gravità:  avremo  X = 0, 
Y = 0,  Z = — g;  così  le  equazioni  di  equilibrio  (A.,T),  e delle  su- 
perficie di  livello  (AT)  diverranno 

(1)  dp—ti{u,rdr—gdz),  v'rdr — gdz  = 0. 

Presi  gl’integrali,  e rappresentata  con  c una  quantità  costante  ed 
arbitraria,  la  seconda  equazione  ci  porge 

» 

(ì)  r'  = %(z -c), 

0) 

ovvero 


Digitized  by  Google 


EQUILIBRIO  DEI  FLUIDI  IN  GENERALE 


355 


x'-Jry'= 


(*—«). 


attesa  la  relazione  r'  = x'-\-if  che  passa  Ira  la  distanza  r di 
una  molecola  qualunque  dall'asse  di  rotazione  e le  sue  coordina- 
te x ed  y. 

Ora  cotesta  seconda  equazione  ci  rappresenta  (XXXIX)  una 
superficie  parabolica,  quella  cioè  che  è generata  dalla  parabola 

r’=  (z  — c)  che  gira  intorno  all’asse  dèlie  coordinate  z:  dun- 

CO 

que  un  liquido  pesante  e sottomesso  a un  movimento  uniforme 
di  rotazione  intorno  a un  asse  verticale  prende  tal  forma,  che  e 
la  superficie  libera  premuta  da  per  tutto  ugualmente  e le  altro  su- 
perfìcie di  livello,  fanno  parte  di  altrettante  paraboloidi  di  rotazio- 
ne intorno  a un  medesimo  asse.  La  quantità  c è la  distanza  tra 
il  vertice  di  ciascuna  superficie  e l’origine  delle  coordinale;  per- 
ciò si  avranno  tante  equazioni  e superficie  corrispondenti  di  li- 
vello, quanti  sono  i valori  che  si  possono  dare  alla  quantità  c ar- 
bitraria e costante. 

Passando  adesso  a determinare  la  pressione  p in  un  punto  qua- 
lunque del  liquido  o meglio  in  qualunque  superficie  di  livello, 
rappresentiamo  con  <f  una  nuova  quantità  costante  e arbitraria-  la 
prima  delle  equazioni  (1)  integrala  che  sia  ci  somministra 

P=  <1*  )+c\ 

che  pel  valore  yz  = — yc  cavato  dalla  forinola  (2)  e so- 

stituito diviene 


p=d  — \ igc. 

Per  determinare  la  costante  c*,  sia  P la  pressione  a cui  soggiace 
da  per  tutto  la  superficie  libera  del  liquido,  e C il  valore  del- 
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la  quantità  c corrispondente  alla  medesima  superficie;  sarà 
d — P -+-  ygC,  e per  conseguenza  la  pressione  cercata  è data  dal- 
la formola 


p = P + ^(C-c). 

li  valore  P della  pressione  esterna  deve  essere  dato;  la  quantità 
C,  ossia  l’altezza  del  vertice  della  superficie  libera  sopra  il  fondo 
del  vaso  dovo  è posta  l'origine  delle  coordinate,  si  può  determi- 
minare  agevolmente,  quando  si  conosce  il  volume  del  liquido  e 
la  forma  del  vaso  che  lo  contiene. 

450.  Problema  111.  Quando  si  conoscano  le  dimensioni  di  un 
vaso  conico  e aperto  alla  bocca,  e che  ha  una  velocità  angolare  uni- 
forme w di  rotazione  intorno  al  proprio  asse  verticale , si  domanda 
1°.  il  volume  di  liquido  che  può  essere  contenuto  nel  vaso  sotto  la 
della  velocità,  2°.  la  minima  velocità  di  rotazione  in  forza  della 
quale  non  rimanga  nel  vaso  nè  pure  una  molecola  del  liquido  con- 
tenuto (fig.  187®  ). 

Abbiamo  veduto  nel  problema  precedente  che  mentre  il  vaso 
conico  si  rivolge  intorno  al  suo  asse  verticale  con  una  velocità  » 
di  rotazione  uniforme,  la  superficie  libera  del  liquido  prende  una 
forma  parabolica  intorno  allo  stesso  asse  : ne  segue  che  tanto  sarà  il 
volume  del  liquido  contenuto  Del  vaso,  quanto  se  ne  richiede  ac- 
ciò la  detta  superficie  giunga  a toccare  col  suo  lembo  l'orlo  del 
vaso;  determineremo  dunque  il  volume  cercato  di  liquido,  sot- 
traendo il  volume  della  paraboloide  terminata  alla  superficie  libe- 
ra del  liquido  dal  volume  del  dato  cono  retto.  Rappresentando  con 
a ed  A il  raggio  alla  base  e l’altezza  del  vaso  conico,  le  quan- 
i ra 

tità  -j-xo’A  , - J r'dz  esprimono  rispettivamente  il  volume 

del  cono  e quello  dalla  paraboloide  predetta  (XCVI)  ; perciò  il  vo- 
lume cercato  di  liquido  sarà  espresso  dalla  formola 

V = -j-xo’A — x J r'dz. 


_ . _Digitized  by  Google 


EQUILIBRIO  DEI  FLUIDI  IN  GENERALE 


357 


ovvero,  atteso  il  valore  dz  = — r dr  cavato  dalla  seconda  delle 

\0 

formolo  (1)  del  numero  precedente  e sostituito  in  questo  luogo,  dal- 
la forinola 


w *a*  à 
)■ 


L’ altra  parte  della  questione  proposta  si  risolve  anche  più  facil- 
mente. Infatti  per  determinare  la  minima  velocità  angolare  o> , che 
sia  sufficiente  a cacciar  via  lutto  il  liquido  dal  vaso,  basta  suppor- 
re V = 0 nella  forinola  trovala  qui  innanzi:  avremo  dunque 

2 \J  qh 

w=  — — — : — . 

\/‘i  a 


in  questo  primo  capo  trattando  dell’  equilibrio  dei  fluidi,  li  ab- 
biamo considerati  in  generale  sotto  l’azione  di  qualunque  forza:  nel 
capo  che  segue  passiamo  a diro  più  di  proposito  dell’  equilbrio  dei 
fluidi  pesanti. 


CAPO  II. 

/ 

EQUILIBRIO  DEI  FLUIDI  PESANTI 

idi.  liquazioni1:  di  ('qulllbrlo  uri  lliiltll  premili:  super- 
ficie llltern  del  medesimi,  quando  sono  contenuti  ed 
equilibrati  in  un  vaso.  Supponiamo  clic  il  piano  coordinato 
XOY  sia  orizzontale,  e 'che  l’asse  verticale  OZ  tenda  all'ingiù  nel 
senso  della  gravità:  trattandosi  di  un  fluido  contenuto  in  un  va- 
so e sottomesso  alla  sola  azione  della  gravità,  avremo  X=i=0  , 
Y=0,  Z ~ij\  perciò  l’equazione  (A'.  143}  che  dee  verificarsi 
per  l’equilibrio  di  tutte  le  molecole  del  fluido,  diviene 

(B]  dp  = fitj  dz  . 
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Se  la  massa  dpi  fluido  pesante  non  è sottomessa  ad  alcuna  pres- 
sione esterna,  ovvero  se  è ugualmente  premuta  sulla  sua  superfi- 
cie libera,  per  ciascun  puuto  di  questa  supeficie  libera  quando  il 
fluido  è in  equilibrio  sussiste 


dp  — 0 = y.gd»  , 

e si  ha  quindi  dz  =0  : ciò  vuol  dire  che  la  distanza  s di  ogni 
punto  della  superficie  libera  dal  piano  orizzontale  XOY,  o è nul- 
la ovvero  è una  quantità  costante,  e se  ne  conchiude  che  la  su- 
perficie libera  di  un  fluido  pesante  e in  equilibrio  dentro  un  vaso  ì 
una  superficie  piana  ed  orizzontale.  — Le  masse  acquee  in  equili- 
brio sul  globo  terrestre  hanno  come  questo  la  superficie  piana  e 
orizzontale  per  tratti  poco  estesi,  curva  e prossimamente  sferica 
per  tratti  di  estensione  considerevole. 

In  generale  nella  equazione  (B)  essendo  dp  un  differenziale  e- 
sallo,  dovrà  essere"  pure  esatto  il  differenziale  u.</ di  : sarà  dunque 
fi.  una  funzione  della  variabile  z ; e però  in  ciascuna  sezione  oriz- 
zontale del  fluido  contenuto  nel  vaso  in  equilibrio,  la  densità  ri- 
sulterà costante  al  pari  della  z. 

452.  PmMloni1  IdroKlatlra  In  un  punto  qualunque  di 
un  liquido  penante  e omogeneo.  Fissiamo  per  piano  coordi- 
nato e orizzontale  XOY  la  stessa  superfìcie  libera  del  liquido  pe- 
sante in  equilibrio:  la  pressione  in  un  punto  situato  a una  distan- 
za z dalla  superficie  esterna  si  ricava  immediatamente  dall’equa- 
zione (B)  del  numero  precedente,  la  quale  integrala  che  sia  nel- 
l'ipotesi della  densità  p costante,  e denotando  con  C una  quanti- 
tà costante,  ci  porge 

(Bf)  p=pgz-hC. 

Si  scorge  da  questa  formola  che  per  uno  stesso  piano  orizzontale 
considerato  dentro  la  massa  liquida,  la  pressione  è sempre  la  stes- 
sa su  tutti  i punti  del  piano:  questi  piani  o sezioni  orizzontali 
sono  tutte  superfìcie  di  livello,  e la  pressione  sopra  ciascuna  sezio- 
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ne  non  dipende  che  dalla  sua  profondità  z sotto  la  superficie  e- 
stema  di  livello. 

La  costante  C esprime  la  pressione  esterna,  riferita  aU'unità  di 
superficie  c trasmessa  egualmente  (412)  dentro  tutta  la  massa  li- 
quida : infatti  per  tutti  i punti  della  superficie  esterna  essendo 
z — 0,  si  ha  p=  C;  ma  la  pressione  su  ciascun  punto  della  su- 
perfìcie libera  equivale  appunto  (443)  alla  corrispondente  pressio- 
ne esterna:  dunque  eoe. 

Se  non  si  abbia  a tener  conto  della  pressione  esterna,  avremo 
la  formola  più  semplice 


(B")  p=  vyz. 

♦ 

E qui  vogliamo  notare  che  poiché  la  pressione  esterna  si  trasmette 
egualmente  dentro  a tutta  la  massa,  essa  non  fa  che  aumentare 
di  una  quantità  costante  le  pressioni  dovute  al  peso  del  liquido 
e esercitate  su  ciascuna  unità  di  superficie:  egli  è perciò  che  nel 
calcolare  la  pressione  idrostatica  in  un  dato  punto  di  una  massa 
liquida  pesante,  possiamo  adoperare  la  formola  (B''),  senza  bada- 
re alla  pressione  esterna  che  si  determina  e si  aggiunge  dipoi. 

453.  PreMMlonc  IdroMtatlca  contro  una  superficie  pla- 
na, Immersa  comunque  In  un  liquido  pesante  e omoge- 
neo. Consideriamo  un'area  piana  A,  immersa  orizzontalmente  ov- 
vero obliquamente  in  un  liquido,  e immaginiamola  divisa  in  una 
infinità  di  piccole  aree  a infinitesime  nelle  due  dimensioni:  rap- 
presentiamo rispettivamente  con  s, , z la  distanza  del  centro  di 
gravità  dell'  area  A,  e la  distanza  di  un  elemento  qualunque  a 
dalla  superficie  libera  o dal  piano  esterno  di  livello  del  liqui- 
do: non  badando  alla  pressione  esterna  come  se  questa  non 
esistesse,  ^ gz  è la  pressione  idrostatica  (452.  B")  alla  estremità 
inferiore  della  distanza  z,  pgai  è la  pressione  (442)  sopra  la  pic- 
cola arca  infinitesima  a,  e ligi  (ai)  è la  somma  delle  pressioni 
esercitate  su  tutti  gli  elementi  dell’alea  che  si  considera. 

Tutte  coteste  pressioni  agiscono  in  direzione  perpendicolare  al- 
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l’arca  A,  ed  essendo  tutte  parallele  hanno  una  risultante  unica 
ed  equivalente  alla  somma  di  tutte;  dunque  la  pressione  totale  P 
contro  l’area  A,  sarà 


P = ?<jl  (ai) 

La  quantità  Z(az)  è la  somma  di  lutti  i prodotti  degli  elementi 
di  A per  le  rispettive  loro  distanze  dal  piano  esterno  di  livello, 
ossia  è la  somma  dei  momenti  delle  aree  elementari  lispelto  al  pia- 
no XOY;  c cotesla  somma  è uguale  (109}  al  momento  omologo 
dell’area  totale,  ossia  è uguale  al  piociotto  delfiniera  area  A per 
la  distanza  s,  del  suo  centro  di  gravità  dal  detto  piano:  avremo 
dunque  la  Corniola 

# 

(B P = jijfAz, . 

Rillellendo  bene,  s’intende  facilmente  che  As,  è il  volume  di  un 
prisma  geometrico  che  ha  per  base  A e per  altezza  s,,  che  pA:, 
è la  massa  di  questo  medesimo  prisma  pieno  di  liquido,  e che 
1*0 A z,  ne  è la  forza  motrice  prodotta  dal  a gravità,  ossia  è il  (te- 
so di  quel  prisma  liquido.  Si  può  dunque  enunciare  la  seguente 
proposizione:  la  pressione  a cui  è sottomessa  un’area  immersa  co- 
v inique  in  un  liquido  pesante,  omogeneo  e in  equilibrio , equivale 
al  peso  di  un  prisma  liquido  che  abbia  per  base  f area  stessa,  e 
ppr  altezza  la  distanza  del  suo  centro  di  gravità  dal  piano  supe- 
riore o dalla  superficie  esterna  del  liquido. 

Quando  il  liquido  è costante,  c l'area  immersa  ò sempre  la 
slessa,  la  pressione  P che  questa  sostiene,  dipende  unicamente 
d illa  profondità  z,,  a cui  è abbassalo  il  suo  centro  di  gravità  sol- 
t,  alla  superficie  libera  di  livello;  di  più  l’arca  A può  rappresentare 
una  porzione  piana,  presa  dovunque  nell’interna  parete  del  vaso 
e che  abbia  ugual  superficie:  Quindi  1°.  comunque  l’area  immer- 
sa si  rivolga  intorno  al  suo  centro  di  gravità,  non  varia  l’intensità 
della  pressione  a cui  ò sottomessa,  se  il  centro  rimane  sempre 
alla  medesima  profondità.  2°.  Finché  in  un  vaso  rimano  costaule 
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l’alt  ('zza  del  liquido,  la  pressione  sul  fondo  orizzontale  è sempre 
la  slessa,  qualunque  sia  riucliuazioue  delle  pareli  laterali,  o la 
forma  e la  capacità  del  vaso  stesso.  3°.  Questa  pressione  sul  fon- 
do orizzontale  del  vaso  tal  volta  ò uguale  al  peso  totale  del  liqui- 
do che  vi  si  contiene,  tal'  altra  è maggiore  o minore,  secondo 
che  la  forma  del  vaso  è quella  di  un  prisma  retto,  ovvero  ha  u- 
na  forma  convergente  alla  bocca  oppure  divergente  (Ved.  la  lig. 
188»  ).  Si  comprende  ancora  da  questo  come  una  piccola  quan- 
tità di  liquido  versalo  in  un  vaso  di  base  abbastanza  larga  e 
molto  assottiglialo  in  altezza,  possa  produrre  sul  fondo  un’enorme 
pressione. 

454.  Centi*»  «li  ftr«M**l«»ne,  e Corniole  per  determinar- 
lo in  una  siiperiiete  plana.  È detto  centro  di  presuo  le  quel 
punto  dall’arca  piana  A,  pel  quale  passa  la  risultante  unica  P 
delle  pressioni  esercitate  dal  liquido  pesante  sull’area  medesima 
che  vi  è immersa.  Se  l’area  immersa  è orizzontale,  il  centro  di 
pressione  coincide  col  suo  centro  di  gravità:  infatti  in  questo  ca- 
so essendo  parallele  e tutte  uguali  tra  loro  le  pressioni  elementa- 
ri. la  loro  risultante  passerà  (4!))  per  quello  stesso  punto  dell’a- 
rea, al  quale  è applicalo  il  peso  di  questa,  cioè  la  risultante  di 
tutte  le  forze  di  gravità  che  agiscono  sopra  gli  elementi  dell’area 
immersa,  c che  sodo  pure  uguali  tra  loro  e parallele:  ora  questo 
punto  non  è altro  che  il  centro  di  gravità  dell’area;  dunque  ecc. 

Se  poi  l’area  è immersa  obliquamente  nel  liquido,  il  centro  di 
pressione  è più  basso  del  centro  di  gravità.  Immaginiamo  di  fatto 
nell’area  piana  una  retta  orizzontale,  che  passi  per  il  suo  centro 
di  gravità;  resterà  l’area  divisa  in  due  parli  tali  clic  i loro  pesi 
abbiano  uguali  momenti  relativamente  alla  retta  che  le  divide:  se 
le  pressioni  elementari  sopra  le  due  parli  fossero  tutte  uguali  come 
lo  sono  le  azioni  della  gravità,  anche  i momenti  delle  pressioni 
sopra  le  duo  parti  sarebbero  uguali,  e il  centro  di  pressione  si 
troverebbe  nella  retta  immaginala  clic  passa  pel  centro  di  gravità. 
Ma  il  fatto  è che  le  pressioni  sopra  la  porzione  dell’arca  che  è 
più  bassa,  sono  più  intense  di  quelle  che  si  esercitano  sull’altra 
porzione  più  alta;  quindi  dee  avvenire  che  il  momento  di  quella 
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essendo  più  grande,  il  centro  di  tutta  la  pressione  sull'area  sì 
troverà  al  disotto  della  retta  orizzontale,  che  abbiamo  condotta 
pel  suo  centro  di  gravità. 

Ora  per  determinare  questo  centro  di  pressione,  sieno  Z,  Y,  X 
le  sue  coordinate  rettangolari,  e sieno  inoltre  z,  y,  x le  distanze  di 
un  elemento  a totalmente  infinitesimo  dai  piani  coordinali  XOY, 
XOZ,  YOZ,  il  primo  dei  quali  coincida  col  piano  esterno  di  li- 
vello. Il  momento  della  pressione  totale  P in  ordine  al  piano  XOY 
si  esprime  con  PZ,  e i momenti  delle  componenti  pressioni  paral- 
lele i>.gaz  in  ordine  al  medesimo  piano,  sono  p-gaz';  varrà  dun- 
que (68)  l'uguaglianza 


?l  = ^gl{az'): 


allo  stesso  modo  pei  due  piani  XOZ  ed  YOZ  otterremo 

PY  = t*gl{ayz) , PX  = \>.gl(axz). 

Sostituendo  adesso  il  valore  della  quantità  P dalla  forinola  (B'". 
453),  avremo  le  tre  formolo 

v 2(axz)  v -(oy*)  rj__  l{az') 

Az.  ' A z,  ' Az,  1 

mediante  le  quali  si  determina  il  centro  di  pressione  sull’area  A 
immersa  in  un  liquido. 

435.  Gli  assi  coordinali  e rettangolari  OX,  OY  si  prendano 
sul  piano  della  superficie  immersa  A;  di  più  l'asse  OY  coincida 
colla  traccia  del  medesimo  piano  sopra  la  superfìcie  libera  del  li- 
quido, e dall’asse  OX  venga  terminata  la  stessa  superfìcie  immersa 
(fig.  189»  ).  Per  determinare  in  questa  disposizione  di  assi  il  cen- 
tro di  pressióne,  basteranno  le  due  prime  formolo  dei  numero  pre- 
cedente, le  quali  le  possiamo  scrivere  nel  modo  che  segue: 
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v , 2(a«)  Y_  2{ayz) 

l(az)  ’ I[az) 

Ora  essendo  x,  y le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  linea 
AEC  che  termina  la  superficie  immersa,  l'elemento  a si  esprime  col 
prodotto  dx  dy ; la  sua  distanza  z dalla  superficie  libera  del  liqui- 
do è proporzionale  all’ascissa  x,  e può  da  questa  essere  surrogata 
nelle  due  formole;  in  fine  le  somme  2 che  si  estendono  a tutti 
gli  elementi  dell’area  immersa,  equivalgono  a un  integrale  doppio, 
il  quale  deve  essere  preso  tra  zero  ed  y rispetto  all'ordinata,  e tra 
i limiti  proprii  della  linea- termine  AEC  rispetto  all’ascissa:  dunque 
le  due  formole  diverranno 

✓ 

j J'J'x'dx  dy  Jx'y  dx 

SJxdxdy  Sxydx  ’ 

Y SSxydxdy Sxy'dx 

J’J'xdxdy  ’ìSxydx 

Varrebbero  queste  medesime  formole,  se  gli  assi  OX  ed 
OY  fossero  tra  loro  inclinati  sotto  un  angolo  6;  perchè  in  qne- 
sto  caso  s’introduce  nelle  formole,  come  vedremo  chiaramente 
nel  numero  seguente,  uu  fattore  costante  in  funzione  di  0,  il 
quale  trovandosi  nei  due  termini  delle  frazioni,  si  può  togliere 
e non  apparisce  affatto  nelle  medesime  formole. 

456.  Quando  l’area  è simmetrica  relativamente  a un  asse  che 
divide  in  parti  uguali  tutte  le  sue  corde  orizzontali,  il  centro  di 
pressione  si  determina  colla  sola  prima  formola  del  numero  pre- 
cedente, che  qui  vogliamo  trovare  più  direttamente.  La  superfi- 
cie piana,  chiusa  dal  perimetro  CAC'  (lìg.  189»  ),  sia  simmetrica 
relativamente  all’asse  AX,  che  divide  in  parti  uguali  tutte  le  cor- 
de orizzontali  e parallele  a CC':  fissando  l’origine  delle  coordinate  nel 
punto  0 dove  l’asse  AX  incontra  la  superficie  libera  del  liquido, 
prendiamo  OX  per  l’asse  delle  ascisse  e per  quello  delle  ordina- 
te la  retta  orizzontale  YOY',  che  è l’intersezione  del  piano  del- 
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l'area  immersa  colla  superficie  libera  del  liquido.  È manifesto  che 
tutte  le  aree  elementari  iulinilesime  c orizzontali,  una  delle  qua- 
li è EE',  hanno  il  centro  di  pressione  sull’asse  OX;  conseguente- 
mente la  risultante  totale  delle  pressioni  sarà  anch’cssa  applicata 
a un  punto  di  questo  asse,  e basterà  determinare  la  sola  ascissa 
X = OP,  per  conoscere  la  posizione  del  centro  P di  pressione. 

Sieno  x ed  y le  coordinate  di  un  punto  qualunque  E preso  sul 
perimetro  dell’  arca  immersa,  0 l’angolo  che  formano  gli  assi,  ed  u 
l’angolo  dell’asse  OX  con  una  retta  verticale:  Parca  elementare  EE' 
si  esprime  (XC1V)  con  2y  sen  0 tlx , e la  distanza  BB'  di  questo  ele- 
mento dalla  superficie  libera  Y'OB' del  liquido  con  scosto.  Quinci 
ìfigxysen  Ocosudx  sarà  ( 452.  442  ) la  pressione  elementare,  e 
Sjx^sen  9 cosw  Sxydx  la  pressione  totale  a cui  è sottomessa  1’  area 
immersa;  i momenti  poi  di  queste  pressioni  rispetto  alla  superficie  del 
liquido  saranno  2\>.gy'x sen  0 cos*w  (ir,  o 2^X sen  0 cos’wjxy  dx  ; 
onde  il  momento  della  pressione  totale  essendo  uguale  alla  somma  di 
quei  delle  pressioni  parziali  comjionenii,  si  avrà  la  formolo 


an 


,fx'y  dx 
Sxydx  ’ 


nella  quale  gli  integrali  sono  da  estendere  per  tutta  la  metà  dell’  a- 
rca  sottomessa  alla  pressione. 

437.  lisrnipi.  Trovare  il  centro  di  pressione  in  un  parallelo- 
grammo, in  un  triangolo,  c in  un  area  di  circolo , quando  le 
loro  aree  immerse  in  un  liquido  sfiorano  la  superfìcie  libera  del 
liquido. 

1°.  Del  parallelogrammo  sia  a la  retta,  o l’asse  che  cougiuuge 
i punti  di  mezzo  delle  basi  ih;  la  ordinata  y è costante,  ed  = b : 
poiché  per  ipotesi  una  delle  basi  coincide  colla  superficie  libera  del 
liquido,  la  formolo  (B'T)  ci  darà  per  l’ascissa  del  centro  di  pres- 
sione 
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Così  il  centro  di  pressione  divide  1’  asse  a in  due  parli,  una  delle 
quali  è doppia  dell'ailra. 

2°.  Nel  triangolo  sia  2 b la  base  orizzontale,  a Y asse  ossia  la 
distanza  dal  vertice  al  punto  di  mezzo  della  base.  Se  il  vertice  sfio* 

ri  la  superficie  libera  di  livello,  sarà  y = ^ x ; perciò 


se  pi  è la  base  che  coincide  colla  superficie  libera  del  liquido, 
sarà  y=-^  (° — x)i  e conseguentemente 

a 

x*(a  — x)dx 

0 

a 

x[a  — x)ax 

0 

3°.  Nel  circolo,  la  cui  periferia  tocca  la  superficie  dei  liquido  OY 
( fig.  190. » ),  e il  cui  raggio  è a , abbiamo  ( VI.  XLVII  ) le 
equazioni 

ax  — x')~  , 
x*=2 ax — yx  , 
xdx  = adx  — ydy  . 

Laonde  se  chiamiamo  a il  mezzo  segmento  OEB  terminato  dal- 
l’ordinata y = EB,  primieramente  (XC1V)  abbiamo  Jydx=ai 
poi  attesa  la  terza  delle  equazioni  (1),  abbiamo  ancora 
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(2) 


J xydx  — J y[adx  — ydy)  = ax  — 


finalmente  adoperando  la  seconda  e la  prima  delle  forinole  (1),  e 
facendo  l’integrazione  per  parti,  avremo  il  valore 


J xtydx= J (Sax  — y')ydx=ìa  J xydx — J' (2 ax—x*)  ' dx 


= 2 a J^xydx — J x ' (2a  — x)  ' 


dx 


= 2a  J xydx—  y x ’ (2a  — x)  * 1 Jx  ' (2a— x)  ' 

= 2 a J xydx S- -xy ’ — Jx'ydx  , 


dx 


e conseguentemente 


Adesso  non  rimane  a fare  altro  che  sostituire  nella  formola  (B,T) 
i valori  delle  equazioni  (2)  e (3),  e se  ne  dedurrà  una  nuova 
equazione  che  ci  darà  l’ ascissa  del  centro  di  pressione  sul  segmen- 
to ODE  terminato  dalla  doppia  ordinala  ty  : facendo  quindi  y = 0, 
avremo  rispetto  all'intera  area  del  circolo  la  formola 


X = 


5 

T a — 0 ■+■ 
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la  quale  dimostra  che  il  centro  di  pressione  sull’area  circolare  im- 
mersa dista  dal  centro  della  figura  d'un  quarto  del  raggio. 

458.  Pre«t»lone,  e centro  <11  pressione  In  una  superficie 
curva.  Se  la  superficie  S immersa  in  un  liquido  non  è piana,  ma 
curva,  è manifesto  che  le  pressioni  elementari  non  sono  parallele,  e 
non  sempre  si  potranno  ridurre  ad  una  sola  risultante;  di  più  anche 
Del  caso  che  si  riducano  tutte  a una  forza  equipollente,  si  sa  che  es- 
sa non  si  può  esprimere  colla  somma  di  tutte  le  componenti.  Con 
tutto  ciò,  siccome  in  ogni  caso  la  somma  di  tutte  le  pressioni  che 
sostengono  le  piccole  aree  piane,  ossia  gli  elementi  piani  infini- 
tesimi dS  della  superfìcie  curva,  situati  a una  profondità  z dal 
piano  superiore  di  livello,  si  esprime  (452.  B",  109)  con  y.gl(zdS) 
= [ ig  Sz,  ; così  chiamando  questa  somma  la  pressione  totale  sopra 
la  superficie  curva , potremo  avere  per  dimostrata  la  proposizione 
seguente  : la  pressione  totale  sopra  una  superficie  curva  immersa 
in  un  liquido  omogeneo , è uguale  alla  pressione  che  si  esernle- 
rebbe  sopra  una  area  piana  equivalente  alla  data  superficie  cur- 
va, e che  passa  pel  centro  di  gravità  della  medesima  superficie. 
Se  la  superficie  curva  si  rappresenti  colla  equazione  z=f{x,  y), 
la  formolo  per  il  calcolo  della  pressione  esercitata  contro  la  me- 
desima superficie,  sarà  (125) 


p=^,//v/l-+-(-^  ) +•(  ^ ) dxdy' 

♦ 

dove  gli  integrali  si  devono  estendere  a tutta  la  superficie  premuta. 

459.  Quando  le  pressioni  che  si  esercitano  su  di  una  superficie 
curva  S,  immersa  in  un  liquido  omogeneo,  ammettono  una  risultan- 
te unica  P,  potremo  riguardare  come  centro  di  pressione  il  punto, 
dove  la  direzione  di  quella  risultante  incontra  la  superficie  premuta 
S : cerchiamo  qui  la  condizione  da  verificarsi,  affinchè  le  pressioni 
si  riducano  tutte  ad  una  sola  risultante  o forza  equivalente,  e la  su- 
perficie ammetta  così  un  solo  cèntro  di  pressione;  e nello  stesso 
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tempo  determiniamo  1'  intensità  e la  direzione  della  risultante  uui- 
ca,  e la  posizione  del  centro  di  pressione  nella  superficie  S. 

Si  chiami  p la  pressione  sull’elemento  dS , riferita  all’  unità  ai 
superficie;  sarà  p dS  la  pressione  esercitata  sopra  lo  stesso  elemento, 
infinitesimo  per  ogni  verso:  sieno  x,  y , z le  coordinato  dell'elemen- 
to dS  che  si  può  considerare  come  un  piccolo  piano  tangente,  relati- 
vamente ai  solili  assi  rettangolari  ; ed  (N,  X) , (N,  Y ) , (N,  Z)  sieno 
gli  augoli  che  fa  coi  rispettivi  tic  assi  la  direzione  della  pressio- 
ne elementare  /;  dS,  e perciò  della  normale  N alla  superficie  cur- 
va S nel  punto  (x , y , z).  Le  componenti  della  pressione  elemen- 
tare pdS,  parallele  agli  assi  coordinati,  sono  pcos(N,  X)dS, 
pcos(N,  Y)dS,  pcos(N,  Z)dS;  quindi  le  somme  di  tutte  le  com- 
ponenti rispettivamente  parallele  ai  tre  assi,  ovvero  le  somme  del- 
le proiezioni  di  tutte  le  pressioni  elementari  sopra  i tre  assi  co- 
ordinati, e le  somme  dei  momenti  delle  stesse  pressioni  rispetto 
ai  medesimi  assi,  saranno  (85) 

1Pj?  = 2[pcos(N,  X)dS]  , 

Py  = 2[pcos(N,  Y)dS] , 

Pi  = 2[p  cos(N,  Z)dS] , 

ÌMx=i[y  cos(N,  Z)  — z cos(N,  Y)J  p dS, 

My  = I[z  cos(N,  X)  — x cos(N,  Z)]p  dS , 
M»=2ì(a;cos(N,  Y)  — y cos(N,  X)]p  dS. 

Ora  la  condizione  necessaria  e sufficiente,  perchè  tutte  le  forze  o 
le  pressioni  esercitate  dal  liquido  in  equilibrio  contro  la  superfìcie 
S si  riducano  ad  una  sola  pressione  risultante  P,  consiste  (87) 
nell’  avveramento  della  equazione  P*  -4-  Py  My  -+-  Ps  M*  = 0 ; 
dunque  adoperando  i valori  (4)  e (5),  otterremo 


Digitized  by  Google 


EiJlJI4»BI0  DEI  FLC1DI  TESACI 


369 


(2[pcos(N,  X)dS]  I[y  cos(N.  Z)  — scos(N,  Y)Jp  dS  v 

+ 2[pcos(N,  Y)dS]  2[zcos(N,  X)  — xcos(N,  Z)]p  dS  j=  0 

-4-2[pcos(N,  Z)  rfS]  2[xcos(N,YT) — ycos(N,  X)]pdS  / 

per  la  condizione  da  verificarsi,  affinché  le  pressioni  su  di  una 
superficie  curva  S ammettano  una  risultante  unica  I*. 

Avverata  questa  condizione,  le  tre  risultanti  parziali  P<r,  Py,  P* 
concorreranno  in  uno  stesso  punto,  e l'intensità  della  risultante  to- 
tale sarà  data  dalla  forinola  P=v/Pa;,-+-P/  -4- Pi’  . Quanto  alla 
direzione  di  questa  medesima  risultante,  prendiamo  dal  numero 
(87)  due  qualunque  di  quelle  tre  equazioni,  dalle  quali  si  dedu- 
ce immediatamente  la  condizione  (e,T)  applicata  poc’anzi  al  caso 
nostro  : avremo  per  es.  le  due  equazioni 

y,  Pi  — Z,  Py  = Mar  , Z,  Pa-  — X,  P ’*  = My  , 

/ 

dove  x, , yt , z,  sono  le  coordinate  del  punto  di  applicazione,  0 
meglio  le  coordinate  dì  un  punto  qualunque  della  risultante  P;  e 
quindi,  attesi  i valori  (4)  e (5),  avremo  ancora 

y,  2 [p  cos  (N,  Z)  dS]  — z,  2 [p  cos  (N,  Y)  dS] 

==  2 [y  cos  (N,  Z)  — z cos  (N,  Y)] p dS , 

z,  2 [p  cos  (N,  X)  r/S]  — x,  2 [p  cos  (N,  Z)  dS] 

= 2 [z  cos  (N,  X)  — x cos  (N,  Z)'|  p dS . 

Queste  due  equazioni  rappresentano  le  proiezioni  della  direzione  di 
P sopra  i due  piani  coordinati  YOZ  ed  XOZ,  e perciò  ci  fanno 
conoscere  l’andamento  della  risultante  di  tutte  le  pressioni:  con- 
giunte poi  colla  equazione  della  superficie  premuta  z=f(x,y). 

Voi  IL  84 
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quando  in  esse  si  ponga  x,  — x,  y,  = y,  z,=z,  ci  faranno  co- 
noscere altresì  le  cooordinate,  e quindi  la  posizione  dei  punto  do- 
ve la  pressione  risultante  incontra  la  superficie,  ossia  la  posizio- 
ne del  centro  di  pressione. 

In  tutte  le  forinole  precedenti  le  somme  I equivalgono  ciascuna 
a un  integrale  doppio:  di  più  in  esse  sussistono  (125)  i valori 

cos  (N,  X)  dS  = dy  dz,  cos(N,  Y)  dS  = dx  dz , coi  (N,  Z)  dS=dx  dy  ; 

e nella  solila  disposizione  degli  assi  cordiuati,  si  ha  pure  il  va- 
lore p=figz. 

400.  i;<| iillihri»  del  liquidi  iteranti  nel  vani  comuni- 
canti. Immaginiamo  due  vasi  V,V'  (fig.  191. a ) di  qualunque 
forma  .e  inclinazione,  comunicanti  fra  loro  per  mezzo  del  canale 
C,  in  modo  che  un  liquido  abbia  il  passaggio  libero  dall’uno  nel- 
l'altro vaso:  nel  primo  si  contenga  un  liquido  omogeneo  di  den- 
sità /x,  e riempia  anche  il  canale  e parte  del  secondo  vaso;  in 
questo  poi  sia  contenuto  un  altro  liquido  pure  omogeneo,  la  cui 
densità  è /.  Posto  che  i due  liquidi  in  equilibrio  rimangano  se- 
parati senza  mescolarsi  insieme  e confondersi,  la  superficie  che  li 
separa,  dovrà  essere  piana  e orizzontale;  perchè  altrimenti  sopra 
qualche  sezione  orizzontale  dei  liquidi  la  densità  non  sarebbe  la 
stessa  in  tutti  i punti,  e questo  è contrario  alla  proprietà  che  si  è 
dimostrata  al  uumero  (451)  per  un  fluido  qualunque  pesante  in 
equilibrio.  Si  rappreseutino  pertanto  con  z,  z-hz'  le  rispettive  di- 
stanze di  un  punto  qualunque  della  sezione  orizzontale  di  se- 
parazione dalle  sujrerficie  esterne  ed  orizzontali  dei  due  liquidi  tra 
loro  equilibrati:  la  pressione  riferita  all’unità  di  superlicie,  si  e- 
sprimo  in  quel  punto  (452.  B')  coll’una  o coll’altra  delle  due  som- 
me nj/z-i-C,  ; 4/(z-t-z')  + C';  dunque  rispetto  a due  liquidi  in 
equilibrio  dentro  ai  vasi  comunicanti,  dovrà  sussistere  1’  ugua- 
glianza 

(B*)  C = dy  (s  -4—  s1)  — C* , 
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nella  quale  C e C'  non  sono  altro  che  le  pressioni  esterne,  a 
cui  sono  rispettivamente  soggette  le  superfìcie  dei  liquidi  me- 
desimi. 

Ora  facciamo  l’ipotesi  1°.  che  ne’  due  vasi  si  contenga  lo  stes- 
so liquido;  sarà  p.gi=)/!g%,  e l’equazione  (BT)  diviene 

r.—C/ 


In  questa  se  ò C=C\  la  distanza  tra  le  due  superlìcie  libere 
del  liquido  (ò  detta  la  differenza  di  livello)  uei  vasi  comunicanti 
sarà  nulla;  ciò  vuol  dire  che  a pressioni  esterne  uguali  il  liquido 
è ugualmente  alto  nei  due  vasi-,  se  poi  è C'  < C,  ovvero  C < C\ 
riuscirà  s'>0,  ovvero <0;  c significa  che  a pressioni  esterne  di- 
suguali il  liquido  s'  innalza  più  da  quella  parte , dove  è minore 
la  pressione  esterna. 

Supponiamo  2°.  che  la  densità  dei  liquidi  sieno  diverse,  men- 
tre sono  uguali  le  pressioni  esterne  sulle  superficie  libero  dei  due 
liquidi;  l’equazione  (BT)  d’ equilibro  diviene 

hz  = ja'(z  + z')  ; 
dq  questa  poi  si  deduce  la  proporzione 

% 

3 ; z *'  = / |a, 

cioè  a parità  di  pressioni  esterne  le  altezze  di  due  liquidi  diversi 
in  equilibrio  dentro  a due  vasi  comunicanti , computate  al  di  so- 
pra del  comun  piano  orizzontale  che  'divide  gli  stessi  liquidi  l uno 
dalT altro,  sono  in  ragione  inversa  delle  loro  densità. 

461.  Da  questo  che  si  è dimostrato,  si  rende  facilmente  ragione 
di  molti  fenomeni  idraulici:  tali  sono  l’innalzarsi  delle  acque  nel  sifo- 
ne e nelle  trombe,  il  sostenersi  che  fa  la  colonna  di  mercurio  nel 
barometro,  e simili.  Colla  medesima  teoria  si  possono  anche  ri- 
solvere diversi  problemi  che  spettano  alla  pratica:  sapendosi  por 
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es.  che  nel  barometro  l'altezza  del  mercurio  che  fa  equilibrio  al- 
la pressione  ordinaria  o media  dell’atmosfera,  è di  metri  0,  76; 
se  si  domanda  l’altezza  di  una  colonna  d’acqua  che  si  equilibri 
pure  colla  pressione  atmosferica,  basterà  richiamare  dalla  fisica  che 
presa  per  unità  la  densità  dell'acqua  stillata,  quella  del  mercurio 
è =13,  586.  Quindi  poiché  le  altezze  delle  duo  colonne  di  mer- 
curio e di  acqua,  che  si  equilibrano  colla  pressione  atmosferica 
e tra  loro,  devono  essere  in  ragione  inversa  delle  loro  densità,  si 
avrà  per  l’altezza  dell’acqua  a = 13,  586 . 0«  , 76=10»» , 33  in 
circa.  Il  peso  di  questa  colonna  d’acqua  sarà  la  misura  della  pres- 
sione atmosferica  sopra  un'  uguale  base:  e siccome  il  grammo  è il 
peso  di  un  centimetro  cubo  di  acqua  stillata  presa  alla  mas- 
sima sua  densità,  così  la  pressione  dell' atmosfera  su  di  un  cen- 
timetro quadrato  equivarrà  al  peso  di  1033  grammi,  ossia  dii*  , 
033. 

462.  Foratole  per  l’equilibrio  del  fluidi  eluKtiel  e pc- 
MtnU.  Vogliamo  dimostrare  che  nell’equilibrio  dei  fluidi  pesanti 
ed  elastici  valgono  le  formolo 

!dp——rgdz , 

P = A|A, 


nelle  quali  z dinota  la  distanza  di  un  punto  qualunque  del  fluido 
da  un  dato  piano  orizzontale,  n la  densità  che  corrisponde  alla 
pressione  p ed  alla  temperatura  0,  * è il  coeflicientc  di  dilatazio- 
ne per  ciasoun  grado  del*  termometro  centigrado,  k0  e k sono 
quantità  costanti  che  dipendono  dalla  natura  dei  fluidi  e rispet- 
tivamente corrispondono  alle  temperature  zero  o 0. 

La  prima  formola  che  riguarda  un  fluido  pesante  qualunque, 
già  è stata  da  noi  dimostrata  (451)  al  principio  di  questo  capo: 
essa  è di  segno  negativo  per  la  ragione  che  l'asse  delle  coordina- 
te s lo  prendiamo  diretto  all'insù  contro  la  direzione  della  gravità. 
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La  seconda  è la  traduzione  della  legge  di  Mariotte  citata  (446) 
nel  capo  precedente,  cioè  che  la  densità  di  una  massa  fluida  ed 
elastica  a temperatura  costante  è proporzionale  alla  pressione  a 
cui  è sottoposta,  purché  questa  pressione  sia  minore  di  quella  che 
riduce  i gas  in  liquidi. 

Per  ciò  che  riguarda  la  terza  forinola,  conviene  ricordare  la 
legge  di  Gay-Lussac,  cioè  che  il  volume  di  un  fluido  elastico 
qualunque  sotto  a una  pressione  costante  cresce  o diminuisce  egual- 
mente per  uguali  aumenti  o diminuzioni  di  temperatura:  quindi 
chiamato  * il  coeflkiente  di  dilatazione  cubica  per  ciascun  grado 
del  termometro  centigrado,  V il  volume  di  una  data  massa  fluida 
ed  elastica  sotto  una  pressione =p,  e a temperatura  zoro,  lo  stes- 
so volume  di  fluido  sotto  la  stessa  pressione  a una  diversa  tem- 
peratura 0 viene  espresso  dal  prodotto 

V (1  10) . 

Siccome  però  a parità  di  massa  le  densità  sono  (99)  in  ragione  in- 
versa dei  volumi , perciò  dinotando  con  *»,  e ^ le  densità  del  flui- 
do sotto  la  stessa  pressione  p , ma  a diverse  temperature  zero  e 
0,  avremo 


i*:  1*0=  V : V(1  -4-  *0) , 


e conseguentemente 


pe  = |i(l -+-a0).  - 


Quindi  per  la  seconda  delle  forinole  (IT1)  essendo  Ay=p  = fc0 ^ . 
si  deriva  la  terza  forinola 


*— =Jfeo(l-t-z0) . 
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463.  Forinole  per  misurare  le  altezze  col  barometro. 

Applichiamo  adesso  all’aria  atmosferica  lo  formolo  stabilito  qui 
innanzi,  e cerchiamo  una  formola  pratica  la  quale  ci  serva  a po- 
ter misurare  col  barometro  le  altezze  * al  di  sopra  deila  super- 
ficie terrestre. 

A questo  fine,  dividiamo  la  prima  delle  forinole  (BT‘)  per  la  se- 
conda, e adoperiamo  il  valore  di  k datoci  dalla  terza:  avremo 

dp  gds 

~Y~~  *.(!-»-*$)  ’ 


ovvero  anche 


ds==_M_ ±^1  ìl 

n P 

Integrando  questa  equazione  per  tutta  l’altezza  s nell’  ipotesi  che  la 
gravità  c la  temperatura  rimangano  costauti,  otterremo 

ka(\  4-aS)  , » . r 

1 = g — ~ lo8  0>)  ■+■ c : 

e rappresentando  con  pt  la  pressione  dell'  atmosfera  presso  la  super- 
ficie terrestre,  dove  è z — 0 , si  ha  il  valore 

(6)  c=  iog(p.) , 

cosicché  varrà  la  formola 

j_  Ail±iliog(  &.). 

11  logaritmo  in  questa  equazione  è il  neperiano:  ora  rappresentan- 
do con  L i logaritmi  volgari  a base  10,  e atteso  il  modo  onde  si  fa 
passaggio  da  un  sistema  di  logaritmi  a un  altro,  abbiamo  (LI) 
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l0g(  jr  }“  Log(  p°  ) • Logfe) 

= Log  ( J~ ) * Log>;2,  7182818...)  = L°g(  p*-  ) ' 0.4342915  ’ 
perciò  fatto 


0, 


_Jo 

4342945^ 


= K, 


la  forinola  (6)  diviene 

(7)  . * = K(l-t-«S)Log(  ■£»•).  < 


Le  pressioni  p„,  p dell’ atmosfera  alla  superficie  terrestre  e al 
punto  supremo  dell'altezza  che  si  vuol  misurare,  sono  evidente- 
mente tra  loro  come  le  corrispondenti  altezze  A0 , h della  colonna 
barometrica  ridotte  alla  stessa  temperatura  = 0 del  mercurio:  in- 
fatti rappresentando  con  I)  la  densità  del  mercurio  a temperatura 
zero,  poiché  è nulla  la  pressione  sulla  superficie  superiore  del 
mercurio  dentro  la  camera  barometrica,  quelle  pressioni  (452.  B") 


si  esprimono  con  pa=Dyh0 , p = D ijh  ; e si  avrà  — = -jp-.  Di 


più,  benché  nell’ aria  la  temperatura  0 vada  variando  insensibil- 
mente coll*  altezza  z;  puro  stando  all’esperienza,  poco  ci  allonta- 
neremo daH’esatlezza  se  prendiamo  per  essa  il  valore  costante  e me- 

1 " 
dio  1)  fra  quelle  temperature,  cho  si  osservano  alla  su- 


perficie terrestre  e al  punto  dell’  altezza  che  si  vuol  misurare.  Fi- 
nalmente è stato  sperimentato  che  il  coefficiente  i di  dilatazione, 
tanto  per  gli  altri  fluidi  elastici  quanto  per  l’aria  secca,  ha  un 
valore  numerico  = 0, 00366  circa  : siccome  però  1’  aria  atmosferi- 
ca contiene  sempre  una  quantità  di  vapor  d' acqua,  avuto  riguar- 
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do  anche  a ciò  si  è fissato  di  prendere  a = 0, 004  = . So- 

ZOU 

stituiti  tutti  questi  valori  nell'  equazioue  (7} , essa  si  trasforma  in 
quest'  altra 

(8) 

li  coeQìcieule  K si  può  determinare  colia  stessa  equazione  (8), 
sostituendovi  per  z quei  valore  che  in  un  dato  luogo  dònno  le 
misure  dirette  o le  misure  trigonometriche.  Adoperando  in  que- 
sto modo,  si  trova  K=  18393**  ; conseguentemente  la  formola 
pratica  per  misuro  re  le  altezze  col  barometro  è 

x=18393-(l  + -^  ) Log(  £-). 

Questa  formola  suppone  che  la  quantità  g sia  costante,  il  che  non 
è vero  in  tutto  : verrebbe  una  formola  più  esatta,  se  si  avesse  ri- 
guardo alla  variazione  insensibile  che  si  opera  nella  gravità  tanto 
per  le  diverso  latitudini  geografiche,  quanto  per  le  diverse  altez- 
ze al  di  sopra  della  superfìcie  terrestre:  ma  noi  ci  contenteremo 
delia  formola  trovata,  la  quale  è abbastanza  esatta,  specialmente 
nelle  latitudini  poco  diverse  dalia  media,  e nel  caso  che  le  altez- 
ze s da  misurarsi  uou  sieno  molto  grandi. 

464.  Nella  modesima  forinola  le  quantità  A,  ed  A non  sono  al- 
ilo, come  abbiamo  già  detto,  che  le  altezze  del  barometro  II,  ed 
li,  osservate  nel  punto  infimo  e supremo  della  2,  e ridotte  alla 
stessa  temperatura  di  zero  gradi.  Ora  per  determinare  il  rappor- 
to di  A,  ed  A per  mezzo  di  II„  ed  II  , e delle  temperature  T0  e 
T del  mercurio  nelle  due  stazioni,  notiamo  che  il  mercurio  chiu- 
so nei  barometro  uou  riduceudosi  se  non  dopo,  qualche  tempo  ad 
uguaglianza  di  temperatura  colf  aria  circostante,  ie  temperature 
T0  , T del  mercurio  barometrico  nelle  due  stazioni  si  osservano 
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e definiscono  per  mezzo  di  un  termometro  annesso  al  barometro, 
mentre  le  temperature  corrispondenti  lt , l dell’aria  si  conoscono 
per  mezzo  di  un  termometro  separato. 

Ciò  posto,  si  sa  dalla  Fisica  che  il  mercurio  per  ogni  grado  del 

termometro  centigrado  si  dilata  di  „ del  suo  volume  alla 

temperatura  zero  : espresso  con  (3  questo  coefficiente  di  dilatazio- 
ne, le  altezze  barometriche  A0 , A a gradi  zero,  si  aumenteranno  per 
ciascun  grado  di  temperatura  delle  rispettivo  quantità  £A0  , ph  ; 
quindi  per  le  temperature  T0  , T diverranno  risjiettivamente 

H0  = A0 -+- £A0 T0 , Il  = A-t-&AT. 

Se  ne  deducono  le  due  espressioni 


A.=- 


1-h? 


t: 


A = 


H 

1 -4-3T  1 


e quindi  il  rapporto 

A„  Hofl+PT)  ' Ho 

T ~ 11(1-+- et)  - Htl  + ^Kl-psT)-’  ’ 

sviluppata  la  potenza  negativa  del  binomio,  e trascurati  siccome 
piccolissimi  i termini  che  hanno  per  fattore  le  poteuze  di  3 su- 
periori alla  prima,  risulterà 

h0  _ H,  _ Il  1 

A ~ H(T+pT0)(l-(ìf)  “ Il  1h-&(T-Tì  • 

Onde  avremo 


Log(-H=u.g(^)-Log(i+-:y^); 
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466.  Se  Don  che  trattandosi  di  livellare  un  lungo  tratto  di 
terreno,  la  livellazione  va  soggetta  a due  errori  principali  che  per 
un  giusto  risultato  si  debbono  apprezzare  c correggere. 

La  prima  causa  di  errore  è la  rifrazione  dei  raggi  luminosi  a 
traverso  l’aria.  Vedremo  nella  Appendice  che  la  luce  attraversando 
strati  aerei  di  diversa  densità  si  rifrango  continuamente  e descri- 
ve una  curva;  quindi  è che  la  mira  osservata  a distanza  notabile 
ci  apparirà  più  alla  del  vero  nella  visuale  orizzontale,  e perciò  al- 
l’altezza indicata  dalla  mira  nell’asta  converrà  fare  qualche  giun- 
ta perchè  corrisponda  al  livello  del  liquido  nel  tubo.  La  quantità 
da  aggiugnersi  o la  correzione  da  farsi  per  la  rifrazione  della  lu- 
ce, giusta  molte  esperienze  eseguite  dagli  Idraulici,  si  può  ri- 
sguardare  come  uguale  in  valore  medio  alla  settima  parte  della 
correzione  da  farsi  per  la  sfericità  della  terra. 

L’altra  causa  di  errore  nella  livellazione  è dunque  la  sfericità 
della  terra,  stante  la  quale  il  livello  del  liquido  nel  tubo  o la  mi- 
ra osservata  sull'asta  in  lontananza  non  si  trovano  ad  ugual  di- 
stanza dal  centro  della  terra,  cioè  non  sono  realmente  ad  uguale 
altezza  tra  loro.  Sulla  superficie  della  terra  sia  M (fig.  163*  ) la 
stazione  dell’osservatore,  MM'...  un  circolo  massimo  del  globo  ter- 
restre nella  direzione  della  livellazione  che  si  vuole  effettuare,  MT 
la  tangente  del  circolo  sull’orizzonte  del  punio  M,  e D un  punto 
preso  sulla  tangente  MT:  supponendo  che  il  livello  del  liquido  nel 
tubo  e la  mira  nell’asta  si  trovino  sulla  visuale  parallela  ad  MD, 
e corrispondauo  rispettivamente  ai  due  punti  M e D,  si  vedo 
chiaro  che  al  pari  di  questi  non  saranno  ugualmente  distanti 
dal  centro  della  terra  nè  ad  uguale  altezza  tra  loro;  perchè  con- 
dotto e prolungato  il  raggio  CM'D,  è DM'  la  differenza  di  distan- 
za dal  centro  o di  altezza  conveniente  per  la  livellazione.  Ora  per 
trovare  l’espressione  di  questa  differenza  DM'  ebo  si  devo  togliere 
all’altezza  osservata  nell’asta,  chiamiamo  r il  raggio  della  terra  ed 
a la  distanza  che  passa  tra  i punti  M e D,  o prossimamente  tra 
tra  i punti  M ed  M':  essendo  la  tangente  in  un  circolo  media 
proporzionale  tra  la  secante  e il  segmento  esterno,  si  avrà 
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2CM'  H-  DM'  : MD  = MD  : DM'  ; 

e polendo  trascurarsi  senza  errore  sensibile  la  quantità  DM'  d’or- 
dinario assai  piccola  in  confronto  del  diametro  terrestre,  si  avrà 
pure 


2r:  a— a : DM'. 

Se  ne  deduce  l’espresssione  DM'  = ^ , la  quale  ci  fa  conoscere 

che  nella  livellazione  per  correggere  l’errore  proveniente  dalla 
sfericità  della  terra  e ridurre  così  il  livello  apparente  al  livello 
vero,  conviene  ribassare  l’altezza  osservata  nell’asta  di  una  quan- 
tità uguale  al  rapporto  tra  il  quadralo  della  lunghezza  del  tratto 
che  si  livella  e il  diametro  della  terra.  — Le  applicazioni  degli 
altri  principii  le  faremo  risolvendo  i problemi  che  seguono. 

467.  Problema  I.  Una  porlina  AE  (fig.  192»  ),  che  intercet- 
ta un  corso  d’acqua  in  un  canale,  può  girare  intorno  a un  asse 
verticale  BC,  ed  è composta  di  un  rettangolo  ABCD  e di  un  qua- 
drante circolare  CBE:  si  vuol  determinare  la  larghezza  CD  da 
dare  al  rettangolo,  affinchè  quando  l'acqua  sfiora  la  linea  superio- 
re DCE,  la  por  lina  si  apra  a un  piccolissimo  impulso. 

Sia  a il  raggio  del  circolo,  b la  cercata  larghezza  da  dare  at 
rettangolo,  ed  x , y sieno  le  rispettive  distanze  di  un  }>unlo  qual- 
siasi o del  rettangolo  o del  quadrante  dall’asse  verticale  CB,  e 
dalla  retta  orizzontale  DCE.  Acciocché  la  portina  si  possa  aprire 
al  più  piccolo  impulso  quando  l’acqua  è all’altezza  DCE,  debbono 
essere  uguali  relativamente  all’asse  CB  i momenti  delle  pressioni 
alle  quali  le  due  ligure  sono  sottomesse.  Ora  pgydxdy  è (452. 
442}  la  pressione  sull’area  infinitesima  dxdy ; c pgxydydy  è il 
momento  della  pressione  relativamente  all’asse  CB.  Questa  ultima 
espressione  integrata  rispetto  alla  y tra  i limili  zero  ed  o,  ovvero 
(VI)  tra  zero  ed  y=\Za' — x \ somministrerà  i valori 
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4*  V-ya'x  dx  , 1, gx[a'  —x')dx 

che  sodo  i rispettivi  momenti  delle  pressioni  sull’elemento  rettan- 
golare a dx,  e sull’elemento  y dx  del  quadrante  circolare.  Integran- 
do di  nuovo  quelle  espressioni  in  ordine  alla  x , la  prima  tra  ze- 
ro e b,  l’altra  tra  zero  ed  «,  se  ne  avranno  i momenti  delle 
pressioni  su  tutto  il  rettangolo  e su  tutto  il  quadrante  espressi  ri- 
spettivamente da 


1 

T 


■tyu'b' 


Uguagliando  come  è detto  da  principio  questi  momenti,  si  ha 

1 1 

l'equazione a'b'—  a ‘ ; da  questa  poi  si  deduce  il  valore  che 
si  voleva,  cioè 


b = 


a 

V? 


468.  Problema  li.  Un  vaso  cilindrico  e verticale  contiene 
masse  uguali  di  liquidi  differenti  le  une  sulle  altre  senza  mescolar- 
si e tutte  in  equilibrio:  si  vogliono  determinare  le  pressioni  che  cia- 
scuna massa  esercita  contro  le  pareti  laterali  del  vaso. 

Anche  in  questo  problema  è da  notare  ciò  che  è stato  dichiarato 
nel  numero  (460)  ; vale  a dire  che  le  superficie  di  separazione  tra 
i diversi  liquidi  in  equilibrio,  sono  tutte  piane  e orizzontali.  Ciò 
posto,  e incominciando  dal  liquido  più  alto,  sieno  t*, , p, . (*«  , • • . • 
le  densità  dei  diversi  liquidi;  a, , a, , a, , ...  le  corrispondenti  loro 
altezze,  cd  r il  raggio  interno  del  vaso  cilindrico.  Consideriamo  uno 
strato  qualunque  formato  da  un  liquido  la  cui  densità  ò , 
l'altezza  o«,  e la  pressione  sull’  unità  di  superficie  presa  nel  piano 
superiore  di  livello  è pn  ■ una  pressione  consimile,  esercitata  in  que- 
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sto  stesso  strato  su  un  puuto  situato  a una  distanza  2 dalla  superfi- 
cie esterna  dei  liquidi,  si  esprimerà  (452. 1^)  con  pn  -t-  ungi , e eoo 
2~  r[pn-hpngz)dz  si  esprimerà  la  pressione  su  un  elemento  2^r  di 
della  superficie  laterale  del  vaso  cilindrico.  Dunque  la  pressione  to- 
tale, esercitata  dal  predetto  strato  liquido  sulla  superficie  laterale 
del  vaso,  si  esprimerà  colla  forinola 


P= 


-h  u-n(jz)  dz  = ìr.rpn  On  + ■zrgpnOn  . 


Siccome  però  nei  liquidi  le  pressioni  si  trasmettono  in  tutti  i sensi , 
la  pressione  pn  è uguale  a tutte  le  pressioni  sommate  insieme  degli 
strati  superiori  ; perciò  avremo 


P*  — 9 (Pi  --t-foi-i  a«-[)  ; 


e perchè  le  masse  dei  diversi  liquidi  -r*/ *ta,  , *rV, 

per  ipotesi  sono  uguali,  e questo  importa  pta,  =pt a,  =...= 

pn-l  Qtt-j  , avremo  anche 


p„  = (n  — l)gp,a,  . 


Dunque  sostituendo  otterremo 

P = 2(n  — 1 ) r.rgp,  a,  a»  -\-zrgpn an'  ■ 


attesa  poi  l'uguaglianza  a»  — 


Mi 

pn 


essa  si  trasforma  in 


P=-2(«  — ~~ — J^L-  =-igp*a' 


in  — 1 
pn 


Se  in  luogo  di  n si  sostituiscono  i numeri  1,2,3,...,  avremo  le 
pressioni  esercitate  dai  singoli  liquidi  contro  la  parete  laterale  del 
cilindro,  e le  medesime  saranno  tra  loro  come  i numeri 
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1 


Fi 


1 


3 


F, 


? 


o 


F» 


1 •••  • 


469.  Problema  III.  Trovare  la  posizione  in  cui  sostenere  una 
mezza  sfera  piena  di  un  liquido  omogeneo  e chiusa  da  un  piano, 
affinchè  la  pressione  esercitala  contro  tutta  la  superficie  del  vaso 
sia  massima  (tìg.  193»  ). 

Rappresenti  p la  densità  del  liquido,  r il  raggio  della  sfera  e 
0 l’angolo  che  l’asse  del  vaso  forma  con  una  retta  verticale:  la 
questione  si  riduce  a determinare  il  valore  di  0,  che  corrisponde 
alla  pressione  massima. 

A questo  fine  rammentiamoci  che  l’arca  circolare  del  piano  che 
chiude  la  mezza  sfera,  è -r’;  che  la  distanza  del  centro  di  gra- 
vità di  questo  piano  dal  punto  o dalla  superficie  suprema  del 
liquido,  è r sen  5;  che  2-r’  è la  superficie  sferica  del  vaso  e che 

f 

r sen  0 -f-  cos  0 è la  distanza  (122)  del  centro  di  gravità  del- 
la medesima  dalla  superficie  superiore  del  liquido,  il  qual  centro 
è situato  sul  mezzo  dell’asse.  Ciò  posto,  le  pressioni  esercitate  ri- 
spettivamente dal  liquido  sulle  superfìcie  piana  e curva,  sono  (453. 
458)  sen  0,  ìy-g-zr* sen  0 -+-  pgr.r* cos  0 : perciò  la  loro  somma 

i^r3(3  sen  0 -f-  cos  0) 

sarà  la  pressione  totale,  a cui  è sottoposta  l’intera  superlicie  del 
vaso.  Il  valore  di  0 pel  quale  questa  pressione  diviene  massima, 
si  ricava  (LXX)  dall’equazione 

3cos0  — sen0  = O; 

e così  la  pressione  è massima  contro  la  superficie  del  vaso,  quando 
si  ha 


0 = arc.  taug  3 . 
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CAPO  III. 


EQUILIBRIO  DEI  SOLIDI  IMMERSI  NEI  FLIIDI  PESANTI 


470.  Prensione  Mtprn  un  wildo  lumicino  in  ini  fluido 

pesante  e in  equilibrio.  Dentro  a una  massa  fluida  pesante 
e perfettamente  in  equilibrio  separiamo  col  pensiero  una  porzione 
di  forma  qualunque,  e immaginiamo  che  tutte  le  molecole  di  que- 
sta porzione  si  connettano  tra  loro  con  linee  rigide  e geometri- 
che: la  cosa,  come  si  vedo,  torna  a considerare  questa  porzione 
come  divenuta  solida,  senza  che  siasi  mutata  la  sua  densità  e il 
suo  volume.  E manifesto  che  1’  equilibrio  non  s’ è turbato  per 
questo;  e che  la  risultante  di  tutte  le  pressioni  esercitate  dal 
fluido  circostante  sulla  superficie  della  porzione  divenuta  solida, 
quando-  il  fluido  non  sia  sollecitato  da  altre  forze  che  dalla  gra- 
vità, è uguale  e direttamente  opposta  al  peso  della  porzione  stes- 
sa. Ma  le  pressioni  su  questa  porzione  solida  sono  le  medesime 
che  sopra  un  vero  solido  qualunque  sostituito  in  luogo  di  quella, 
e che  abbia  in  tutto  la  stessa  forma;  dunque  la  pressione  totale 
che  sostiene  un  solido  immerso  tutto  o in  parte  ( fig.  194. a ) in 
un  fluido  pesante  c in  equilibrio,  è uguale  al  peso  del  fluido  ri- 
mosso. ed  è direttamente  opposta  alla  direzione  di  questo  peso. 
Questo  è il  gran  principio  di  Archimede,  c ordinariamente  si  e- 
nuncìa  dicendo  che  un  corpo  immerso  in  un  fluido  o in  un  li- 
quido perde  tanto  di  peso  , quanto  è il  peso  del  fluido  o del 
liquido  spostato. 

471.  11  principio  di  Archimede  si  può  anche  dimostrare  per  via 
di  considerazioni  analitiche  nel  modo  seguente.  Sulla  superficie  del 
corpo  immerso  in  un  fluido  prendiamo  a considerare  f elemento 
infinitesimo  &> , situato  presso  un  punto  qualunque  (<r,  y,  z).  In 
questo  punto  sia  p la  pressione  riferita  all'unità  di  superfìcie; 
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e <*,  p,  y sieno  gli  angoli  che  fa  la  normale,  che  è pure  la  dire- 
zione della  pressione,  con  tre  assi  coordinati,  duo  orizzontali  e 
«no  verticale:  sarà  p&>  la  pressione  che  sostiene  ('elemento  &>;  e 
pw  cos  a,  p&>  cos  3,  pio  cos  y saranno  le  componenti  della  medesi- 
ma pressione  secondo  gli  assi.  Ma  i tre  prodotti  co  cosa,  «coss, 
to  cos  y non  sono  altro  (125)  che  le  proiezioni  dell’area  infinitesi- 
ma co  sui  tre  piani  coordinati;  chiamando  dunque  a,  ò,  c queste 
proiezioni,  le  dette  componenti  si  esprimeranno  coi  prodotti  pa, 
pò,  pc. 

Ora  nello  pressioni  esercitate  dal  fluido  sull’intera  superficie 
del  solido  immerso,  le  componenti  pa,  pb  rispettivamente  parallele 
agli  assi  orizzontali  OX,  OY  si  distruggono  tutte  scambievolmente 
a due  a due.  Infatti  prolungando  nel  solido  se  fia  d'uopo  il  pic- 
colo cilindro  orizzontale  che  ha  per  basi  w ed  a,  facilmente  s'in- 
tendo come  a ciascuno  elemento  o>  corrisponda  sulla  parte  opposta 
della  superficie  un  altro  elemento  &/,  che  ha  una  stessa  proiezio- 
ne a sul  piano  YOZ;  d’altronde  la  pressione  p,  riferita  all’unità 
di  superficie,  per  l'elemento  «'  rimane  pure  la  stessa  che  per  l’ ele- 
mento t»,  trovandosi  questi  due  elementi  alla  stessa  profondità 
sotto  il  livello  esterno  del  fluido:  dunque  secondo  l’asse  OX  le 
componenti  dello  pressioni  pi»  e po'  esercitate  sopra  i due  elenio:  - 
ti  o>  ed  sono  uguali  ciascuna  apa;  e siccome  nella  medesi- 
ma direzione  agiscono  anche  in  senso  opposto,  così  si  conchiude 
che  le  componenti  pa  di  tutte  le  pressioni  si  distruggono  tra  loro 
a due  a due.  Ciò  stesso  avviene  alle  componenti  pò,  parallele  al- 
l’altro asse  orizzontale  OY,  e perpendicolari  al  piano  XOZ;  non 
restano  dunque  che  le  componenti  verticali  pc,  dalle  quali  risulte- 
rà la  pressione  totale  del  fluido  sul  corpo  solido  che  vi  è immerso. 

Considerando  queste  ultime  componenti,  vede  ognuno  che  il 
cilindro  verticale  di  base  &>,  generalmente  intercetterà  sulla  jiarte 
superiore  della  superficie  del  solido  un  altro  elemento  e che 
rispetto  a un  tale  elemento  sarà  c la  proiezione  sul  piano  XOY 
come  per  rispetto  ad  w,  ma  la  pressione  riferita  all’unità  di  su- 
perficie sarà  p,  minore  di  p:  ì due  elementi  <•>  ed  w,  saranno  dun- 
Vol.  IL  85 
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quc  premuti  verticalmente  in  senso  opposto  dalle  forze  pc  , — p,c, 
e l’elemento  cilindrico  ww,  del  solido  si  troverà  così  sottoposto  da 
basso  in  alto  alla  pressione  verticale  ( p — p,)c.  Ora  supponendo 
che  il  liquido  sia  omogeneo  e di  densità  /,  abbiamo  p=y/</z  C, 
pl=p'gzt-+-C:  dunque  essendo  l la  lunghezza  del  piccolo  cilin- 
dro ww,,  la  pressione  esercitata  sopra  di  esso  di  basso  in  alto  è 

(p — P,)c  = r-'g(s  — i,)c  = / gel , 

ed  equivale  evidentemente  al  peso  del  fluido  di  cui  quell’elemen- 
to solido  occupa  il  luogo.  Applicando  un  somigliante  discorso  a 
tutti  c singoli  gli  clementi  verticali  del  solido,  si  viene  alla  me- 
desima conclusione  del  numero  precedente;  vale  a dire  che  tut- 
te le  pressioni  esercitate  da  un  fluido  omogeneo  contro  un  solido 
che  vi  sia  immerso,  si  riducono  a una  sola  forza  verticale  diretta 
nel  senso  opposto  alla  gravità,  uguale  al  peso  del  fluido  rimosso, 
e applicata  al  centro  di  gravità  di  questo  stesso  fluido. 

Una  tal  conclusione  sussiste  sempre,  come  è chiaro,  sia  che  il 
solido  s’ immerga  totalmente  nel  fluido  omogeneo  o solo  in  parte; 
ed  è anche  vera,  quando  la  densità  j*'  varia  nel  fluido  da  uno  strato 
all'altro.  Imperocché  in  questo  ultimo  caso,  distruggendosi  sempre 
a vicenda  le  pressioni  orizzontali,  ciascuno  dei  cilindri  elementari 
ww,  dovrà  pur  sostenere  la  pressione  ve-ticale  (p  — p,lc  : ora  chia- 
mando z0  quel  particolar  valore  di  z,  pel  quale  la  pressione  p divie- 
ne uguale  a una  costante  C,  abbiamo  evidentemente  (451) 

P=g  r y-'di- f-C,  p,  — g f*'/dz-hC; 
sarà  dunque  la  delta  pressione 

( p—p,)c=gc  ^J\'dz— y*‘‘  -/di  J=y|  f igedz. 

É poi  manifesto  che  questo  ultimo  integrale  rappresenta  il  peso 
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del  fluido,  di  cui  tengono  il  luogo  i singoli  elementi  verticali  del 
solido. 

472.  Condizioni  di  equilibrio  per  un  «olldo  immenso 

in  un  nuido.  Segue  da  ciò  che  si  ò dello  nei  numeri  precedenti 
che  due  sono  le  condizioni  necessarie  e sufficienti  per  l'equilibrio 
di  un  solido  immerso  in  un  fluido:  la  prima  è che  il  peso  del  corpo 
sia  uguale  a quella  del  fluido  espulso,  f altra  che  i centri  di  gra- 
vità del  solido  e del  fluido  espulso  sieno  situati  sopra  una  medesi- 
ma retta  verticale.  Se  non  si  verifica  la  prima  condizione,  si  ha 
nel  solido  un  movimento  di  traslazione  in  allo  ovvero  in  basso;  se 
non  si  verifica  la  seconda,  si  ha  un  movimento  di  rotazione: 
quando  non  si  verifica  nè  l'una  nè  l’allra  condizione,  si  hanno  i 
due  movimenti  a un  tempo. 

Per  stabilire  adesso  una  forinola,  la  quale  ci  sia  di  norma  per 
giudicare  se  nei  casi  particolari  si  possa  o no  verificare  la  prima 
delle  due  condizioni  suddette,  rappresentiamo  con  v il  volume 
del  solido  immerso  totalmente  ovvero  in  parte  nel  fluido,  e con  p 
la  densità  coslanto  del  solido  se  è omogeneo,  ovvero  la  densità 
media  se  è eterogeneo  : rappresentiamo  similmente  con  t/  , / il 
volume  del  fluido  spostalo,  c la  sua  densità  che  supponiamo  uni- 
forme. Esprimeranno  (99.  239)  gu.v  , g/v'  lo  forze  motrici  delia 
gravità,  ossia  i [«si  del  solido  e del  fluido:  dunque  la  prima  del- 
le due  condiziuni  di  equilibrio  richiede  che  sussista  l'equazione 

(D)  ' ne  = \i!vr . 

473.  E qui  si  debbono  considerare  tre  casi  che  possono  occor- 
rere, secondo  che  la  densità  del  solido  è maggiore,  uguale  o mi- 
nore di  quella  del  fluido,  p.  es.  di  un  liquido  dentro  al  quale  es- 
so è immerso. 

Sia  1 .°  n > : siccome  non  può  essere  t>  < v\  così  in  que- 

sto caso  non  si  può  mai  soddisfare  all'equazione  (I));  quindi  è 
che  il  solido  posato  sulla  superficie  del  liquido  o immerso  dentro 
di  esso,  non  potrà  rimanere  in  equilibrio,  ma  scenderà  in  basso 
fino  a che  trovi  un  ostacolo  a cui  si  arresti.  Dico  che  scouderà; 
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perchè  secondo  il  principio  di  Archimede  riferito  di  sopra,  il  pe- 
so che  rimane  al  solido  immerso  si  esprime  con 

« 

g{ |M>— nV) , 

e la  forza  motrice  nel  caso  nostro  risulta  positiva  e tende  all’ in- 
giù nel  senso  della  gravità.  La  forza  acceleratrice  colla  quale  di- 
scende il  solido  poi  che  è immerso,  si  esprime  (239)  con 

ijffcc  — |xV)  i*'  \ . 

p»  y\  v-  )' 

ora  questa  forza  rimane  costante  e la  discesa  si  farebbe  con  mote 
uniformemente  accelerato,  se  la  resistenza  del  mezzo  liquido  non 
vi  si  opponesse. 

2. *  Sia  i*=  / : per  soddisfare  all’equazione  (D) , o alla  prima 
delle  due  coedizioni  di  equilibrio,  è necessario  che  sia  v — v', 
cioè  che  il  solido  sia  immerso  totalmente  nel  liquido:  dunque  in 
questo  secondo  caso  il  solido  dovunque  sia  collocato  dentro  al  li- 
quido rimarrà  in  equilibrio,  purché  il  suo  centro  di  gravità  e quel- 
lo del  liquido  espulso  sieno  sopra  una  medesima  retta  verticale  ; 
ciò  che  costituisce  l’altra  condizione  di  equilibrio,  o si  verifica 
sempre  nei  solidi  omogenei  nei  quali  il  centro  di  gravità  coinci- 
de con  quello  del  liquido  spostato.  In  questo  caso  stesso  in  cui 
siamo,  collocato  che  sia  il  solido  sulla  superficie  del  liquido,  così 
che  si  abbia  «>■«',  sarà  anche  iav>(ìV  ; e non  verificandosi 
l’equazione  (D),  il  solido  si  moverà  discendendo  e tuffandosi  nel. 
liquido  con  una  forza 

g[  |rt>— |aV)>0. 

3. °  Sia  finalmente  f*.  < p'  : per  soddisfare  all’equazione  (D),  de- 
ve essere  v > t>'  ; questo  vuol  dire  che  acciò  il  solido  possa  sta- 
re in  equilibrio,  non  dee  essere  immerso  totalmente  nel  liquido, 
ma  in  parte  soltanto  e galleggiare  sopra  di  esso.  Affinchè  poi 
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sussista  di  fatto  questo  equilibrio,  oltre  al  verificarsi  1'  altra  con- 
dizione che  i centri  di  gravità  del  solido  e del  liquido  espulso  si 
trovino  sopra  una  medesima  retta  verticale,  il  volume  « dee  es- 
sere tanto  più  grande  di  v'  quanto  la  densità  y.  è più  piccola  di 
■/.  Questo  si  esprime  colla  proporzione 

• 

e vuol  dire  che  nell’equilibrio  la  parte  immersa  sta  al  solido  in- 
tero, come  la  densità  di  questo  sla  a quella  del  liquido.  In  qué- 
sto caso  se  si  immerga  il  solido  dentro  al  liquido,  lo  si  vedrà  sa- 
lire alla  superficie;  poiché  esseudo  » = »',  la  forza  motrice  è 


l*V)<  0. 

474.  Equilibrio  filabile  o Instabile  del  galleggianti. 

Consideriamo  un  solido  quanto  a figura  e a densità  simmetrico  re- 
lativamente a un  piano  verticale  MN,  e galleggiante  sopra  un  li- 
quido omogeneo  : nel  caso  di  equilibrio  i centri  di  gravità  del 
solido  e del  liquido  espulso  sono  situali  sopra  una  stessa  vertica- 
le, e i pesi  del  solido  stesso  e del  liquido  espulso  sono  anche 
uguali.  Immaginiamo  adesso  che  venga  impressa  a tutti  i punti 
del  solido  una  velocità  infinitamente  piccola  e parallela  al  piano 
di  simmetria,  cosicché  il  solido  si  sposti  uu  tantino  dalla  sua 
posiziono  di  equilibrio  : ciò  fatto,  o il  solido  tende  a tornare  alla 
primitiva  posizione  di  equilibrio,  ovvero  tende  ad  allontanarsene 
sempre  più;  nel  primo  caso  l’equilibrio  del  galleggiante  è detto 
stabile , e nell’altro  è instabile.  Siccome  poi  è manifesto  che  il 
solido  tende  a riprendere  la  posizione  primitiva  di  equilibrio  ov- 
vero se  ne  allontana  sempre  più,  secondo  che  quello  spostamento  si 
conserva  infinitesimo  o no;  perciò  la  questione  della  stabilità  o 
della  instabilità  d’ equilibrio  nei  galleggianti  torna  a dover  determi- 
nare se  quel  movimento  impresso  rimane  o no  infinitesimo.  Ora  noi 
veniamo  a trattare  appunto  di  questo,  e come  abbiamo  detto  innau- 
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zi  supponiamo  il  solido  simmetrico  relativamente  a un  piano  verti- 
cale, e lo  spostamento  dalla  posizione  naturalo  di  equilibrio  fatto  in 
direzione  parallela  al  piano  di  simmetria. 

475.  Sia  AB  (fig.  195.»)  la  sezione  del  solido  col  piano  orizzon- 
tale, dove  termina  il  liquido;  A'B'=  6 la  nuova  posizione  che  pren- 
de la  sezione  primitiva  di  equilibrio  AB,  dopo  lo  spostamento  infi- 
nitesimo che  si  è dato  al  galleggiante  ; DE  la  sezione  del  solido  con 
un  piano  orizzontale  condotto  per  C,  centro  dell’  area  A'B'  ; G , G'  i 
centri  'di  gravità  del  solido  e del  liquido  espulso  dalla  porzione  del 
solido  A'iNB';  finalmente  sia  a la  distanza  GG'  tra  i due  predetti 
centri,  6 1’  angolo  formato  da  GG'  colla  verticale,  C la  distanza  del 
punto  C dalla  superficie  esterna  AB  del  liquido  che  noi  prenderemo 
pel  piano  delle  coordinate  x ed  y , 31  la  massa  del  solido,  {*  la  den- 
sità del  liquido,  e V il  volume  del  liquido  corrispondente  alla  por- 
zione A'NB'  c il  cui  peso  è uguale  al  peso  di  lutto  il  solido  galleg- 
giante. 

Tutte  le  forze  dalle  quali  è sollecitato  il  solido  sono  la  sua  gra- 
vità e le  pressioni  sulla  sua  parte  immersa  : queste  pressioni  es- 
sendo (470)  uguali  al  peso  del  liquido  espulso  e direttamente  op- 
posto alla  direzione  di  questo  peso,  producono  sugli  elementi  del- 
la parte  immersa  queU’cffeUo  medesimo  che  produrrebbero  delle 
forze  verticali  tendenti  in  alto,  applicato  agli  stessi  clementi  che 
tengono  il  luogo  del  liquido,  e rispettivamente  uguali  ai  pesi  dei 
volumi  corrispondenti  del  liquido  stesso.  Quindi  Z = jrdM  sarà  la 
forza  motrice  di  ciascun  elemento  che  è posto  fuori  del  liquido, 
e l = g<M — la  forza  motrice  di  ciascun  elemento  della 
parte  immersa,  dove  d«  rappresenta  un  elemento  del  volume  im- 
merso netto  stato  di  movimento.  Ora  se  cbiamiame  v quella  ve- 
locità variabile  che  per  un  piccolo  spostamento  del  solido  dalla 
posizione  di  equilibrio  concepisce  un  elemento  qualunque  dM  si- 
tuato a una  distanza  z dalla  superficie  AB  del  liquido;  essendo  le 
cumpouenli  X=0  ed  Y = 0,  l’equazione  delle  forze  vive  (397) 
integrata  che  sia  ci  darà 

2(e*  dM)  = 2J  2(j  dM  dz ) — 2 JUgp  dodz)  +C , 
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ovvero 

(1  ) = ìgì(z  dìi)  — igp  I{t rfu)  -+-  C . 

Il  primo  membro  è una  quantità  infinitesima  di  secondo  ordi- 
ne, per  la  ragione  che  le  velocità  v sono  per  ipotesi  infinitesime; 
perciò  è che  nel  secondo  membro  non  si  potranno  trascurare  se 
non  le  quantità  infinitesime  di  ordine  superiore  al  secondo:  ia 
lettera  C rappresentata  una  costante  arbitraria,  e la  somma  ovve- 
ro l’integrale  1 nel  primo  termine  si  deve  estendere  a tutta  ia 
massa  del  solido,  c nell’ altro  alla  parte  del  volume  che  è im- 
mersa. Cerchiamo  ora  le  espressioni  delle  diverse  parti  dell'equa- 
zione stabilita. 

• 476.  Per  ciò  che  riguarda  il  primo  termine  nel  secondo  mem- 
bro, sia  s(  la  distanza  del  centro  di  gravità  G di  lutto  il  solido 
dal  piano  AB  : poiché  il  peso  del  corpo  nello  stato  di  equi- 
librio è uguale  al  [teso  gji\  del  liquido  espulso,  e si  ha  M — f*V  ; 
perciò  (109]  abbiamo  2(zdM)  = Ma,  = f*Vz, , e per  conseguenza 

(2)  ìgì(zdM)  = 2gr'hl . 

Quanto  all'  altro  termine  nel  secondo  membro  deli’  equazione 
(1),  l’espressione  I(z  da)  rappresenta  relativamente  al  piano  AB 
la  somma  de’  momenti  degli  elementi  del  volume  immerso  nello 
stalo  di  movimento,  ed  è uguale  (109)  al  momento  di  tutto  il  volume. 
Ora  il  volume  immerso  si  compone  di  AE  e DNE,  ossia  di  AE,  di 
ATS’B'  = V,  di  CEB',  e di  — CDA'  ; per  trovare  dunque  il  valore 
dell'espressione  I(z  rfu)  quanto  al  volume  immerso,  basterà  determi- 
narne il  valore  per  ciascuna  di  quelle  quattro  parli  che  compon- 
gono il  volume.  — l.°  Per  ciò  che  riguarda  la  porzione  AE  com- 
presa tra  i due  piani  orizzontali  AB  e DE,  il  valore  di  I(zdi»)  è 
1 

manifestamente  . -j  ? , e si  ha 


- U 
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l(uU>)=±-K' , 

per  la  ragione  che  A £ si  può  considerare  come  un  cilindro  infinite- 
simo di  basse  b e di  altezza  ?.  — 2.°  Quanto  al  volume  A'NB',  la 
distanza  del  centro  di  gravità  G'  dalla  superficie  esteriore  del  liqui- 
do è z(q=  o cosd,  nella  quale  espressione  si  dee  prendere  il  segno 
superiore  ovvero  finferiore,  secondo  che  il  centro  di  gravità  di  tulio 

il  solido  è al  di  sotto  o al  di  sopra  del  ceutro  di  gravità  del  liqui- 
di 0* 

do  espulso:  e siccome  (LVIII)  si  ha  coso  = 1 — ^--t-  0 ^ ... 

Ql 

= 1 5-  , trascurando  come  si  vede  gli  infiuitesimi  di  ordine 

superiore  al  secondo;  perciò  la  suddetta  distanza  si  esprime  an- 

che  eoa  1,  + si  -5-  , e così  il  valore  di  I(z  dw)  sarà 

vi  _ a0‘  ^ . . . . 

\ I z,  a =£  I , noe  si  avra 


2(z  dw)  = Vz,  z^\aziz 


Va9* 
~ 5 

m 


rispetto  al  volume  A'NB',  menzionalo  di  sopra.  — 3.°  Finalmente 
gli  altri  due  volumi  CEB' , — CDA'  si  possono  dividere  in  prismi 
verticali  che  abbiano  per  base  l’elemento  da  della  sezione  A'B'  , e 
per  altezza  la  quantità  HKcosO  : quindi  se  rappresentiamo  con  r la 
distanza  KG  di  un  elemento  qualunque  di  da  una  retta  con- 
dotta per  C e perpendicolare  al  piano  di  simmetria,  esprimerà 


HKcosQdi  = =£  r sen  6 cos  0 


da  = ?zr^ 


^1  — ....  jd«  = =±:  r0da  un  elemento  prismatico  di  uno  (lei 

due  volumi  CEB',  — CDA';  la  espressione  poi  ?:t:-yrsen 0 


— - Bigifaedby-Geugle 
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1 

= C :±:  J re  rappresenterà  la  distanza  tra  il  centro  dello  stesso 

elemento  ossia  tra  il  punto  di  mezzo  della  verticale  I1K  , e l'e- 
stcì  na  superiicie  del  liquido  AB.  Laonde  riguardando  r come  po- 
sitiva o come  negativa,  secondo  che  si  considera  la  parte  B'C 
ovvero  1’  altra  A'C  , e stendendo  la  somma  1 a tutta  Y a- 
rea  A'CB' , po’  due  volumi  insieme  sussiste  il  valore  2(z  dw  ) 

= 2r6da^-+-  ~-r9  J — 6Ìl(r  da)  -+-  -y-  l(r'da)  : ma  2(r  da)  è 

il  momento  dell’  area  A'B'  relativo  a una  retta  che  passa  pel  suo 
centro  normalmente  al  piano  di  simmetria,  e che  perciò  è nullo; 
di  più  si  può  dire  che  il  fattore  2(r’da)  sia  il  momento  (406) 
d’ inerzia  dell’  area  stessa  iu  ordine  alla  medesima  retta,  e che 
può  rappresentarsi  con  bk ’ ; dunque  per  ciò  che  riguarda  i due  vo- 
lumi CEB'  , — CDA'  de’  quali  parliamo,  I’  espressione  precedente 
diviene 


Raccogliendo  adesso  in  una  somma  i tre  valori  relativi  alle  di- 
verse parli  dell’  espressione  2(zdu>),  avremo  pel  volume  immerso 
hello  stato  di  movimento 


1 V/ifl* 

I(zd«)=  -i-  6?’  h- Vi,  z^Va  — t' 


bk'9 * 
2 


1 


e in  conseguenza  anche 


— ìgp  du)  = — g\i.  bC  — =±:  ìg\i.\a  — gp{bk*  ziz  Vo)6*. 


Ora  se  questo  valore  insieme  con  quello  dell’  equazione  (2)  si 
sostituisce  nella  (1),  e si  fa  poi  la  costante  zt  2 gg.  Va  -j-  C=  c „ 
si  avrà 
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(DO  I(v'M)  = - 9v. K'  - gAàk'  =±=  Va) 6*  + c , 

nella  quale  la  costante  c è una  quantità  positiva  e infinitamente 
piccola,  per  la  ragione  che  al  principio  dei  moto  essendo  nulle  le 
quantità  ( , 0 , e le  velocità  v essendo  per  ipotesi  infinitesime. 
In  quel  principio  medesimo  anche  la  somma  Sfo’dM)  è jiositiva  e 
infinitesima. 

477.  Ora  venendo  più  da  presso  alla  questione  proposta,  il  cen- 
tro di  gravità  del  solido  o è situalo  al  di  sotto,  ovvero  al  di  so- 
pra di  quello  del  liquido  espulso.  Se  è situalo  al  di  sotto,  nel  se- 
condo membro  dell’equazione  (D')  si  dee  prendere  il  segno  po- 
sitivo, e la  somma  dei  primi  due  termini  che  sodo  negativi  rie- 
sce sempre  minore  del  termine  c,  per  la  ragione  che  il  primo 
membro  di  quella  è sempre  positivo:  quella  somma  poi  non  può 
divenire  minore  di  c infinitesima,  se  le  quantità  ( e 0 non  ri- 
mangono sempre  infinitamente  piccole;  dunque  se  il  centro  di  gra- 
vità del  galleggiante  è situato  al  di  sotto  del  centro  di  gravità 
del  liquido  espulso  quando  è nello  stato  di  equilibrio,  un  miniino 
movimento  comunicato  al  solido  rimane  costantemente  infinitesimo , 
e perciò  l'equilibrio  è stabile. 

Se  poi  il  centro  di  gravità  del  solido  è al  di  sopra  di  quello 
del  liquido  espulso,  nel  secondo  membro  dell’  equazione  (D')  si 
dovrà  prendere  il  segno  negativo  : quindi  allinchè  le  quantità 
(ed  rimangono  infinitesime  e 1’  equilibrio  sia  stabile  deve  sus- 
sistere 


bk* — V«>0  , ossia  a <— y-  . 

Caò  vuol  dire  che  quando  il  galleggiante  è simmetrico  relativa- 
mente a un  piano  verticale  ed  è spostalo  di  poco  dalla  posizione 
di  equilibrio  nel  senso  del  piano  di  simmetria,  benché  abbia  il 
centro  di  gravità  sopra  quello  del  liquido  espulso,  tuttavia  fequi- 
librio  può  essere  stabile;  lo  sarà  però  realmente  tulle  le  volte  che 
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la  disianza  Ira  i due  centri  è minore  del  quoziente  che  si  ottiene 
dal  dividere  pel  volume  della  parte  immersa  il  momento  d’inerzia 
della  sezione  alla  superficie , relativamente  a una  retta  condotta  pel 
centro  di  questa  sezione  e perpendicolare  al  piano  di  simmetria. 

478.  od  mriarentro.  Nelle  ricerche  sulla  stabilità  d' equi- 
librio dei  corpi  galleggianti  si  coasiderava  per  l'addictro,  e si 
considera  tuttora  nella  architettura  navale  un  certo  punto  singo- 
lare elio  è detto  metacentro:  prima  di  venire  ai  consueti  problemi, 
sarà  bene  che  facciamo  conoscere  un  tal  punto  e accenniamo  la 
regola  che  rispetto  ad  esso  si  suol  dare,  per  saper  distinguere  in 
pratica  se  un  galleggiante  sia  o no  in  equilibrio  stabile. 

Supponiamo  come  nei  numeri  precedenti  che  il  corpo  galleg- 
giante sia  simmetrico  per  rispetto  al  piano  verticale  MN  (fig.  195»  ) 
e che  nel  senso  di  questo  piano  si  rimuova  un  poco  dalla  sua  po- 
sizione di  equilibrio:  la  retta  verticale  che  nello  stato  di  equilibrio 
conteneva  i centri  di  gravità  del  galleggiante  e dell’  acqua  sposta- 
ta, s’inclinerà  aneh’essa  insieme  col  corpò  |ier  ss.  in  GG';  il  pun- 
to G o il  centro  di  gravità  del  solido  resterà  sempre  sulla  retta 
GG',  ma  il  punto  G'  o il  centro  di  gravità  dell’  acqua  spostata 
uscirà  in  generale  dalla  medesima  retta,  c fuori  di  essa  prenderà 
una  certa  posizione  che  noi  ci  figuriamo  in  G".  S’ immagini  ora 
una  retta  verticale  condotta  pel  punto  G",  cioè  pel  centro  di  gra- 
vità dell'acqua  espulsa  dopo  lo  spostamento  del  solido  dalla  sua 
posizione  di  equilibrio:  questa  retta  verticale  incontrerà  la  retta 
GG'  in  un  certo  puuto  0,  ed  è questo  punto  che  chiamasi  il  me- 
tacentro. 

479.  Per  dire  adesso  alcuna  cosa  intorno  alla  regola  fondata 
sul  metacentro,  consideriamo  il  galleggiante  già  rimosso  un  poco 
dalla  sua  posizione  di  equilibrio,  e vediamo  qual  sorta  di  movi- 
mento dovrà  in  esso  succederà.  Nella  nuova  posizione  il  solido  è 
sollecitalo  a muoversi  da  duo  forze  verticali  ed  opposte,  cioè  dal 
proprio  peso  applicato  al  suo  centro  di  gravità  in  G,  e dalla 
pressione  o spinta  del  fluido  che  è una  forza  applicata  in  G"  al 
centro  di  gravità  dell’  acqua  espulsa  ed  agisce  contro  il  peso  nel- 
la direzione  G"0.  Da  queste  due  forze  possono  nascere  (437)  i 
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moti  di  traslazione  e di  rotazione.  Quanto  al  molo  di  traslazione, 
esso  sarà  nullo  se  non  s'imprime  nel  solido  alcuna  velocità  ini- 
ziale, e se  il  volume  del  liquido  spostato  sia  sempre  uguale  a 
quello  che  occupa  il  galleggiante  nella  sua  posizione  di  equilibrio: 
la  ragione  si  è perchè  in  questa  ipotesi  le  due  forze  contrarie,  il 
peso  del  solido  e la  spinta  del  liquido,  sono  anche  uguali;  e pe- 
rò considerale  ambedue  nel  centro  G,  vi  si  distruggono  scambie- 
volmente. 

Quanto  al  moto  di  rotazione  intorno  ai  centro  di  gravità,  dob- 
biamo riguardare  questo  centro  G come  fisso  conforme  alla  teoria 
del  numero  citalo  (437):  di  tal  guisa  rimarrà  senza  effetto  il  pe- 
so del  corpo;  e il  galleggiante  girerà  intorno  a un  asse  orizzon- 
tale che  s'immagina  condotto  pel  punto  G normalmente  ai  piano 
<ii  simmetria  MN,  in  virtù  della  sola  pressione  o spinta  dell'a- 
cqua nella  direzione  G"0.  Onde  la  regola  per  riconoscere  dal  me- 
tacentro so  l’equilibrio  del  galleggiante  sia  o no  stabile,  è la  se- 
guente: se  nel  dello  movimento  di  rotazione  il  metacentro  0 re- 
sta sempre  al  di  sopra  del  punto  G,  o del  cenilo  di  gravità  del 
corpo,  f equilibrio  sarà  stabile , tendendo  in  questo  caso  la  spinta 
del  fluido  a ritornare  la  retta  GG'  nella  posizione  verticale  che 
rispondo  all’equilibrio  del  galleggiante;  se  poi  il  metacentro  si  tro- 
va sempre  al  di  sotto  del  centro  di  gravità,  l’equilibrio  del  solido 
sarà  instabile,  tendeudo  in  quest' altro  caso  la  spinta  del  fluido 
ad  allontanare  sempre  più  la  retta  GG'  dalla  posizione  verticale. 
L'equilibrio  sarebbe  indifferente,  se  il  metacentro  coincidesse  col 
centro  di  gravità  del  galleggiante;  e la  considerazione  del  meta- 
centro non  servirebbe  più  a nulla  quanto  alla  determinazione  del- 
la stabilità  d' equilibrio,  se  esso  nel  movimento  di  rotazione  fosse 
ora  al  di  sopra  e ora  al  di  sotto  del  centro  di  gravità  del  corpo 
galleggiante.  Veniamo  adesso  alla  soluzione  di  qualche  problema. 

480.  Problema  1.  Determinare  la  densità,  ossia  il  peso  speci- 
fico di  un  dato  corpo. 

A parità  di  volume  le  densità  dei  corpi  omogenei  sono  tra  lo- 
ro come  le  masse  (99),  o anche  come  i pesi  (98):  quindi  è che 
se  per  unità,  come  si  è convenuto  po’ solidi  e per  i liquidi. 
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prendiamo  la  densità  dell’  acqua  distillata  alla  temperatura  di 
quattro  gradi  del  termometro  centigrado  (l'esperienza  dimojtra 
che  l'acqua  a questa  temperatura  ha  la  massima  densità);  la  den- 
sità degli  altri  corpi  a volume  uguale  , a quello  dell'acqua,  si 
determina  dividendo  rispettivamente  i loro  pesi  per  quello  del- 
l’ acqua.  La  densità  cosi  espressa  è detta  peso  specifico  dei  corpi, 
cioè  il  peso  di  un  dato  corpo  riferito  a quello  dell’  acqua  preso 
per  unità  di  misura  sotto  pari  volume. 

Gò  posto,  per  determinare  la  densità  o il  peso  specifico  di  un 
dato  corpo,  basta  conoscere  a parità  di  volumi  il  peso  del  corpo 
e quello  dell’acqua:  questi  due  pesi  poi  si  conoscono  applicando 
il  principio  di  Archimede  (470).  Se  il  corpo  è un  solido,  lo  si 
pesa  prima  Dell’aria  coi  metodi  usali,  e poi  nell’acqua:  la  diffe- 
renza tra  i due  pesi  è quel  tanto  di  peso  che  ha  perduto  nel- 
l’acqua, ossia  è il  peso  dell’acqua  a volume  uguale  col  solido: 
quindi  il  quoziente  del  suo  peso  nell’aria  diviso  per  la  differen- 
za ottenuta,  dà  la  densità  o il  peso  specifico  di  quel  solido.  É 
vero  che  l’esperienza  dovrebbe  farsi  nel  vuoto,  acciocché  il  risul- 
tato riuscisse  più  esatto:  il  solido  perde  anche  una  parte  del  suo  peso 
per  essere  realmente  immerso  nell’aria;  ma  essendo  questa  perdita 
una  cosa  da  nulla,  si  può  e si  usa  di  trascurarla  senza  errore 
sensibile.  — Se  poi  il  corpo  è un  liquido,  si  usa  di  prendere  un 
solido  del  quale  si  conosce  il  peso,  e s’immerge  successivamente 
nel  dato  liquido  e nell’acqua:  nell’uno  e nell’ altra  esso  perde 
una  diversa  qnantità  di  peso;  questa  diversa  quantità  è il  peso 
diverso  del  liquido  e dell’acqua  a volumi  uguali:  il  quoziente  tra 
questi  due  pesi  è il  peso  specifico  del  liquido  proposto. 

Quando  un  corpo  è composto  di  due  altri  omogenei,  dei  quali 
si  conocono  i pesi  p , p',  e le  densità  p,  /,  nel  caso  che  la 
composiziono  avvenga  senza  variazione  dei  volumi,  si  può  deter- 
minare la  densità  <r,  o il  peso  specifico  del  composto  pure  omo- 
/ geneo.  Rappresentino  m ed  to',  « e e'  le  rispettive  masse  e i vo- 
lumi dei  corpi  coni|<onenti:  avremo  (99.  98) 
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m 4-  m'  m -+-  m'  p + p' 

X c -+-  m ,m!  p p'  ’ 

! ' t 

(i  p 

ossia 

. _ _ w(p  4-  p'i 

vfp  + vft  • 

In  generale  quando  tra  le  cinque  quantità  x,  p,  p',  p,  ? se  ne 
conoscano  quattro,  per  mezzo  della  forinola  qui  sopra  stabilita 
potrà  determinarsi  anche  la  quinta. 

481.  Problema  II.  Determinare  le  posizioni  di  equilibrio  in 
un  prisma  retto  e omogeneo , che  ha  le  basi  quadrate  ed  è im- 
merso in  un  liquido  in  modo  che  le  basi  fieno  verticali,  e uno  de- 
gli spigoli  orizzontali  sia  fuori  del  liquido. 

A noi  basterà  di  considerare  la  sezione  di  questo  prisma  fatta 
con  un  piano  verticale,  condotto  se  si  vuole  pel  suo  centro.  Sia 
dunque  ABCD  (fig.  196»  ) la  sezione  del  prisma  fatta  con  un 
piano  verticale,  sia  G il  centro  di  gravità  di  questa  sezione  qua- 
drata, A il  vertice  dello  spigolo  fuori  del  liquido,  LL'  la  sezione 
del  quadrato  colla  superficie  libera  del  liquido,  E il  punto  di 
mezzo  della  retta  LL',  ed  II  il  centro  di  gravità  del  triangolo  ALL/ 
che  è fuori  del  liquido.  Per  la  proprietà  che  hanno  i centri  di 
gravità,  una  retta  che  congiunge  il  centro  di  gravità  di  un  corpo 
qualunque  e di  una  di  due  porzioni  che  lo  compongono,  passa 
anche  pel  centro  di  gravità  dell'altra  porzione:  dunque  il  centro 
di  gravità  della  porzione  immersa  o anche  del  liquido  espulso,  è 
situato  sulla  retta  IIG  prolungata,  che  nel  caso  di  equilibrio  ha 
una  posizione  verticale.  Quindi  è che  avendo  condotta  EK  paral- 
lela ad  IIG  fmo  a che  incontra  la  diagonale  AC  nel  punto  K, 
in  qualunque  posizione  di  equilibrio  saranno  uguali  le  distanze 
KL  e K L\ 
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* Ciò  posto,  cerchiamo  le  equazioni  che  esprimano  le  due  con- 
dizioni di  equilibrio  (473.  3°.).  A questo  line  chiamiamo  a il 
lato  del  quadrato  ABCD,  a:  ed  y le  due  parti  AL  ed  AL'  fuori 
del  liquido,  le  quali  è necessario  determinare  per  qualsivoglia 
posiione  di  equilibrio.  Nel  triangolo  ALL'  il  centro  di  gravità  H 

g 

è situato  sulla  retta  AG,  e la  sua  distanza  dal  vertice  è AH=  -g- AE: 

2 

quindi  essendo  HG  parallela  ad  EK,  sarà  pure  AG  = -g-  AK  ; 

3 3 

per  conseguenza  AK=  j AG=  j AC  , e la  proiezione  AP 

3 

della  retta  AK  sopra  le  direzioni  AB,  AD  si  esprimerà  con  -j-a. 

[ Laonde  nei  triangoli  AKL,  AKL'  si  ha  dalla  geometria 

KL  = x’  -+-  ÀK*  - 2x . -a,  KL'  = y'  ÀK*-2 g.  -|-a  : 

ora  in  forza  della  prima  condizione  d’equilibrio  la  retta  HG  nella 
quale  si  trovano  i centri  di  gravità  del  quadrato  ABCD  e del  li- 
quido spostato,  dee  essere  verticale  di  posizione;  e perciò,  come 
accennammo  di  sopra,  debbono  essere  uguali  le  distanze  KL  e KL': 
dunque  la  prima  condizione  di  equilibrio  è data  dall’equazione 
unica 

x*—  ìx-^-a=y  —ìy.-ja 
che  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

[x— y)[x-hy—  a |=0; 
ovvero  da  una  delle  due 
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x—y=0, 

[ì)  x-\-y — |-a  = 0. 

Per  determinare  adesso  l’equazione  che  esprime  la  seconda  con- 
dizione di  equilibrio,  sieno  ? e / le  densità  del  galleggiante  e 
del  liquido:  siccome  la  porzione  immersa  del  quadrato  e il  qua- 
drato tutto  intero  si  rappresentano  rispettivamente  con  a* — y xy 

ed  a*,  così  l’altra  condizione  di  equilibrio  per  la  quale  la  por- 
zione immersa  sta  all'intero  quadrato  come  la  densità  del  solido 
sta  a quella  del  liquido,  si  esprimerà  colla  equazione 

, 1 

1 

a * 2 

ovvero 

(3)  *j=2a-(l--er). 

Quest’  ultima  equazione  combinata  colla  (1),  ovvero  colla  (2), 
ci  darà  tutte  le  posizioni  di  equilibrio  che  noi  adesso  passiamo 
a discutere. 

l.°  Ponendo  mente  allo  equazioni  (1)  e (3),  la  prima  posizione  di 
equilibrio  corrisponde  ai  valori 


7 


x—y=a\/ 2^1  ^ ) : 

siccome  però  le  parti  x ed  y debbono  essere  sempre  più  piccole 
di  a,  quella  prima  posizione  di  equilibrio  non  sussisterà,  se  il  rap- 
porto -Z-r  non  avrà  un  valore  compreso  dentro  i limiti  y ed  1. 
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2.°  Considerando  le  equazioni  (2)  e (3),  dalia  prima  si  deduce 


e la  seconda,  con  sostituirvi  questo  valore  di  i/,  diviene 


da  queste  si  ricavano  i valori 


ai  quali  corrispondono  due  altre  posizioni  di  equilibrio  affatto 
simmetriche,  secondo  che  si  prendono  i segni  superiori  ovvero 


gli  inferiori.  Perchè  sussistano  queste  due  posizioni,  il  rapporto  -F, 

p 

dee  essere  compreso  tra  i valori  delle  frazioni  ^ e : se  4- = 9^  - 

04  oz  fi  oZ 


le  due  posizioni  tornano  a una  sola,  cioè  a quella  determinata 
u 24 

innanzi  (1°.);  se  cosicché  ne  risultino  x=a  ed  y=t<i 


o viceversa,  il  prisma  starà  ancora  in  equilibrio,  purché  due  dei 
suoi  spigoli  sieno  immersi,  un  terzo  spigolo  sia  alla  superfìcie  del 
liquido,  e il  quarto  ne  sia  fuori. 

482.  Problema  HI.  Si  domanda  quale  è la  condizione  di 
equilibrio  stabile  in  un  parallelepipedo  rettangolo  e omogeneo  im- 
merso in  un  liquido  sì  che  le  basi  sieno  orizzontali , e lo  sposta- 
menlo  dalla  posizione  di  equilibrio  si  faccia  in  direzione  paratie- 
• la  alle  faccie  verticali. 

Voi.  IL  26 
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Sicno  a,  b le  dimensioni  della  base,  c l'altezza  del  parallelepi- 
pedo, y e y la  densità  del  solido  e del  liquido:  abe  è il  volu- 
me del  solido,  e conseguentemente  in  forza  della  seconda  con- 
dizione di  equilibrio  (473.  3°.)  sarà  A abe  il  volume  della  par- 
te immersa,  che  è di  un  parallelepipedo  rettangolo  la  cui  altezza 


Di  più,  i centri  di  gravità  di  tutto  il  solido  e della  porzione 
immersa  o del  liquido  espulso,  distano  dalla  base  inferiore  e co- 

C u c 

muno  alle  duo  ligure  di  y e di  4 ; perciò  l’altezza  del 

centro  di  gravità  del  galleggiante  su  quello  del  liquido  espulso,  o 
con  altre  parole  la  distanza  tra  i due  centri  viene  espressa  dal 

prodotto  -£■  ^1  — jp  ) . 

Finalmente  rappresentando  con  r la  distanza  di  un  elemento 
b dr  della  sezione  rettangolare  che  la  superlicie  libera  del  liquido 
fa  col  solido  immerso,  da  una  retta  condotta  pel  centro  di  que- 
sta sezione  e parallela  al  lato  6,  il  momento  d'inerzia  di  questa 
sezione  relativamente  a quella  retta  si  esprime  evidentemente  con 


br'dr=  r-r  6a‘  . 

12 


Per  la  qual  cosa  secondo  la  regola  esposta  al  numero  (477),  la 
condizione  di  equilibrio  stabile  pel  parallelepipedo  proposto  in 
ordine  a un  movimento  parallelo  alle  facce  oc,  è data  dalla  inu- 
guaglianza 


U 


Digitized  by  Google 


MOTO  DEI  FUl'DI  IN  GENERALE 


403 


che  si  può  scrivere  ancora 


'L’equilibrio  sarebbe  instabile,  se  il  rapporto  ^ fosse  minore  del 

c 

secondo  membro;  sarebbe  poi  indiflerente,  se  vi  fosse  uguaglianza 
Ira  i duo  membri. 


CAPO  IV. 

MOVJMEMTO  DE)  FLIIDI  IN  GENERALE. 


483.  Equazioni  nel  movimento  «lei  fluidi.  I fluidi  in 
equilibrio,  siccome  abbiamo  detto  nel  capo  primo,  in  virtù  delle 
azioni  molecolari  hanno  la  proprietà  di  trasmettere  ugualmente 
in  tutti  i sensi  attraverso  alla  propria  massa  le  pressioni  applicate 
alla  loro  superlicie,  e di  esercitare  normalmente  una  pressione 
uguale  in  ogni  verso  su  ciascuno  elemento  di  superficie  intorno 
a un  punto  qualunque  nell’interno  della  massa.  Questa  seconda 
proprietà,  la  quale  riposa  essenzialmente  sull’  ipotesi  di  una  flui- 
dità o mobilità  perfetta,  pare  che  non  abbia  sempre  luogo  nei 
fluidi  in  moto:  in  tal  caso  la  pressione  può  non  essere  normale 
all’  elemento  sui  quale  si  esercita,  nè  riuscire  uguale  in  tutte  le  ’ 
direzioni  intorno  a un  medesimo  punto  ; per  la  ragione  che  scor- 
rendo le  molecole  le  une  sopra  Jc  altre,  sappiamo  dalla  esperienza 
che  prende  forza  una  certa  coesione  tra  le  parti  del  fluido  e si 
sviluppa  un  certo  attrito  di  tanto  maggior  grado  quanto  più 
grande  è la  velocità  del  movimento.  Ciò  non  ostante,  quando 
il  moto  dei  fluidi  non  è assai  rapido,  la  della  proprietà  si 
può  ammettere  come  esistente  tuttavia  nei  medesimi  fluidi; 
giacché  i risultali  che  si  ottengono  in  questa  ipotesi,  si  accor- 
dano sufficientemente  con  quelli  che  ci  danno  le  osservazioni  e 
le  esperienze.  Di  tal  modo  come  sul  principio  della  uguaglianza 
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di  pressione  normale  e di  trasmissione  abbiamo  stabilito  le  equa- 
zioni di  equilibrio,  così  sulla  medesima  proprietà  possiamo  fon- 
dare le  formole  del  moto  nei  fluidi  che  non  scorrono  con  velocità 
troppo  grandi. 

Le  formole  di  cui  si  fa  uso  nel  determinare  il  movimento  di 
un  sistema  di  punti  nello  spazio,  generalmente  sono  quelle  che 
servono  ad  esprimere  le  coordinate  di  ciascun  punto  in  fun- 
zione del  tempo:  ma  trattandosi  di  un  fluido,  invece  di  seguire 
nel  suo  corso  l’andamento  di  ciascuna  molecola  per  la  rispettiva 
traiettoria  o per  le  successive  posizioni,  torna  più  comodo  di 
considerare  un  punto  preso  ad  arbitrio  nell'  interno  della  massa 
fluida,  e di  trovar  quindi  le  diverse  quantità  relative  allo  stato 
dinamico  della  molecola  che  passa  per  quel  punto  alla  fine  di 
un  tempo  qualunque.  Le  quantità  da  trovarsi  per  riguardo 
alla  molecola  che  alla  line  di  un  tempo  t passa  per  un  punto 
(x,  y,  z),  sono  la  pressione  p,  la  densità  p,  e la  velocità  della 
stessa  molecola  in  quel  punlo,  o piuttosto  le  componenti  della 
velocità  u, , , m,  rispettivamente  parallele  a tre  assi  rettan- 

golari: ora  per  determinare  queste  cinque  quantità  e con  esse 
il  moto  del  fluido  soggetto  all’  azione  di  qualunque  forza,  ci 
vogliono  generalmente  cinque  distinte  equazioni  o relazioni  tra  le 
medesime  quantità  variabili.  Ricerchiamo  pertanto  coleste  equa- 
zioni o relazioni;  ma  nel  ricercarle,  dobbiamo  avvertire  che  le 
quantità  prenominate,  cioè  la  pressione  e la  densità  e le  velo- 
cità componenti,  si  hanno  a risguardare  ciascuna  come  funzione 
delle  quattro  variabili  indipendenti  x,  y,  z,  t:  imperocché  egli 
è evidente  che  le  dette  quantità  e variano  insieme  col  punto 
arbitrario  (x,  y,  z)  alla  fino  di  uno  stesso  tempo  I,  e variano  pure 
col  tempo  in  uno  stesso  punto  o luogo  dello  spazio.  Con  tale 
avvertenza  mettiamoci  senz'  altro  alla  ricerca  delle  equazioni  accen- 
nate. 

484.  Equazioni  delle  forze  (tolleri tanti.  Nelle  direzioni 
paralelic  agli  assi  sieno  X,  Y,  Z le  componenti  della  forza  ac- 
celeratrice,  che  alla  fine  di  un  tempo  l agisce  sulla  molecola  si- 
tuata nel  punto  (x,  y,  z)  della  massa  fluida.  Conforme  al  prin- 
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cipio  di  d’ Alembert,  in  un  sistema  materiale  qualunque  si  deve 
ammettere  I’  equilibrio  tra  le  forze  realmente  applicate,  e lo  forze 
uguali  e contrarie  a quelle  cbe  produrebbero  nei  punti  del  si- 
stema se  fossero  liberi,  i movimenti  attuali  e osservati:  ora  fa- 
cendo astrazione  dalle  pressioni  scambievoli  dello  molecote  e ri- 
sguardando  i punti  della  massa  fluida  come  se  fossero  interamente 
liberi,  le  forze  cbe  nella  direzione  degli  assi  souo  capaci  di  pro- 
durre in  qualsivoglia  molecola  o punto  {x,  y,  z)  il  movimento 

1 1 

attuale  e osservato,  si  esprimono  (261)  coi  prodotti  da,,  d«„ 


1 

-jj  dul  (rappresentiamo  in  tal  guisa  sotto  forma  di  prodotti  le  forze 

mentovate,  per  distinguerle  dalle  derivate  parziali ~ , 

^ delle  velocità  componenti  relativamente  al  tempo  <):  si  do- 
vranno dunque  equilibrare  tra  loro  le  forze  X , Y , Z da  una 

1 1 ‘ 1 

parte,  e all’  altra  le  forze  — du, , — dut , — dut  ; ciò 

torna  a dire  che  dimorerà  uell'  equilibrio  qualsiasi  molecola  della 
massa  fluida,  o un  punto  qualunque  (ac , «/,  z)  sollecitalo  dalle 
forze  acceleratrici 


X - 


Laonde  al  medesimo  punto  o molecola  potremo  applicare  le  tre 
equazioni  (A),  che  per  l' equilibrio  di  una  massà  fluida  si  sono 
stabilite  al  numero  (443);  e così  nel  movimento  della  stessa  massa 
avremo  per  ciascuna  molecola  le  forinole 
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Ora  dal  numero  (LXXY1I)  della  Introduzione  abbiamo  che  il  dif- 
ferenziale totale  della  velocità  componente  u,  si  esprime  in  questo 
modo 


du.  = 


ÈL 

dx 


dx-\- 


d«, 

dy 


, du,  , , du, 


e una  tale  espressione,  attesi  i valorori  (261)  degli  incrementi  dx 
= «,  di  , dy  = u,dl , ds  = Uìdt , che  nel  movimento  della  mole- 
cola considerata  ricevono  le  tre  coordinale  x , y , z nel  tempuscolo 
infinitesimo  di,  si  riduce  evidentemente  all'  alira 


du, 

dx 


di  più  a questa  espressione  sono  in  tutto  somiglianti  quelle,  che  si 
ottengono  per  gir  altri  differenziali  totali  du,  , du,  . Le  tre  equazio- 
ni del  moto  che  abbiamo  scritto  di  sopra,  diventano  dunque 


$-=rl 

f x_» 

du, 

H . ' 

du, 

du,  \ 

dx  “ 

{ ' dx 

* (lìl 

U * dz 

dt  ) 

dp  _ 

( V 

du. 

du. 

du. 

dy  H 

iY-“'  w 

— u , 

dy 

“*  dz 

dt 

<lP  _ 
ÌT-*1 

du, 
* dy 

du, 

~ U‘  li 

du, 

dt 

Queste  tre  forinole  nel  movimento  di  una  massa  fluida  si  dicono 
le  equazioni  delle  forze  sollecitanti : la  formola  che  viene  appresso, 
chiamasi  1’  equazione  della  continuità;  perchè  essa  non  ha  luogo,  se 
nen  supponendo  che  le  molecole  scorrano  insieme  senza  separarsi 
le  une  dalle  altre,  c clic  la  massa  fluida  durante  il  suo  molo  si  man- 
tenga continua. 
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485.  Equaxfonr  della  continuiti».  Nello  Spazio  OCCUpatO 
dal  fluido,  in  un  punto  [x,  y,  z)  immaginiamo  un  parallelepipedo 
infinitamente  piccolo  AB  = dxdydz  (lig.  186.»),  e supponiamolo 
aperto  in  tutte  le  facce  parallele  ai  tre  piani  coordinati,  sicché  il  flui- 
do nel  suo  movimento  vi  possa  entrare  ed  uscirne  senza  veruno  osta- 
colo: ora  mentre  il  fluido  aitraversa  lo  spazio  AB  mantenendosi  con- 
tinuo, la  sua  massa  subisce  generalmente  in  quello  stesso  luogo  ad 
ogni  istante  di  una  certa  variazione  che  si  può  esprimere  in  due  mo- 
di diversi,  e sono  i seguenti. 

La  massa  del  fluido  che  si  contiene  nel  parallelepipedo  rettango- 
lo AB,  è ndxdydi  alla  fine  di  un  tempo  t ; alla  fine  del  tempo 
/ -f- di,  cangiandosi  con  questo  la  densità  in  uno  stesso  luogo,  la 


detta  massa  diviene 


(' 


) 


dxdydz : adunque 


la  variazio- 


ne che  nel  tempuscolo  di  subisce  la  massa  del  fluido  compreso  nello 
spazio  AB,  si  esprimerà  in  questo  primo  modo 


(1) 


^ - dx  dy  dz  di 


Per  trovare  l’altra  espressione,  osserviamo  che  il  prodotto  pu, 
si  può  riguardare  come  costante  insieme  coi  fattori  p ed  u,  in 
tutto  il  tempuscolo  dt  e per  tutta  l’estensione  della  faccia  dyds 
più  vicina  al  piano  coordinato  YOZ,  e che  il  medesimo  prodotto 
sulla  faccia  opposta  e parallela  per  la  variazione  della  x diviene 

d[iM j) 


ne  f xu,- 


dx 


dx.  Ciò  osservato,  è chiaro  che  ciascuna  delle 


molecole  poste  sulla  faccia  dydz  descrive  nell’istante  di  |o  spa- 
zio infinitesimo  ujdl,  e però  di  tanto  si  troverà  spostato  verso 
l’interno  dello  spazio  AB  lo  strato  fluido  che  costituiva  alla  fine 
del  tempo  t la  stessa  faccia  dydz ■ quindi  è che  nel  tempuscolo 
dt  s’introduco  per  questa  faccia  nel  parallelepipedo  AB  la  mas- 
sa fluida  pUfdtdydz,  e ne  esce  tutt’ insieme  per  la  faccia  oppo- 


sta un'  altra  massa  poi,  • 


dx  dt  dy  dz; 


e così  l’eccesso 
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della  quantità  di  fluido  che  entra  nel  parallelepipedo  sopra  quel- 
la che  ne  esce  nella  direzione  dell'asse  OX,  si  avrà  dal  prodotto 

—(Tx^  ^ ^ di. 

Similmente  gli  eccessi  delle  quantità  di  massa  che  s’introducono 
per  le  faccie  dx  dz,  dx  dy  sopra  quelle  che  escono  per  le  faccio  pa- 
rallele durante  il  tempuscolo  di  nella  direzione  degli  altri  assi  OY 
c OZ,  saranno  dati  rispettivamente  dai  due  prodotti 

— ^dy'ì  ^ x dy  dzdl , — —jfr1- - dx  dy  dz  di. 

Se  adesso  si  sommano  insieme  tra  loro  i tre  eccessi  o prodotti 
trovati,  risulterà 

* 

e sarà  questo  il  secondo  modo,  onde  si  esprime  la  variazione  che 
avviene  nell'intervallo  infinitesimo  di  alla  massa  del  fluido  con- 
tenuto nello  spazio  AB.  Uguagliando  tra  loro  le  due  espressioni 
(1)  e (2),  e dividendole  quindi  per  dxdydzdl,  otterremo 

(E'I 

' ' di  dx  dy  di 

la  quale  è appunto  l’equazione  della  continuità,  ed  è la  quarta 
di  quelle  che  servono  a determinare  il  moto  dei  fluidi. 

486.  Equazione  relativa  alla  natura  del  fluido.  Rimane 
ancora  a trovare  nel  movimento  dei  fluidi  una  quinta  equazione, 
la  quale  ci  verrà  data  dalla  diversa  natura  dei  fluidi  stessi.  Per- 
tanto 1°.  se  il  fluido  è elastico  e compressibile,  come  l’aria  e i 
gas,  avremo  tra  la  .pressione  e la  densità  la  relazione  già  notata 
altrove  (446) 
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(E") 


P = 


dove  il  coefiiciente  k non  dipende  che  dalla  temperatura  della 
massa  fluida  ed  elastica:  con  questa  equazione  (E"),  e colle  altre 
quattro  (E)  ed  (E')  si  determinano  tutte  e cinque  le  quantità  p, 
{a,  m,  , m,  , m,  in  funzione  delie  variabili  x,  y,  z,  t nel  caso  di  un 
fluido  elastico  qualunque. 

2°.  Se  poi.il  fluido  è incompressibile  cornei  liquidi,  ma  omo- 
geneo in  tutta  la  sua  massa;  allora  la  densità  y è costante,  e 


si  annulla  la  derivata 


parziale 


: onde  in  tal  caso  l’equazione 


della  continuità  (E')  si  ridurrà  nel  primo  membro  a tre  soli  ter- 
mini, e toltone  quindi  il  fattore  costante  e comune  p,  diverrà 
semplicemente 


(E'") 


<*«, 

dz 


=0. 


In  questo  medesimo  caso  non  si  hanno  a determinare  che  le 
quattro  funzioni  p,  u„  u„  u,;  e a tale  effetto  bastano  le  quattro 
equazioni  (E)  ed  (E"'). 

3°.  Finalmente  trattandosi  di  un  fluido  incompressibile  ma  ete- 
rogeneo, si  rifletta  cbe  quantunque  la  densità  del  liquido  sia 
differente  nelle  diverse  molecole,  nondimeno  essa  si  conserva  co- 
stante ed  invariabile  ìd  ciascuna  molecola  per  lutto  il  corso  del 
movimento  : la  quantità  y si  deve  dunque  considerare  come 
una  funzione  delle  quattro  variabili  x,  y,  z,  t;  ma  nel  medesimo 
tempo  si  deve  questa  funzione  fare  uguale  per  ciascuna  mo- 
lecola a una  costante  C,  la  quale  cangerà  poi  di  valore  nel  passare 
da  una  molecola  all’altra.  Adunque  potremo  scrivere  l’equazione 

P = fi 3,  y,  2,  0 = C: 

\ 

quindi  differenziando  questa  stessa  equazione,  e sostituendo  ai 
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differenziali  dx , i ìy,  di  i valori  corrispondenti  al  movimento  di  una 
medesima  molecola,  cioè  (261)  u,dt , u3dt,  u3dl\  otterremo  (LXXVI) 


Tf  * 


= o. 


ossia 


<E">  4 -4 -.4 


+*■  &-• 


Il  primo  membro  di  questa  equazione  non  è che  una  parte  della 
equazione  (E')  sviluppala;  1’  altra  parte  di  questa  ultima  fon- 
du, 
dx 


siste  poi  nel  prodotto  p 


t'4+4}  "*  d“Dque 


uguale  a zero  anche  il  trinomio 


cioè  l’e- 


dut  dut  dii, 

dx  "**  dy  dz 

quazione  (E'7)  sussisterà  pure  nel  caso  di  un  liquido  eterogeneo, 
c servirà  a determinarne  il  movimento  insieme  colle  altre  quat- 


tro (E)  ed  (E,T). 

Avvertiamo  qui  in  ultimo  che  quando  si  sieno  avute  le  velocità 
componenti  u„  u„  u,  per  mezzo  delle  variabili  indipendenti 
x,  y,  i , l relativamente  a una  molecola  qualunque  che  passa 
per  un  punto  ( x , y,  z)  preso  ad  arbitrio  nello  spazio  occupato 
dalla  massa  fluida,  si  potranno  poi  anche  avere  nel  movimento  della 
stessa  molecola  le  tre  coordinate  x,  i/,  s in  funzione  del  tempo  t 
mediante  le  formole 


* 487.  Condizioni  relative  alle  superficie  elle  Mino  In 
eon tatto  eoi  fluido.  Le  equazioni  che  abbiamo  ottenuto,  sono 
sufficienti  a determinare  il  movimento  di  un  fluido,  se  questo 
è indetiuito  e si  conoscano  le  quantità  p,  p,  u„  «„  u,  relative 
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al  suo  stato  iniziale.  Ma  se  il  fluido  è terminato  da  qualche 
parte,  allora  per  le  molecole  situale  alla  sua  superficie  hanno 
luogo  delle  condizioni  particolari,  le  quali  insieme  con  quelle 
dello  stato  iniziale  servono  alla  determinazione  delle  funzioni  ar- 
bitrarie che  s’incontrano  nell’ integrare  le  equazioni  differenziali 
del  moto.  D’  ordinario  si  suppone  che  le  molecole  che  si  trovano 
in  contatto  con  una  parete,  (issa  o mobile,  vi  testino  indefinita- 
mente; e di  più  che  le  molecole  spettanti  alla  superficie  libera 
del  fluido,  non  se  ne  partano  durante  il  moto,  ma  seguitino  a 
far  parte  della  medesima  superficie:  cerchiamo  in  queste  due  ipo- 
tesi le  equazioni  relative  ai  limiti,  dai  quali  è circoscritto  il  fluido 
nel  suo  corso. 

1°.  Quanto  alla  superficie  sulla  quale  deve  sempre  dimorare  una 
molecola  o un  punto  (x,  y,  i)  del  fluido,  e che  generalmente  è 
variabile  col  tempo,  sia  F(x,  y,  z,  f)  = 0 la  sua  equazione.  Cre- 
scendo il  tempo  t della  quantità  infinitesima  dt,  le  coordinate  del- 
la molecola  fluida  divengono  x-\-u,dt,  y-hutdl , zH-usd/;  e dopo 
queste  variazioni  debbono  tuttavia  soddisfare  all’equazione  della 
superficie,  sulla  quale  rimane  per  ipotesi  la  stessa  molecola:  dun- 
que alla  fine  del  tempo  t+r/t  si  avrà 

F(x +•«,<&,  y + utdt,  z-f-u,dt,  f + dt)  = 0. 


La  differenza  tra  i primi  membri  di  questa  equazione  e dcll'eqna- 
zione  primitiva  non  è altro  (XLIV)  che  il  differenziale  totale 
della  funzione  F:  sottraendo  dunque  dalla  seconda  la  prima  equa- 
zione otterremo  (LXXVI)  dopo  di  aver  tolto  il  fattore  comune  dt 
la  seguente  condizione 


dF 

dt 


dF 

dx 


dF  , dF 
dy  ds 


= 0. 


Se  la  superficie  è una  pareto  fissa,  la  funzione  F sarà  indipen- 
dente  dal  tempo  o dalla  variabile  t:  quindi  essendo  allora  —rr  =0, 
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si  avrà  semplicemente 


r 


d F 
di 


d F d F 
dy  u>  dz 


~ 0; 


e ciò  vuol  dire  che  la  velocità  della  molecola  è diretta  in  cia- 
scun istante  secondo  una  tangente  della  supcrlicie  fissa. 

2°.  Quanto  alla  superficie  libera  di  un  fluido  o di  un  liquido 
in  moto,  ordinariamente  essa  è sottoposta  a una  data  pressione 
esteriore  P,  uguale  in  lutti  i suoi  punti  e indipendente  dalle  co- 
ordinate di  questi,  ma  che  può  nondimeno  variare  col  tempo: 
quindi  per  una  tal  superficie  sussisterà  l’equazione  p — P=0;  e 
da  questa  equazione  ossia  dalla  equazione  p = P,  pei  punti  liqui- 
di che  si  trovano  e debbono  restare  alla  superticie,  si  ricava 
come  nel  primo  caso  la  condizione 


ÈL 

di 


*+-«, 


4P 

dx 


+ ». 


dp  rfP 

dz  di 


188.  induzione  delle  equazioni  del  ntoio  del  fluidi  In 
un  «-uso  particolare.  Le  equazioni  del  moto  dei  fluidi  possono 
ridursi  a un  minor  numero  e a forma  più  semplice,  quando  ri- 
spetto alle  tre  coordinate  le  velocità  e le  forze  conqioneDU  sieno 
le  derivate  parziali,  le  prime  di  una  funzione  ? delle  variabili 
x,  y,  3,  1,  e le  seconde  di  un’altra  fuuzioue  (I>;  ossia  quando  ri- 
manendo costante  il  tempo,  i due  Irinomii  u,dx-t-utdi/-t-u1di, 
\di-t-Xdy-hldz  sono  per  ris|ietlo  ad  x,  y,  i i differenziali  e- 
satli  delle  due  rispettive  funzioni  9,  Di  fatti  in  tal  caso 
essendo 


do 

dy 

d* 

’ u'~  ~dy 

’ u’“  T. 

v rM» 

v <M> 

7 d< P 

x-  H 

’ Z==  UT 

I 
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le  tre  equazioni  (E.  484)  delle  forze  sollecitanti  si  potranno  scri- 
vere nel  modo  seguente: 


1_ 

ÉL 

dd> 

d'y 

dy  d'< p 

d'r  d'y 

dy  d’< f 

p 

dx 

dx 

dxdl 

dx  dx  * 

dy  dxdy 

dz  dxdz  ’ 

1 

dp 

d<P 

d*<? 

dy  d'y 

d«. p d'y 

df  d'y 

p 

dy 

dy 

dydl 

dx  dxdy 

dy  dy  ' 

dz  dydz  ’ 

1 

dp 

d<I> 

d'y 

do.  d\ 

dy  d'y 

dy  d\ 

p 

dz 

“ dz 

dzdl 

dx  dxdz 

dy  dydz 

dz  dz * 

Moltiplicando  queste  equazioni  rispettivamente  per  dx,  dy,  dz  e 
sommandole  insieme,  si  ottiene  (LXXYI)  una  sola  forinola  equi-  ■ 
valente 


(ET) 


= rf<t> 


nella  quale  i differenziali  debbono  essere  presi  per  rispetto  alle 
variabili  x,  t/,  z,  e la  quantità  l deve  considerarsi  come  costante, 
in  questa  stessa  ipotesi  in  cui  siamo,  l'equazione  della  continuità, 
ossia  l’equazione  (E')  del  numero  (485),  si  riduce  immediatamente 
alla  forma 


(E") 


dy- 

di 


= 0. 


489.  E qui  vogliamo  considerare  due  casi  speciali,  quello  di  un 
liquido  omogeneo,  e l’altro  di  un  fluido  elastico  di  temperatura 
costante.  1°.  Se  il  fluido  è un  liquido  omogeneo,  la  densità  p 


avrà  un  valore  costante,  e sarà  nulla  la  derivata 


quindi 


l’equazione  (E*)  si  potrà  integrare  per  rispetto  alle  variabil 
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a:,  y,  2,  e l’equazione  (ET1)  si  ridurrà  a tre  soli  termini  senza  il 
fattore  y,  e così  per  un  tal  liquido  l’equazione  delle  forze  solle- 
citanti e quella  della  continuità  saranno  rispettivamente  le  due 
formole 


I 


é> 


_i_ 

dx'  dy'^lz7 


= 0 . 


Da  questa  ultima  equazione,  integrando  e determinando  lo  fun- 
zioni arbitrarie,  conosceremo  il  valore  di  ? in  funzione  delle 
coordinate  x , y.  z;  conosciuta  una  volta  la  funzione  ?,  i scoi 
differenziali  parziali  ci  daranno  le  tre  velocità  componenti  ut, 
e la  pressione  p si  troverà  mediante  la  pecullima  equazione , 
nella  quale  non  abbiamo  aggiunto  alcuna  costante  per  la  ragione 
che  questa  dovrebbe  essere  una  funzione  arbitraria  del  tempo  e 
si  può  riguardare  come  già  contenuta  nella  stessa  funzione  ?. 

2°.  Se  il  fluido  è elastico  e la  sua  temperatura  rimane  co- 
stante, dal  numero  (446)  si  ha  p — ky,  sarà  dunque  j*  una  fun- 


zione di  p,  ed  uguale  precisamente  al  rappporto  . Colla  sosti- 
tuzione di  questo  valore  il  primo  membro  dell’  equazione  (ETÌ, 
diviene  k , c per  tal  modo  la  medesima  si  può  integrare  ri- 
spetto alle  variabili  x,  y,  z:  è poi  evidente  che  l’integrale  consi- 
ste nella  formola 


k\og(p)  =$  — 


dalla  quale  si  può  ricavare  il  valore  della  pressione  p in  funzione 
di  f.  Un  tale  valore,  sostituito  che  sia  nella  equazione  della 
continuità  che  è la  stessa  (ET|)  , ci  darà  una  nuova  formola 
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per  determinare  la  funzione  f,  e conseguentemente  le  tre  velocità 
componenti  u„  «„  u>. 

400.  Le  forinole  di  questi  ultimi  numeri  si  applicano  al  caso 
in  cui  i due  trinomii  \dx-\-\dy->rldz  , utdx-+-utdy -+-utds 
sieno  i differenziali  esatti  delle  rispettive  funzioni  4» , Ora 
trattandosi  di  quelle  forze  che  operano  spontaneamente  in  natura, 
il  primo  trinomio  è sempre  un  differenziale  esatto  di  una  funzio- 
ne delle  variabili  x,  y,  i,  come  abbiamo  già  dimostrato  nei  numeri 
(230.231).  Quanto  al  secondo  trinomio,  Lagrange  ci  ha  lasciato 
un  criterio  per  riconoscerne  1’  integrabilità,  ed  è il  seguente: 
se  il  trimonio  utdx  + utdy-\-utdz  si  trovi  essere  un  differenziale 
esalto  a qualche  istante  del  movimento  di  un  fluido , si  conchiude 
che  esso  tale  è stato  sempre  per  f innanzi  e tale  si  manterrà  pure 
per  lutto  il  tempo  del  moto. 

Per  acquistare  la  certezza  di  questa  proposizione,  supponiamo 
pertanto  che  allo  spirare  di  un  certo  tempo  l il  trinomio  u,dx 
H- «,(/(/  -i-  utdz  sia  il  differenziale  esalto  della  funzione  y relati- 
vamente alle  coordinate  x,  y,  z;  e proviamo  come  lo  stesso 
trinomio  sia  stato  tale  un  istante  prima  e lo  sia  anche  un  istante 
dopo,  cioè  alla  tino  del  tempo  t + di.  Essendo  per  ipotesi 
u, , u, , u,  le  derivate  parziali  di  y rispetto  ad  x , y , z alla  line 
del  dato  tempo  t,  le  equazioni  (E. 484)  divise  ciascuna  per  p diven- 
gono a questa  epoca 


1 dp 
ix  dx 

dul 

dy  d’ep 

dy  d'y 

<h  <**? 

di  ~ 

dx  dx * 

dy  dxdy 

dz  dxdz 

1 dp 

du. 

dy  (P9 

_ É rf’v.  _ 

d?  d\ 

p dy 

di 

dx  dxdy 

dy  dy  * 

dz  dydz  ’ 

i±.=z- 

P dz 

dut 

dt 

d'x  d\ 
dx  dxdz 

d<?  ' d'? 

dy  dydz 

dy  d’9 
~dz  SF" 

moltiplicandole  rispettivamente  per  dx,  dy,  di , e intendendo  che 
i differenziali  delle  funzioni  sieno  presi  per  rispetto  alie  variabili 
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x.  y , s,  dalla  somma  delle  medesime  equazioni  risulterà  (LXXVI  la 
formola 


& = {Xdx  Ydy-hldz)  — [^dx 


dut 

~dt 


dy- 


rf~  \ 
di  ) 


-TflìHìHìJ] 


Ora  in  questa  formola  il  primo  membro  è un  differenziale  esatto 
nel  caso  dei  liquidi  omogenei,  o dei  fluidi  elastici  a temperatura 
invariabile,  dove  la  densità  p è costante  o funzione  di  p ; 
differenziali  esatti  sono  pure  nel  'secondo  membro  il  primo  c il 
terzo  trinomio:  duuque  deve  essere  esatto  anche  il  trimonio  dif- 
ferenziale 


(fa?- 


dut 

~dt 


dy 


dz  . 


Ciò  posto,  nel  trinomio  ti,dx  4-  ntdy  4-  utdz,  dove  i primi  fattori 
dei  singoli  termini  sono  funzione  delle  coordinale  e del  tempo, 
supponiamo  che  subisca  una  variazione  infinitesima  la  sola 
quantità  t : di  tal  modo  quel  trinomio  alla  line  del  tempo  t^zdt 
sarà  stato  o diventerà 

( “■  =ir  ‘‘OM  “•  = tt  * )* 

=utdx 4-  utdx  4-  Uidz  dx  4--^-  dy  4-  dz  |df  . 

Laonde  il  trinomio  che  stiamo  considerando,  un  istante  prima  o 
dopo  il  lempo  t si  compone  di  due  parli;  l’una  di  queste  parti 
è la  stessa  espressione  del  trinomio  corrispondente  al  tempo  f, 
ed  è integrabile  per  ipotesi,  Y altra  è pure  integrabile  perchè 
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risulta  dal  prodotto  della  quantità  costante  di  pel  trinomio  diffe- 
renziale che  poc’  anzi  abbiamo  dimostrato  essere  esatto:  duu- 
que  se  il  trinomio  u1<ir-hw1di/-hu1di;  è un  differenziale  esat- 
to alla  line  di  un  tempo  f,  sarà  pure  esatto  e integrabile 
un  istante  dopo  o prima  di  quel  tempo.  Così  trascorrendo 
successivamente  da  un  istante  all'  altro  del  tempo  passato  o av- 
venire, e applicandovi  la  stessa  dimostrazione,  si  conchiuderà  che 
nella  detta  ipotesi  il  trinomio  è sempre  un  differenziale  esatto. 

491.  Quinci  si  deduce  che  se  al  principio  del  moto  le  velocità 
componenti  u„  u„  u,  sono  nulle  o costanti  in  tutti  i punti  del  fluido, 
il  trinomio  u.dx  -t-u,di/-|-uJdz  si  dovrà  riguardare  come  un  diffe- 
renziale esatto  e integrabile  a qualunque  epoca  del  movimento;  giac- 
ché in  tal  caso  sarebbe  un  differenziale  esatto  allo  stesso  cominciare 
del  moto,  e il  suo  integrale  consisterebbe  in  una  funzione  ar- 
bitraria del  tempo,  ovvero  in  una  funzione  del  tempo  e delle  coor- 
dinate. 

Dobbiamo  però  notare  che  nel  movimento  dei  fluidi  l’integra- 
zione delle  formolo  si  può  talvolta  effettuare,  quantunque  il 
trinomio  u.dsc -+- u,di/ -h  u,dz  non  sia  un  differenziale  esalto:  di- 
chiariamo la  cosa  con  un  esempio.  Poniamo  che  un  liquido  pesante  e 
omogeneo  giri  equabilmente  intorno  a un  asse  verticale  OZ,  senza 
che  si  cangi  la  posizione  relativa  delle  sue  molecole.  Chiamiamo  &. 
la  velocità  angolare  costante,  e prendiamo  l’asse  di  rotazione  per 
quello  dello  *:  le  velocità  componenti  di  ciascuna  molecola  saranno 
(419)  le  seguenti 

dx  dy  di 

«.  = i r=-^  ’ M*=  tr~xo> > “•=  dr=0; 

e quindi  si  avrà  pel  nostro  trinomio  l’ espressione 

utd&-+-  u,dy  -f- u,dar  =w(a? dy—y dx) 

che  non  è certamente  un  differenziale  esatto,  mancandovi  il  fal- 
\ol.  II.  27 
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lore  JL . Ciò  non  ostante,  si  potranno  ottenere  in  questo  caso 

x 

coli’  integrazione  gli  elementi  del  moto.  Infatti  oltre  ai  valori  già 
notati,  avendosi  anche  o ricavandosene  gli  altri 


X = 0,  Y=0,  l = g , 


^_0  = 0 &.aa0f  4^  = 0, 

~“u’  di  ' di  dx 


dt 


du, 

dx 


dut 

dx 


= 0, 


do,  du.  „ du, 

dT=-w’  ~dit  ' ~w 


Ì0  ÈLlL-  — Q 
' dz  ' 


li'-0’  17  “0; 


la  tre  equazioni  (E)  del  numero  (484)  diverranno 


1_  dp 
fi  dx 


, 1 dp  , 

-.Sai  , -%=* 


1 dp 

7 1T~9' 


e si  comporranno  quindi  nell’  uuico  differenziale  totale 
dp=  fio)'(x dx- t-y  dy ) pg  dz  , 


che  ha  per  integrale  l’ espressione  p=  — m'{x'  ■+■ 

492.  I^uuzlonl  nel  moto  lineare  del  liquidi.  Chiamiamo 

lineare  il  moto  dei  liquidi,  quando  le  molecole  ond’  è formato  cia- 
scuno degli  strali  sottilissimi  dei  medesimi  liquidi,  procedono  nel  lo- 
ro corso  con  velocità  prossimamente  uguali  tra  loro  e parallele  a una 
data  linea,  che  si  appella  direttrice  ed  è normale  ai  detti  strali.  Pren- 
diamo a considerare  un  liquido  pesante  ed  omogeneo,  e supponiamo 
ohe  la  linea  direttrice  del  movimento  sia  una  retta  verticale,  sicché 
le  molecole  di  ciascuna  sezione  orizzontale  discendano  vertical- 
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mente  con  una  velocità  comune:  in  questo  caso  che  unicamente 
vogliamo  trattare,  per  determinare  il  movimento  del  liquido  non 
si  hanno  a trovare  che  la  pressione  p,  e la  velocità  verticale 
u,  che  alla  line  di  un  tempo  t hanuo  luogo  in  una  molecola 
sollecitata  dalla  forza  di  gravità  presso  un  punto  (*,  y,  s)  della  mas- 
sa totale. 

493.  Prendendo  1’  asse  della  z nella  direzione  stessa  della 
gravità,  nelle  forinole  generali  (E)  che  si  sono  stabilite  nel  numero 
(484)  per  la  considerazione  delle  forze  sollecitanti,  dovremo  fare  X 

^ Z=$r,  ed  tf,=0,  tef=0,  u,=  u:  onde  la  prima  e la 

seconda  di  quelle  formole  divengono 


la  terza  poi  si  trasmuta  nella  equazione  seguente 

£=-H£-£)- 

Di  queste  tre  equazioni  la  prima  e la  seconda  ci  mostrano  che 
si  esercita  una  stessa  pressione  in  qualunque  punto  [x,  y)  di 
una  medesima  sezione  orizzontale,  la  quale  sia  posta  a una  data 
distanza  z dalla  origine  delle  coordinale;  e la  terza  alla  line 
di  un  tempo  f,  e alla  distanza  z,  ci  dà  in  funzione  della  velocità 
« la  stessa  pressione  delle  singole  molecole  nella  detta  sezione 
orizzontale. 

Ora  la  velocità  u si  può  determinare  facilmente  per  la  legge 
della  continuità.  A questo  effetto  nella  fine  del  tempo  l sia  v 
la  velocità  del  liquido  che  trovasi  sopra  una  sezione  w stabile 
e conosciuta,  ed  a sia  1’  area  della  sezione  posta  alla  distanza  z 
dall’ origine  delle  coordinate:  i volumi  o le  quantità  di  liquido 
che  passano  per  le  due  sezioni  orizzontali  nel  tempuscolo  infini- 
tesimo di,  si  esprimono  rispettivamente  coi  prodotti  eoe  di  etudt; 
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per  la  ragione  che  quelle  quantità  di  liquido  si  possano  riguardare 
come  due  prismi  che  hanno  per  basi  w ed  <*,  e per  altezze  gli  spa-J 
zìi  infinitamente  piccoli  vdl  e udì.  Laonde  nella  supposizione 
che  il  liquido  sia  continuo,  dovendo  le  due  quantità  prenominate 
essere  uguali  tra  loro,  si  avrà  l’altra  equazione  del  moto 


4'J4.  Nelle  due  equazioni  (1)  e (2),  le  velocità  u e v si  riferi- 
scono a un  medesimo  valore  del  tempo  l : per  tempi  diversi  la 

velocità  v è funzione  della  sola  variabile  t , la  sezione  a.  dipende 

dalla  quantità  z ed  è funzione  della  medesima,  e la  velocità  u è 
funzione  insieme  delle  due  variabili  t , z . Onde  se  nella  espres- 
sione della  quantità  u si  fa  variare  la  sola  t , si  avranno  le  velo- 
cità dei  successivi  strati  liquidi  per  quell’  istante  di  tempo  che 

passano  per  una  stessa  sezione:  se  poi  si  fa  variare  la  sola  z, 

risulteranno  le  velocità  dei  differenti  strati  per  uno  stesso  momento 

% 

di  tempo:  finalmente  se  variano  insieme  le  due  quantità  l e z, 
si  otterrà  la  velocità  di  uno  strato  liquido  che  in  diversi  tempi  passa 
per  diverse  sezioni  orizzontali. 

Ciò  posto,  la  pressione  p che  si  esercita  presso  i punti  della 
sezione  <z  situata  a una  distanza  z , si  può  esprimere  per  la  ve- 
locità v che  ha  luogo  nei  punti  della  sezione  fìssa  u,  e che  di- 
pende solo  dal  tempo:  a questo  fine  basta  che  dalla  formola  (1) 
del  numero  precedente  si  elimini  per  mezzo  della  formola  (2)  la 
funzione  u delle  due  variabili  l,  z.  Ora  poiché  dalla  formola  (2) 
procedono  le  derivate  parziali 

du  «e  da  du  6)  dv 

di  a*  di  ’ IT  ~ ~3T  * 

T altra  formola  (1),  mediante  la  sostituzione  di  questi  valori  le  dell» 
stesso  valore  u , si  ridurrà  all’  equazione 


Digitized  by  Googl 


MOTO  DEI  FLUIDI  IN  GENERALE 


421 


«V  dx 

« dv  \ 

\9  ^ 

a*  di 

a UT  ) 

moltiplicando  prima  per  di , e prendendo  dipoi  gli  integrali  per  ri- 
spetto a x,  otterremo  nel  caso  che  si  considera  le  due  equazioni  del 
moto 


(E™) 


(wV  dv  C di  \ n (ù 

— )+c’“=r*- 


In  queste  formolo  C dinota  una  quantità  arbitraria,  che  non 
dipende  dalla  z,  ma  che  può  essere  funzione  del  tempo  /:  quanto  al- 
l’espressione integrale  J ~~  , essa  deve  essere  presa  tra  certi 

limiti  definiti,  come  vedremo  in  un  caso  più  particolare  nel  capo 
seguente,  e la  si  può  sempre  determinare,  essendo  a una  funzione 
data  della  variabile  s. 

Aggiungiamo  qui  in  fine  del  capo  due  problemi,  i quali  si  rife- 
riscono alla  pressione  esercitata  dai  fluidi  in  movimento  contro 
le  superfìcie  dei  solidi. 

495.  Problema  I.  Un  tronco  di  cono  retto  fi  trova  immer- 
so in  un  fluido , il  quale  si  muove  miformemenle  nella  direzione 
deir  asse  del  medesimo  cono:  conoscendosi  C altezza  e la  base  mag- 
giore del  tronco,  si  determini  il  vertice  del  cono  a cui  deve  ap- 
partenere lo  stesso  tronco , affinchè  la  pressione  esercitata  dal 
fluido  sopra  la  base  minore  e sopra  la  superficie  convessa  del  tron- 
co, nel  senso  delT  asse,  sia  la  più  piccola  possibile. 

Nel  moto  relativo  di  un  fluido  e di  un  solido  si  ammette  d’ or- 
dinario in  seguito  di  molte  esperienze,  che  la  pressione  esercita- 
ta normalmente  sopra  ciascuno  elemento  della  superfìcie  percossa 
dal  fluido,  è uguale  a questo  stesso  elemento,  moltiplicato  per 
una  costante  k , per  la  densità  del  fluido,  e per  il  quadrato  della 
velocità  relativa  stimata  secondo  una  retta  normale  all'  elemento. 

Applicando  questa  legge  alla  soluzione  del  problema  proposto, 
chiamiamo  v la  velocità  relativa  del  fluido,  p la  sua  densità,  A. 
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l'altezza  data  del  tronco  di  cono,  a il  raggio  della  base  maggiore, 
b quello  della  minor  base,  ed  * l’angolo  delle  rette  generatrici 
coll'asse  del  cono.  La  pressione  che  si  esercita  soprala  base  mi- 
nore, viene  espressa  dal  prodotto 


izb* 

Di  più  essendo  e sena  la  velocità  del  fluido  stimata  secondo  una 
retta  perpendicolare  a ciascun  elemento  delia  superficie  convessa, 
la  pressione  esercitata  normalmente  su  di  questa  si  rappresenterà 
col  prodotto  dell’area  della  superficie  medesima  per  la  quantità 
À>t>’ sen**;  e quindi  la  pressione  componente,  parallela  all’asse 
del  cono,  sarà  evidentemente  uguale  al  prodotto  di  À>t)’  seti 'a  per 
la  proiezione  della  superficie  curva  del  tronco  sopra  la  sua  base 
maggiore,  cioè  la  pressione  contro  la  superfìcie  convessa  del  tronco 
di  cono  nel  senso  dell’asse  avrà  per  valore 

k ^ v'  sen  ’a.  ic  (a*  — 6*) . 

La  somma  delle  due  pressioni  trovato  consiste  nella  espressione 

kfiv'Tz[a' sen’ a+b'  (1  — sen*  *)]— ky.v'i;{a* sen’ a -t- 6*  eos*a) , 

e per  i diversi  valori  dell’angolo  x diviene  minima  insieme  col 
fattore  a*  sen’  a-t-è’  cos  ’a  Ora  se  si  chiami  c la  differenza  tra  i 
raggi  delle  due  basi,  e dal  centro  della  base  minore  s’immagini 
condotta  alla  base  maggiore  una  retta  parallela  a un  iato  del  cono, 

£ 

si  hanno  le  due  relazioni  b=a — c,  tangx  = -^-  : dalla  prima 

di  queste  relazioni  si  deduce  il  valore  6 cos  a = a cos  a — c cosi, 
che  per  ragione  della  seconda  diviene  è cos  a= a cos  a — h sena;, 
e quindi  il  fattore  che  deve  prendere  un  minimo  valore  nelle 
variazioni  dell'angolo  <t,  si  trasforma  nel  trinomio 

o*  — 2 ah  sen  a cos  x -t-  A’  sen*  a . 
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Facendo  la  derivazione  rispetto  alla  variabile  *,  e uguagliando 
a zero  (LXX)  il  risultato,  otteniamo  successivamente 

ìah  sen’  a — 2 ah  cos’  a -4-  2 A*  sen  * cos  « = 0 , 
a— acolg’  a *+•  A cotg  0 = 0 , cotg*  a — ^ colga — 1 =0  ; 


onde  il  valore  di  a.  che  rende  minimo  il  fattore  sopraddetto  e la 
pressione  considerata  nel  problema,  si  ricaverà  dalla  equazione 


a cotg  a= 


2 


Questa  equazione  ci  dimostra  che  all' effetto  richiesto  nel  proble- 
ma il  vertice  del  cono  retto  e il  contorno  della  base  maggiore  del 
suo  tronco  devono  trovarsi  a uguale  distanza  dal  punto  di  mezzo 
della  retta  A,  la  quale  unisce  i centri  delle  due  basi:  la  ragione 
è chiara;  perchè  il  prodotto  a cotg  a rappresenta  l’asse  dell’ in- 


tero cono,  il  binomio  a cotg  a 


A 


esprime  la  distanza  del  ver- 


tice dal  punto  di  mezzo  della  retta  A,  e il  radicale  equivalente 


A*  ci  dà  la  disianza  del  contorno  della  base  dal  me- 


desimo punto  di  mezzo  della  retta  A. 

496.  Problema  II.  Determinare  la  forza  di  attrito  in  un 
liquido  pesante,  il  quale  scorra  per  un  lungo  tubo  un  poco  inclinato 
all  orizzonte. 

Quando  il  movimento  del  liquido  è divenuto  permanente,  mo- 
stra l’ esperienza  che  ciascuna  molecola  in  tutto  il  suo  corso  si 
muove  con  una  velocità  costante;  ma  sono  diverse  tra  loro  le 
velocità  delle  diverse  molecole,  movendosi  queste  tanto  più  ra- 
pidamente, quanto  sono  più  discoste  dalle  pareti  del  tubo  e più 
vicine  all’asse:  di  che  la  colonna  liquida  si  può  risguardare 
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come  formata  di  strati  concentrici,  che  scorrono  gli  uni  sugli 
altri  con  velocità  tanto  minori,  quanto  maggiori  sono  i loro 
raggi. 

Ciò  posto,  supponiamo  che  il  tubo  abbia  da  per  tutto  uoa 
medesima  sezione  trasversale  io,  e rappresentiamo  con  « l’ inclina- 
zione del  suo  asse  sulla  verticale:  considerando  una  porzione  l 
di  quest'  asse,  chiamiamo  xQ  e x,  le  distanze  delle  due  estremità 
della  medesima  porzione  da  un  piano  orizzontale,  pD  e p,  le 
pressioni  medie  sulla  unità  di  superficie  nelle  due  basi  &>  del 
cilindro  liquido  che  ha  la  stessa  l per  altezza,  ? la  densità  del 
liquido,  ed  F una  forza  applicata  al  detto  cilindro  nel  senso  op- 
posto del  suo  movimento  ed  equivalente  a lutto  l' attrito  che  si 
sviluppa  tra  le  sue  molecole.  Essendo  queste  animate  ciascuna 
da  un  movimento  uniforme,  è chiaro  che  devono  equilibrar»  Ira 
loro  le  forze  che  agiscono  sopra  ciascuna  di  esse,  e per  conse- 
guenza anche  le  forze  applicate  al  cilindro  col  : ora  le  forze  applica- 
te a questo  cilindro  e dirette  verso  il  suo  centro,  sono  le  pres- 
sioni sulle  basi  opposte  pGw  , — p,w  , l’attrito  — F , e il  peso 
W/w /;  deve  dunque  sussistere  V equilibrio  tre  queste  quattro 
forze.  Il  quale  equilibrio  ricercando  per  condizione  che  si  annulli 
la  somma  delle  proiezioni  di  tutte  le  forze  sull'  asse  del  tubo, 
avremo 

paio  — p,<i)  -+-  \>.gtol  cos  « — F = 0 ; 

e quindi  atteso  il  valore  fcos«=z0  — z, , avremo  anche  il  va- 
lore cercato  della  forza 


F = "(Po  — Pi)  Ww(So  — *i)  • 
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CAPO  V. 


EFFLUSSO  DEI  LIQUIDI  PER  PICCOLI  ORIFIZI  APERTI  NEI  VASI. 

497.  In  questo  capo  diremo  del  movimento  o del  flusso  dei 
liquidi  a traverso  i piccoli  orifizii  aperti  nelle  pareli  dei  vasi 
che  li  contengono:  prima  considereremo  ciò  che  avviene  nei  vasi 
verticali,  che  hanno  una  forma  di  prisma  retto  ovvero  di  cilindro; 
poi  aggiungeremo  alcnna  cosa  circa  i vasi  che  hanno  una  forma 
qualunque.  Gli  orifizi  li  supponiamo  piccoli,  e s’ intende  che  la 
loro  piccolezza  vuole  essere  stimata  tale  per  rispetto  alle  sezioni 
corrispondenti  del  vaso:  di  più  li  supponiamo  aperti  in  una  parete 
sottile  e diremmo  quasi  in  una  superficie  geometrica,  per  la  ra- 
gione che  ne  daremo  a suo  luogo.  Ciò  posto,  ecco  due  principii 
fondamentali  dimostrati  certi  da  ripetute  esperienze,  e ammessi  da 
tutti  gl'  Idraulici  come  punti  di  partenza. 

1°.  Mentre  il  liquido  che  supporremo  esser  l’acqua,  esce  da 
ima  luce,  o da  un  piccolo  orifizio  aperto  in  lastra  sottile  nel 
fondo  o nella  parete  laterale  di  un  vaso  verticale  cilindrico  o 
prismatico,  e il  suo  flusso  è divenuto  regolare,  la  superficie  supe- 
riore di  esso  liquido  e gli  altri  strati  paralleli  si  abbassano  verti- 
calmente e si  conservano  orizzontali,  rimanendo  costantemente  le 
molecole  nello  strato  in  cui  erano  da  principio,  fino  a una  distanza 
dall’ orifizio  uguale  a tre  volte  il  raggio  dell’apertura  di  questo: 
a partire  da  tal  punto,  le  molecole  liquide  che  compongono  uno 
qualunque  di  quei  strati,  non  discendono  più  verticalmente,  ma 
piegano  verso  l’ orifizio  e vengono  a formare  una  conoide.  Quando 
l’ orifizio  è piccolo,  questa  conoide  d’acqua  è tanto  poca  cosa  che 
si  può  trascurare.  L’ esperienza  si  fa,  gettando  nel  vaso  dei  mi- 
nuzzoli un  poco  più  pesanti  dell’acqua,  ovvero  soprapponendo 
all’acqua  uno  strato  d’ olio  e di  altro  liquido  colorato  più  leg- 
giero dell’  acqua:  quei  minuzzoli  e questo  strato  si  veggono  pri- 
ma discendere  verticalmente  con  velocità  comune  alle  diverso 
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particelle,  o quindi  all’ indicata  distanza  di  tre  raggi  dal  foro  sì 
i minuzzoli  come  il  liquido  colorato  si  veggono  piegare  il  corso 
e attraverso  1*  acqua  convergere  nel  modo  anzidetto  verso  l' o- 
ri  tìzio. 

2°.  Un  zampillo  sottile  d' acqua  che  sgorgando  da  una  luce  as- 
sai piccola  sale  in  alto  verticalmente,  giugno  presso  che  alla 
superfìcie  dell’acqua  premente  nel  vaso:  la  piccola  differenza  è 
dovuta  aH'altrito  che  il  getto  soffre  all’orlo  deH'orifizio,  alla  resistenza 
dell’ aria,  c all’impedimento  che  incontrano  le  goccie  ascendenti 
dalla  parte  di  quelle  che  ricadono.  Pertanto  chiamando  v la  ve- 
locità che  ha  l’acqua  all’orifizio,  e i l’altezza  del  carico  d’ acqua 


computata  dall’ orifìzio,  si  avrà  la  relazione  (272)  x=  ^ , ossia 


(H)  t>=v/2  gz: 


ciò  vuol  dire  che  la  velocità  di  una  vena  liquida  che  esce  da 
un  piccolo  orifizio,  è costantemente  quella  che  ò dovuta  (271) 
all'altezza  dell'acqua  soprastante.  Questo  risultato  è conosciuto 
sotto  il  nome  di  principio  di  Torricelli , e suppone  che  il  liquido 
sia  soggetto  a una  medesima  pressione  esterna  nel  livello  superiore 
e all’ orifizio. 

Ammessi  quasti  due  principii  sperimentali  e indubitati , veniamo 
adesso  a determinare  i diversi  elementi  del  flusso  dei  liquidi  pfer  i 
piccoli  orifizi  aperti  nei  vasi  cilindrici  o prismatici  che  abbiamo 
detto. 

498.  EMprrK»lonc  del  Icitipo.  uri  t|uulcnn  vinto  «I  vuoila 
in  pnrie  o in  «ulto.  Rappresentiamo  con  s„  1’  altezza  iniziale 
dell’  acqua  contenuta  in  un  vaso  prismatico  o cilindrico  al  di  so- 
pra dell’ orifizio  che  supponiamo  aperto  nel  fondo  del  vaso  , con 
z l' altezza  a cui  è discesa  l’ acqua  alla  fine  di  un  tempo  I , e 
con  « la  velocità  della  vena  che  corrisponde  all’  altezza  s . Poi- 
ché la  velocità  e si  può  considerare  come  costante  per  un  tem- 
puscolo infinitesimo,  lo  spazio  percorso  verticalmente  dalle  mole- 


EFFLUSSO  DEI  LIQUIDI  PESANTI  DAI  VASI  427 

cole  liquide  nel  tempo  di  si  potrà  esprimere  (9)  con  vdl , ossia 
(497. H)  con  \Zìyz  di  : conseguentemente  dinotando  con  w l’ area 
dell’ orifizio,  il  volume  o la  quantità  d’acqua  che  esce  dall  orifi- 
zio nell’  intervallo  di,  si  esprimerà  con 

» 

(HO  w \J ìgi  di . 

Ma  è manifesto  che  dentro  lo  stesso  intervallo  di  tempo,  l’altez- 
za dell'acqua  che  è nel  vaso,  subisce  una  diminuzione  di\  per- 
ciò cbiamaudo  * la  base  orizzontale  o il  fondo  del  vaso,  il  volu- 
me o la  quantità  d’acqua  della  quale  si  vuota  il  vaso,  si  rappre- 
senta (497.1°.)  con  — adì:  dunque  tra  i due  volumi  che  sono 
uguali,  sussisterà  l’equazione 

w V 2 gì  di  — — adì  ; 


dalla  quale,  notando  brevemente  con  n il  rapporto  tra  l’ area  del 
fondo  e quella  dell' orifizio,  si  deduce 


di 

zi' 


Integrando  qncsta  equazione,  otteniamo  (LXXXVII) 


in  J „ 

1 = ;=  z -t-C 

V2  g 


e siccome  per  < = 0 si  ha  z—i „,  perciò  il  valore  della  costau 
te  è 


c=-% 


e per  sostituzione  si  trova  che  il  valore  del  tempo  impiegato  dal- 
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l'acqua  per  discendere  a una  determinata  altezza  z,  è dato  dalla 
forinola 


<H")  . 


2ft  U* 


)• 


Per  determinare  adesso  il  valore  del  tempo  0 in  cui  il  vaso  si 
vuota  interamente,  facciamo  z = 0;  avremo 


<H'") 


g__  J» L * 

y/ig  ° 


sostituendo  pei  0 a questo  valore  nella  formola  (H"),  otterremo 
pel  caso  precedente  un’  altra  espressione  del  tempo  t,  che  è 


<H") 


(=6 

s/ìg 


499.  Rapporto  del  tempi,  nel  quali  »i  vuotano  due  vad 

di  aitene  ed  orliteli  ufuaU.  Sieno  z,  , z'a  le  altezze  iniziali 
dell'acqua  contenuta  in  due  vasi  prismatici  e verticali:  quanto  al 
secondo  vaso  rappresentando  con  «\  (/,  n\  J quelle  medesime 
quantità  che  con  <x,  0,  n,  « abbiamo  rappresentato  in  ordine  al 
primo,  in  forza  della  formola(H"')  del  numero  precedente  varrà  la 
proporzione 


0 


Facendo  dunque  z0  = z\  ed  w = to',  avremo  9 : V — « • *'  ; 
ciò  vuol  dire  che  i tempi  richiesti  a vuotarsi  due  vasi  che  abbiano  u- 
guale  altezza  d’ acqua  e uguale  apertura  di  orifizio,  sono  tra  loro 
come  i fondi  dei  vasi. 

500.  Quantità  di  acquo  che  cmcc  In  un  dato  tempo. 

Rappresentiamo  con  g il  volume,  o la  quantità  d’ acqua  che  sgorga 
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da  un  piccolo  orifizio  nei  tempo  t:  ritenute  le  stesse  denominazioni 
che  abbiamo  adoperato  nel  numero  (498),  il  volume  d’ acqua  che 
esce  nel  tempuscolo  infinitesimo  di,  si  esprime  (498.11')  con 


dp=u  ^ìgz^dt. 
Ma  dalla  formola  (H")  ri  ricava 


Alit- 
iti ’ 


dunque  sostituendo  si  ottiene 


dp  — o) zjdl  — ^j-td?J. 
Presi  gli  integrali,  si  ha  la  formola 
(IT)  p = co\/ì<j  ^ z#*t—  t'  j , 


nella  quale  non  apparisce  costante  alcuna  per  la  ragione  che  a 
1 = 0 risponde  0 = 0. 

Se  si  vuole  un'  altra  espressione  della  stessa  quantità  0 , os- 


serveremo che  il  valore 


9 , cavato 


(H/"  498)  e sostituito  nella  (HT)  ci  dà 


dall'  equazione 


801.  Vaiami  d’itcqiia  che  In  tempi  ugnali  e —ceca» 
•tri  corono  da  un  orifizio.  Rappresentiamo  con  p',  p'",  pn,... 

1 volumi  o le  quantità  d'acqua  che  nei  rispettivi  tempi  < = 1, 
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= 2 , = 3 , = 4 , = sgorgano  dall'  orifizio  di  un  vaso  : in 

forza  della  forinola  (HT,j  del  numero  precedente  avremo  le  espres- 
sioni 

?'=  g (*8-l)  , r=  -g-(W-4), 

?"=^-(88-l*),.:.. 

Per  la  qual  cosa  le  quantità  d’  acqua  che  escono  dall' orifizio  nelle 
successive  unità  di  tempo,  si  esprimono  con 


e''-?'=-§r(S 8-3), 


in 


r-r=  -g-(2fl-5) , •••; 


in 


e conseguentemente  si  ha  la  relazione 

a-  r-p'):  (r-n;(p,T-n  =... 

= (25  — 1):  (29  — 3)  : (25  — 3)  : (29  — 7)  : . . 


Ma  (25 — 1) , (20  — 3),  (29  — 5) , ....  sono  numeri  dispari  in  or- 
dine inverso  ; dunque  le  quantità  d' acqua  che  escono  dall’  orifizio 
di  un  vaso  i»  intervalli  uguali  e successivi  di  tempo , sono  tra 
loro  come  la  serie  dei  numeri  dispari  presi  nell  ordine  inverso. 

302.  La  stessa  proposizione  si  può  dimostrare  ancora  in  que- 
st’altro  modo.  Rappresentando  al  solito  cou  z,  l’ altezza  iniziale 

dell’  acqua  nel  vaso,  sieno  z, , zt , z, zo_,  le  altezze  ognor 

decrescenti  dell'acqua  stessa  dopo  una,  due,  tre  , . . . (9  — 1)  uni- 
tà di  tempo:  le  formolo  (H"')  ed  (H,T)  ci  dànno 
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(0-2)* 


i, — [9  — (9— 1)J*  ; 

perciò  le  altezze  delle  quantità  d'acqua  delle  quali  si  vuota  il  va- 
so dopo  la  prima,  seconda,  terza,  . . . , 9«««  unità  di  tempo, 
sono  manifestamente 

Z*-Z'  = ~W  L0, ~ {0“  W = ÌF  (*0~ !)  « 


*.  “ ' *'  = 2^  K®-1)*  ' ~ V “*)•]  = -sfr  [Ì0  - 3)  , 

2,— ^ = -g|r(20  — 5)  , . . . . 

Da  queste  espressioni  si  ricava  la  proposizione  precedente,  perchè  si 
ha  la  relazione 

(*.  — *.)  ?.(*,—■ *.)  : (*,  - - » . : s&-, 

* 

= (29  — 1)  : (29—3)  : (29  — 8)  : ...  : 1 

tra  la  serie  inversa  dei  numeri  dispari  e le  altezze  delle  quantità 
d’acqua,  ovvero  tra  quella  serie  o le  stesse  quantità  d’acqua  che 
vengono  a mancare  nel  vaso  in  tempi  uguali  e successivi. 

503.  llodo  di  dividere  la  rapacità  di  un  vaau  In  [Mirti 
ebe  «I  vuotino  In  tempi  uguali  e «ueeeawlvl.  Poiché  ld 

quantità  d’acqua  che  escono  dall’  orifìzio  di  un  vaso  nelle  unità 
successive  di  tempo,  e conseguentemente  le  altezze  interne  com- 
putale sulla  parete  del  vaso  vanno  a mano  a mano  diminuendo 
dall’  aito  al  basso  e sono  tra  loro  come  la  serie  dei  numeri  di- 
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spari  iu  ordine  inverso,  o ciò  che  è lo  stesso,  vanno  dal  basso 
all’  alto  crescendo  come  i numeri  dispari  nell’ordine  naturale;  per- 
ciò è che  se  debbasi  dividere  la  capacità  di  un  vaso  in  parti  da 
vuotarsi  nelle  successivo  unità  di  un  dato  tempo  0,  determinata 
che  sia  1’  ultima  (502) 


di  queste  parti,  le  altre  in  su  lino  alla  prima  saranno  espresse 
dalla  serie 

3 *$-,  , 5 zg_,  , 7zg_t  , . . , (26 — 3)zg_,  , (2®  • 

Pertanto  non  si  avrà  da  far  altro  che  notare  queste  parti  o queste 
altezze  sulla  superficie  laterale  del  vaso,'e  si  osserverà  che  a ciascu- 
na unità  di  tempo  la  superficie  libera  e orizzontale  dell’  acqua 
scende  da  una  divisione  all’altra.  Le  clessidre  degli  antichi,  ossia 
gii  orologi  ad  acqua  coi  quali  misuravano  il  tempo,  erano  costrutte- 
con  questa  regola. 

Facciamo  ancora  un’altra  osservazione  su  questa  materia  e poi 
passiamo  ad  altro.  Tutte  le  parli  nelle  quali  è stato  diviso  il  va- 
so, equivalgono  all’  ultima  di  esse  zo_ , presa  tante  volte  quan- 
te sono  le  unità  di  tempo  contenute  in  e’:  la  ragione  è che  quelle 
parli  formano  una  progressioni  aritmetica,  i cui  termini  sono  6 
di  numero;  la  somma  poi  di  tutte  è data  dalla  espressione 


*Q-t  -+-3zg_,  -4-  . . . -4-(2® — 3)zg_,  — t— (20 — 1)%_, 

= [*0-i  (2® — = e’*6-i  * 

Da  queste  si  deduce  una  nuova  maniera  di  determinare  zg_,  che  è la 
seguente:  fissato  che  sia  il  valore  di  0,  ossia  del  tempo  totale  a 
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vuotarsi  il  vaso,  dividete  l'altezza  iniziale  dell’acqua  espressa  da 
s0  in  tante  parti  uguali  quante  sono  le  unità  di  6*;  l' ultima  di 
queste  divisioni  che  sta  plesso  al  fondo,  è il  valore  di  z@_t. 

504.  Contrazione  della  vena  liquida.  Se  il  luogo  dove  è 
aperto  l’orifizio  00'=u>  (lig.  197»  ) nella  parete  laterale  o nel 
fondo  di  un  vaso,  è ridotto  a una  lastra  sottile  e senza  spessez- 
za sensibile;  dimostra  l’ esperienza  che  la  quantità  d’ acqua  che 
esce  dall’  orifizio  in  un  dato  tempo  (è  detta  la  portata  di  esso 
orifizio)  è mollo  minore  di  quella  che  darebbe  la  formola  (IP) 
del  numero  (500).  Vi  è duuque  uua  differenza  tra  la  por- 
tala teorica  di  un  orifizio  e la  sua  portala  effettiva,  e si  tro- 
va coll’  esperienza  che  questa  è cinque  ottavi  di  quella.  Si  dà  ra- 
gione di  questa  differenza  dicendo,  che  le  mo’ecolc  liquido  le  quali 
presso  l’orifizio  piegano  dalla  direziono  verticale  con  cui  scendevano, 
e vanuo  a formare  la  conoide,  ritengono  questa  obliquità  e conver- 
genza di  movimento  anche  quando  sono  fuori  dell’ orifizio:  la  vena 
dunque  si  restringo  alcun  poco  fuori  dello  sbocco,  e poi  cosi 
ristretta  prosegue  a scorrere  sotto  la  forma  di  un  cilindro  liquido 
AA'BB'.  Il  restringimento  massimo  fuori  dell’ orifizio  avviene  a una 
distanza  uguale  presso  a poco  al  raggio  di  apertura:  perchè  dunque 
la  teoria  si  accordi  colia  pratica,  converrà  prendere  l’ area  AA'=&/ 
della  vena  contratta  in  vece  dell’apertura  00'=  m.  Ora  facendo  il 
raggio  di  apertura  dell’orifizio  =1,  da  ripetute  esperienze  si  è tro- 
vato che  il  raggio  della  vena  contratta  è quasi  0,  8:  quindo  molto 
prossimamente  si  ha 


« : «'.=  1 : (0  , 8)’  = 1 : 0,64 


e conseguentemente  w'=0.64<.>;  più  accuratamente  però  si  prende 

g 

a/=0,625w=—  « . Dunque  nella  formola  (HT)  invece  di  « con- 

O 

5 

verrà  prendere  -g-  a>  , ciò  che  va  d’ accordo  coll’  esperienza. 

505.  Tabi  di  giunta  niroHflzio.  Se  l’ orifizio  ò aperto  in 
una  parete  del  vaso  che  abbia  una  una  sufficiente  spessezza,  molto 
Voi.  IL  28 
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più  se  all'  orifizio  si  adatli  un  corto  tubo  cilindrico  come  lo  veggia- 
mo  praticato  ordinai iamente,  avviene  che  la  quantità  d’acqua  che 
si  versa  per  esso  in  un  dato  tempo  non  arriva  che  a ottantadue  cen- 
tesimi di  quella  che  assegna  la  formoìa  teorica  (HT) . 

Questo  risultato  come  si  vede  differisce  in  meno  dalla  teoria  con- 
siderata al  numero  (300),  e in  più  dalla  portata  effettiva  nel  caso 
che  f orifizio  sia  aperto  in  una  parete  o lastra  sottile.  La  ragio- 
ne del  primo  fatto  si  ripete  da  questo,  che  avvegnaché  le  mo- 
lecole liquido  per  la  forza  di  adesione  alle  vicine  pareti  si  dilatino 
tosto  a riempire  tutta  la  capacità  del  tubo  e diminuita  perciò  la 
contrazione  della  vena,  si  possa  ritenere  senza  errore  sensibile  il 
fattore  « come  costante  all'apertura  reale  dell’orifizio;  ciò  non 
ostante  la  velocità  di  efflusso  si  Uova  alquanto  diminuita  e non 
è più  uguale  d\/igz,  contro  quello  che  noi  abbiamo  ammesso 
nel  numero  (ih"),  ed  abbiamo  dipoi  supposto  nello  stabilire  la 
forinola  predetta.  Infatti  le  molecole  liquide  che  al  punto  d’ im- 
boccare nell’ orifizio  hanno  una  direzione  convergente,  cangiano 
bruscamente  di  direzione,  costrette  come  sono  a prendere  de’ mo- 
vimenti paralleli  lungo  il  tubo  di  giunta;  e questo  equivale  a una 
collisione  tra  le  molecole,  e conseguentemente  si  ha  una  perdita 
di  forza  viva  e una  diminuzione  di  velocità  che  in  questo  caso  ò 
espressa  da  0,18  \Zigz.  Pertanto  avuto  riguardo  a questo  dato 
dell'esperienza,  la  velocità  che  hanno  le  molecole  liquide  neli’u- 
scire  dal  tubo  cilindrico  di  giunta  è=0,82  \Z2gz;  e in  conseguenza 
di  ciò,  quando  nella  formola  (IP)  si  vuole  determinare  la  quantità 
d’ acqua  che  esce  da  un  orifizio  così  costrutto,  in  vece  del  fattore 
Vi g si  dovrà  adcperare  0,82  \/ ig  conforme  all’  esperienza.  La 
ragione  poi,  per  la  .quale  la  portala  effettiva  dell’  orifìzio  colla 
giunta  di  un  tubo  cilindrico  riesce  un  poco  più  grande  di  quella 
che  si  avrebbe  in  una  lastra  sottile  senza  di  esso,  si  deduce 
da  questo  che  la  diminuzione  della  velocità  di  efflusso  è com- 
pensata in  eccesso  dalla  dilatazione  della  vena  liquida  dentro  al 
tubo. 
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Aggiungeremo  due  parole  anche  sopra  i tubi  conici  convergenti, 
che  si  adattano  a un  orifizio  per  agevolare  l’efflusso  dell’  acqua.  L’a- 
pertura maggiore  del  tubo  conico  guarda  le  parte  interna  del  vaso, 
c la  minore  è al  di  fuori:  l' inclinazione  dei  lati  opposti  del  cono  è 
di  13  in  li  gradi  dell’uno  sull'altro;  e l’apertura  minore  è quella, 
che  si  prende  per  apertura  reale  dell’  orifizio.  Con  questa  disposi- 
zione le  molecole  liquide  entrate  che  sieno  nel  tubo  , non  deviano 
gran  fatto  dalla  inclinazione  convergente  che  han  preso  al  pun- 
to di  imboccare  dentro  di  esso  : il  loro  flusso  procede  senza  collisio- 
ni e perdite  sensibili  di  forza  viva,  e si  comprendo  che  la  portata 
dell'  orifìzio  esterno  sopra  un  uguale  orifìzio  cilindrico  deve  esser- 
ne vantaggiala.  Infatti  l'esperienza  ha  dimostrato  che  in  questo  ca- 
so si  ottengono  novantacinquc  centesimi  della  portata  teorica,  e che 
perciò  nella  forinola  (ET)  si  dee  adoperare  il  fattore  0, 95  ty. 

506.  FIumw  del  liquidi  per  sii  orliteli  a regimo  comImiiIc. 
Le  osservazioni  dei  numeri  precedenti  e le  correzioni  fatte  alla  for- 
mula teorica  (HT)  per  accordarla  coi  dati  dell’  esperienza,  suppongo- 
no implicitamente  che  l’altezza  del  liquido  dentro  al  vaso  e al  di  so- 
pra dell’  oritizio  non  sia  costante.  Ora  se  noi  supponiamo  che  senza 
turbare  sensibilmente  la  massa  del  liquido,  sopravvenga  conti- 
nuamente tant’ acqua  nel  vaso  quanta  è quella  che  n’esce  per 
l’ orifizio,  e perciò  l’altezza  iniziale  sQ  al  di  sopra  dell'orifizio  ri- 
manga costante;  è manifesto  che  anche  la  velocità  della  vena  e 
delle  molecole  liquide  che  escono  dall’orifizio,  diverrà  costante  e 
sarà  uguale  a ^ tgiQ  : perciò  è che  la  quaulità  d’ acqua  che  sgorga 
dentro  un  tempo  1,  teoricamente  parlando,  si  esprimerà  colla  for- 
molo wt  y / ì(jia  ; ma  nei  casi  pratici  si  esprimerà  colle  formolo 
0,  625w<  0, ìgiQ\  0,  95 od  \/2</20,  secondo  che 

l'orifìzio  è aperto  in  una  lastra  sottile,  ha  aggiunto  un  corto  tubo 
cilindrico,  ovvero  un  tubo  conico  convergente. 

Segue  di  qui  che  un  vaso  cilindrico  o prismatico,  riempiuto  di 
ud  liquido  e munito  di  un  piccolo  orifìzio  alla  base,  impiega  per 
vuotarsi  un  tempo  doppio  di  quello  che  basterebbe  alfelllusso  del 
liquido  contenuto  primitivamente  nel  vaso,  se  il  livello  superiore 
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fosse  mantenuto  sempre  alla  medesima  altezza  per  l’ afflusso  di 
un  liquido  di  ugual  densità.  Infatti  essendo  a l'altezza  del  vaso,  il 
tempo  dell’  efflusso  lolalo  nel  primo  caso  si  esprime  (498)  con 

6=  — n.^i-  ; e il  tempo  richiesto  per  l'efleUo  voluto  nel  secon- 
t/2  <J  

do  caso,  si  ricava  evidentemente  dalla  equazione  coO'v/2 (ja=ai , 
e si  esprime  perciò  con  v = — ^ . Ora  1 espres- 


sione di  0 ha  un  valore  doppio  di  quello  di  8'.  Dunque  ecc. 

507.  Movimento  delle  acque  negli  alvei  regolari.  11  mo- 
vimento del'e  acque  negli  alvei  iegolari  de’  canali  o dei  fiumi, 
con  una  facilo  considerazione  si  riduco  a quello  di  un  liquido 
che  e.->ce  da  un  piccolo  orifizio  aperto  nella  parete  laterale  di  un  va- 
so. La  considerazione  è la  seguente:  immaginiamo  di  dividere  l’ al- 
veo regolare  e orizzontale  di  un  canaio  o di  un  fiume  con  un  piano 
verticale,  e fingiamo  che  in  questo  piano  sicno  aperti  tanti  fori 
quanti  si  vogliono:  prescindendo  per  un  momento  da  qualsivoglia 
cagione  che  turbi  comunque  il  movimento  regolare  dell’acqua,  è 
manifesto  che  l’efflusso  per  ciascuno  di  questi  fori  avviene  come 
per  uguali  oritizii  di  altrettanti  vasi,  e che  la  velocità  di  ciascuno 
efflusso  equivale  a quella  che  è dovuta  all’  altezza  dell’  acqua 
soprastante  al  foro  corrispondente.  Ora  se  il  numero  di  codesii 
fori  lo  supponiamo  indefinito,  poiché  cresce  pure  indefinitamente 
il  numero  delle  molecole  che  passano  per  quella  sezione  vertica- 
le, perciò  tolto  il  piano,  le  singole  molecole  della  sezione  si  innove- 
ranno colla  velociti  che  abbiamo  detto. 

Ciò  premesso,  consideriamo  la  sezione  verticale  di  un  alveo 
regolare  e orizoutalc,  e di  forma  per  cs.  rettangolare,  che  abbia 
un’altezza  a,  e una  larghezza  b:  la  velocità  dalla  quale  sono  animate 
le  molecole  liquide  situate  sopra  una  retta  orizzontale  6,  e a una 
profondità  z dalla  superficie  esterna  del  liquido,  considerando  la 
sola  pressione  dell’  acqua  soprastante,  si  esprimerà  con  ^ 2yz,  e 
bt  s/ tgi  di  sarà  la  quantità  dell’ acqua  che  scorre  per  un  elemen- 
to 6 di  della  sezione  dentro  un  tempo  t.  Quindi  è che  il  volume 
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V,  o la  quantità  dell’  acqua  che  dentro  allo  stesso  tempo  passi 
j>er  tutta  intera  la  sezione  dell'  alveo,  sì  esprimerà  manifestamen- 
te con 

$ 

• y = bt\/ig  J”oZ{dz==-^-bl\/ìij? . 

Ma  essendo  un  alveo  più  o meno  inclinato  all’  orizzonte  e vo- 
lendo tener  conto  dell’ azione  della  gravità  relativa  a cui  è sotto- 
messa tutta  la  massa  liquida,  è manifesto  che  questa  azione  si 
scorge  alla  velocità  elio  hanno  le  molecole  liquide  posto  alla  su- 
perficie esterna,  e che  provenendo  dall’inclinazione  dell’alveo  è co- 
mune a tutta  la  massa.  I pratici  hanno  dei  melodi  sperimentali 
per  determinare  la  velocità  media  di  un  corso  d’acqua  che  sem- 
pre è più  o meno  turbato  per  l'attrito  delle  molecole,  specialmente 
di  quelle  che  rasentano  il  fondo  e le  sponde  laterali:  ma  noi 
facendo  astrazione  dagli  impedimenti,  e supponendo  cognita  la 
velocità  alla  superficie  che  si  può  misurare  col  moto  di  piccoli 
galleggianti,  diremo  che  rappresentando  con  c l’altezza  dovuta  a 
questa  velocità  dipendente  dalla  pendenza  dell’alveo,  la  velocità 
che  hanno  le  molecole  liquide  situale  sulla  sezione  verticale  c 
rettangolare  (ab)  a una  profondità  s dalla  supcrticie  estrema  del 
liquido,  viene  espressa  da  i/2</(*-t-c);  c quindi  la  quantità 
d’acqua  che  passa  per  la  predetta  sezione  dentro  un  tempo  t,  si 
esprimerà  colla  forinola 

y=bt^2(j  y"“(z-t -c)*d(s -}-c)=  blWiq(a  -he)1 —\Zìg  cl)  . 


508.  Homo  del  liquidi  per  piccoli  orifizi!  aperti  in  un 

two  qualunque-  Mentre  un  liquido  omogeneo  esce  per  un  pic- 
colo orifizio  aperto  nel  fondo  o nella  pareto  di  un  vaso  di  forma 
qualunque,  si  può  dire  che  senza  errore  sensibile  avviene  ciò  che 
nei  vasi  prismatici  o cilindrici  abbiamo  riferito  altrove  (197.1°.); 
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vale  a dire  che  le  molecole  liquide  si  tengono  ferme  sopra  cia- 
scuno strato  sottilissimo  e orizzontale,  e discendono  animate  da 
velocità  soltanto  verticali,  specialmente  quando  le  sezioni  orizzon- 
tali non  variano  gran  fatto  per  tutta  l’altezza  del  vaso,  e si  pos- 
sono trascurare  le  velocità  orizzontali.  Verificate  che  sieno  questa 
condizioni,  è manifesto  che  siamo  all’ipotesi  del  numero  (492), 
e possiamo  bene  adoperare  le  formolo  (ET")  per  determinare  le 
circostanze  del  movimento,  sia  che  la  superficie  esterna  del  liqui- 
do vada  abbassandosi  dentro  al  vaso,  sia  che  essa  rimanga  co- 
stante per  P aillusso  di  tanta  acqua  quanta  u’esce  dal  vaso  per 
I’  orifizio. 

509.  Primieramente  facciamo  il  caso  che  la  superficie  superio- 
re % del  liquido  si  vada  a mano  a mano  abbassando  secondo 
che  porta  il  flusso  per  1’  orifizio,  e che  una  pressione  esterna  p0 
per  es.  quella  dell’aria  atmosferica,  rimanga  costante  e sulla  su- 
perficie <x0  e sopra  l’ orifizio  u>.  Rappresentando  con  zc  ed  l le 
distanze  della  superficie  a0  dalla  origine  delle  coordinate  z,  e dal- 
l’ orifizio  *),  la  pressione  p sopra  una  sezione  <*  a una  distanza 
qualunque  i si  ottiene  dalla  prima  delle  forinole  (ET".  494),  pre- 
so l' integrale^'  — tra  z#  e z ; il  valore  di  questa  pressione  sa- 
rà pertanto 


P = 


2^ 


•+-C. 


Per  determinare  la  costante,  osserveremo  che  al  punto  della  su- 
perficie esterna  del  liquido  essendo  p=pQ,  z==zQ,  a = <zgJ 

/—  = 0 , a questo  punto  medesimo  abbiamo  p 

*.  « 

ora  questa  dà  per  la  costante 
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dunque  la  pressione  al  punto  delia  sezione  a sarà 


(H™)  P=Po-H*0  (*—*„) 


dv  /* * dz 
dt  J x,  a 


Per  determinare  la  velocità  u al  punto  della  sezione  a,  possia- 
mo adoperare  la  seconda  delle  forinole  (E™) ; ed  abbiamo  senz’al- 
tro la  relazione 


(HTm) 


Ma  vede  ciascuno  che  sì  in  questa,  come  nella  precedente  forino- 
la, rimane  a determinare  la  velocità  v che  ha  il  liquido  nell’u- 
scirc  dall’ orifìzio.  A questo  line  rifletteremo  che  al  punto  dell’ o- 
rifizio  sussiste  p—p, , i = *<,-+-/,  a=w;  quindi  è che  l’equa- 
zione (H™)  diviene  in  quel  punto 


, u>V  ( 1 1 \ dv  C1*1  te  a 

37 )-“ a tJ,.  -=#; 


/%  "^/  (jt 

— = A,  che  è una  quantità  da  do- 


terminarsi  mediante  l’equazione  della  superficie  del  vaso,  la  qua- 
le ci  fa  conoscere  « in  funzione  di  z,  si  può  scrivere  più  como- 
damente 


e integrata  che  sia,  ci  da  il  valore  cercato  della  velocità  v. 

Se  l’apertura  dell’orifìzio  w è cosi  piccola  cosa  relativamente 
alle  sezioni  orizzontali  del  liquido  dentro  al  vaso,  che  tanto  « 

quanto  i rapporti ed  si  possano  considerare  come  quanti- 
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tà  infinitesime  rispetto  alle  altre,  e perciò  trascurabili  senza  erro- 
re; le  equazioni  (H11),  (HTtl)  divengono  molto  più  sempli- 

ci, e sono 

v — ^/ìgl , u=— s/2 Jl , p—p*+pg(z  — z0)  : 

< X 


queste  significano  ebe  la  velocità  del  liquido  presso  l’orifizio  è 
quella  dovuta  all'altezza  a cui  è il  liquido  soprastante  dentro 
al  vaso,  e che  la  pressione  esercitata  sopra  ma  sezione  orizzonta- 
le qualunque  è quella  che  ha  luogo  (452)  sulla  medesima  nello 
stalo  di  equilibrio. 

510.  In  secondo  luogo  consideriamo  il  caso  che  aggiungendo 
sempre  nuova  acqua  al  vaso,  l’altezza  l del  liquido  sopra  la  boc- 
ca dell’  orifizio  rimanga  sempre  costante.  Volendo  adoperare  la 
forinola  (H,x)  per  determinare  la  velocità  v dell’  cfllusso,  e facen- 
do per  brevità  ì — = che  è una  quantità  costante  , ol- 

ao 

terremo 

k 

2hwdv  2 ho,  d s/2 qfV 

2 gl-k'v'  ~ KVìfl  ‘ 

2 gl 


I 


hi i) 

W' 


1.  k 
d , — v 
N/2  gl 

i k 

Ih 7=r  V 

v'ìgl 


presi  poi  gli  integrali,  avremo  (LI) 


Vi  gl 


» 


v 


t 


#'=  wW1+^|r)-l08(,_T|r)] 

_ A*.  . f s/2 Jl+kv  \ 

kVigÌ  ° v v igl — kv  ) ’ 
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nella  quale  non  v’ò  costarne,  perché  a 1=0  risponde  e = 0.  Ora 
da  questa  ultima  equazione  si  ha  primieramente 

kt^Jgl 

hu  \/ìgl-\-lcv 

^ì(jl — kv  ’ 

* 

e risoluta  questa  in  ordine  alla  velocità  v,  si  deduce  poi 

klì/Ijl 

V ìfl  1-e  h"' 

• * kl^^1 
. hi i) 

1-4- e 

* 

In  questa  formola  si  può  dire  che  la  quantità  esponenziale 

kt\/  ìgl  . kts/ìgT 

Aw  hx> 

e — e 

svanisce  dopo  un  tempo  t tanto  più  breve,  quanto  è più  piccola 
l’apertura  dell’  oriGzio  o>  : dunque  poco  dopo  incominciato  l'efflusso, 
la  velocità  all’orilìzio  diviene  sensibilmente  costante  e si  esprime  con 


Attesoché  ^-=0,  le  formolo  (H'")  ed  (HTin)  che  danno  la 

pressione  e la  velocità  al  punto  di  una  sezione  orizzontale  x , di- 
vengono 


P=p04-PSf(*  — 


wsil  J Lì 

k'  U‘  V )' 
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' <•>  s/ìgT 

u— jf—  . - 

* fi 

Finalmente  supposta  1’  area  dell’  orifizio  tanto  piccola,  da  poter  tra- 
scurare senza  errore  il  rapporto  — relativamente  alle  altre 

“o 

quantità  ; sarà  k = 1 — = 1 , e conseguentemente  avremo 

a. 

v=^tgl,  come  nei  casi  precedenti. 

511.  Problema  I.  Un  vaso  è formalo  di  ma  mena  sfera  e 
di  un  piano  diametrale,  ed  ha  due  piccoli  fori  uguali  &>,  f uno 
alla  sommila  della  superbie  curva , f altro  alla  base.  Questo  vaso , 
essendo  riempito  esattamente  di  un  liquido  e collorato  nelTatmo- 
sfera  può  vuotarsi  totalmente  per  mezzo  dell'  uno  o deir  altro 
orifizio , secondo  la  posizione  (issa  in  cui  viene  messo:  si  doman- 
da il  rapporto  dei  tempi  li ed  necessarii  all'efflusso  totale  nel- 
la prima  e nella  seconda  ipotesi. 

Prima  di  venire  alla  soluzione  del  problema,  bisogna  che  tro- 

z'dz 

viamo  l’integrale  indefinito  della  espressione  differenziale  ■■  . 

\jr — 2 

Abbiamo  successivamente 


f vht=-ìVr-z' 


\Jr — xd{r — 2) 
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— ìr 


J (r-^rf(r-J)  = 2Vr“(  r 3 " ~r) 


-g-r  (**  z) 


=-!V/r-{((r-I)-r](!Ti_r) 


-4-<r-s),  + Tr(r-1)_ 

= - *✓?=![  y (r  - *)‘ ‘ - T f(r - 2 ) + '*]  • 


Ciò  premesso,  consideriamo  prima  il  secondo  caso,  vale  a dire 
quando  l’efflusso  succede  per  l’orifizio  praticato  nella  base  dell’e- 
misferio.  Alla  fine  di  un  tempo  t dal  principio  dell’  efflusso,  sia 
a l’area  circolare  della  superficie  superiore  di  livello,  e sia  z 
1’  altezza  di  questa  superficie  al  di  sopra  dell’  orifizio:  sarà 
w \J igz  di  la  quantità  di  liquido  che  esce  per  1’  orifizio  nel  tem- 
puscolo susseguente  dt,  e sarà  pure  — x dz  la  quantità  di  liquido 
che  nel  medesimo  tempuscolo  viene  a mancare  nel  vaso;  avremo 
dunque  l'equazione 


vtyìgz  dt  = — <z  di  . 


Ora  preso  per  origine  delle  coordinate  rettangolari  il  centro 
dell’emisferio,  l’equazione  x*  -+-«/*  + s’  = r*  che  appartiene  alla 
superficie  del  vaso,  ci  dà  x'-+-y'=rx — z *;  e questa  ci  rappre- 


Digitized  by  Google 


444 


CORSO  DI  MECCANICA  — IDRAULICA 


seuta  la  circonferenza  dell’area  circolare  a,  posta  alla  distanza  z 
dal  centro,  ed  avente  per  raggio  l’espressione  >Jrx  — z':  si  avrà 
dunque  a=7t(r' — z’)  e quindi  l’equazione  superiore  ci  darà 


S’integri  tra  i limiti  r e zero,  ovvero  mutando  il  segno  del  secon- 
do membro  si  faccia  l'integrazione  da  zero  ad  r:  risulterà  l’espres- 
sione de)  tempo  0,  in  cui  si  vuota  interamente  il  vaso;  e sarà 


Consideriamo  in  secondo  luogo  il  primo  caso,  vale  a dire 
quando  l’efllusso  del  liquido  succede  per  l’orifizio  praticato  alla 
sommità  della  superficie  curva  del  vaso  emisferico,  che  si  capovol- 
ge. Conservata  nel  centro  dell’  emisferio  l’origine  delle  coordinale, 
sia  i'  — r — z l’altezza  del  livello  « al  di  sopra  dell’  orifizio  alla 
fine  del  tempo  f ; avremo,  come  nel  caso  precedente,  l’equazione 


<i>  V ig*'-  di  — — adz'  = — it(r‘—  z')dzr  ; 


e atteso  il  valore  dell’  altezza  z'  se  ne  dedurrà 


dl  = 


g r* — z* 

•V&T  v/  r—z 


dz  . 


Si  facci  ora  l’integrazione  tra  i limiti  z'  = r e x'  = 0,  a cui  cor- 
rispondono i due  limiti  z = 0 e z=r;  ne  risulterà  l’espressione 
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del  tempo  W necessario  all’  efflusso  totale,  e giusta  la  forinola  in- 
tegrale già  trovala  da  principio,  si  avrà 


-^[-*rVF=i+t'*r=i  (!(—«)• 

rr(r— ,l+r')I 


3 


rWr  — 


« 14  1 

u\/i~g  13 


Confrontando  tra  loro  i vaiol  i di  6'  c 9,  troveremo  il  rapporto 
domandato  nel  problema,  cioè 


8_ U_ 

5 — 15  ' 


— — 7 • 12 
15  ‘ ’ 


512.  Problema  il-  Un  vaso  che  conitene  un  liquido  omoye-  . 
neo,  è rhmilo  a «»  contrappeso  P per  mezzo  di  un  fiio,  che  pas- 
sa per  la  gola  di  una  carrucola  fissa,  ed  ha  un  peso  che  si  può 
trascurare : lutto  il  sistema  si  muove  sotto  lozione  della  gravità 
nel  tempo  stesso  che  il  liquido  sgorga  fuori  per  un  piccolo  o- 
rifizio  praticato  nella  parete  del.  vaso.  Conosciuta  la  forma  del 
vaso,  e la  somma  Q0  del  peso  di  questo  e del  peso  del  liquido 
che  vi  si  contiene  a un  epoca  data  t„  si  vogliono  determinare  in 
questo  caso  le  leggi  dell'efflusso. 
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Nel  presente  caso  si  può  considerare  il  vaso  come  fermo,  e il 
liquido  effluente  come  se  uscisse  da  un  vaso  immobile,  quando 
ciascuna  molecola  si  risguardi  come  sollecitata  non  pure  dalla  gra- 
vità, ma  ancora  da  una  forza  acceleratrice  uguale  e contraria 
all'  accelerazione  del  sistema.  Ora  se  noi  chiamiamo  Q la  somma 
del  peso  del  vaso  e di  quello  del  liquido  che  vi  si  contiene  alla 
fine  di  un  tempo  qualunque  (,  l' accelerazione  del  sistema  per 
questa  epoca,  sostituendo  i pesi  alle  masse  corrispondenti  e pro- 

p_  o 

porzionali,  si  esprime  (293)  col  prodotto  g ; ed  una  tale 

espressione  risultando  positiva  o negativa,  secondo  che  il  vaso  si 
muove  nel  senso  opposto  alla  gravità  o nel  medesimo  senso  della 
gravità,  alle  molecole  del  liquido  viene  sempre  ad  applicarsi  una 
forza  acceleratrice  uguale  e contraria  ail'accelerazione  del  sistema, 
coll’ aggiungere  in  ogni  caso  alla  loro  gravità  g la  espressione 
predetta:  dunque  perchè  il  vaso  si  possa  considerare  come  immo- 
bile e perchè  si  possano  quindi  applicare  al  nostro  problema  le 
foimolc  già  stabilite  nella  ipotesi  della  immobilità  del  vaso,  con- 
verrà risguardare  ciascuna  molecola  del  liquido  come  sollecitata 
dalla  forza  acceleratrice 


1*  — Q a P 
9 p-+-y  9~“9  p-+-q  ’ 


e sostituire  questa  somma  invece  della  forza  g nelle  formolo  pro- 
prie dell'efflusso  dei  liquidi  per  i piccoli  oritizii. 

Pertanto  nella  supposizione  che  il  liquido  sia  soggetto  a una 
stassa  pressione  nel  livello  superiore  e all’ orifizio,  la  forinola 
t»=v/2 gl  trovata  nel  numero  (209)  ci  darà  nel  caso  presente 
per  la  velocità  all’ orifizio  all’epoca  i il  valore 


(1) 


P gì 

P-+-Q  ’ 


dove  z rappresenta  l'altezza  del  livello  al  di  sopra  dell'orifizio  me- 
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desimo;  e designata  con  a la  sezione  orizzontale  del  vaso  che  coin- 
cide colla  superficie  del  livello.  1’  equazione  generale  *>vdt= — atte, 
diviene  nel  nostro  caso 

(8)  «*=-S»v/ 

Finalmente  se  si  chiama  z,  il  valore  dell'  altezza  z all'  epoca  data 
ta,  il  volume  del  liquido  che  viene  a mancare  nel  vaso  nell’inter- 
vallo di  tempo  t — si  esprime  coll’integrale  xds  che  ha  un 

valore  negativo;  dunque  chiamando  ? la  densità  del  liquido,  alla 
fine  del  tempo  t0  avremo  pure  l’ equazione 

(3)  Q = Q.  -+*  1 dz 

Le  tre  equazioni  (1),  (2),  (3),  congiunte  alla  equazione  della 
superficie  del  vaso  la  quale  ci  fa  conoscere  la  sezione  a in  funzione 
dell'altezza  z,  sono  sufficienti  .a  determinare  le  leggi  deli’cfilusso 
nelle  circostanze  del  problema.  Quando  Q diviene  uguale  a P,  si 
ottiene  v—s/ìgz , e perciò  l' efflusso  in  questo  istante  succede  al- 
lo stesso  modo  come  se  il  vaso  fosse  immobile:  se  P fosse  ugua- 
le a zero,  la  velocità  v diverrebbe  nulla,  e il  liquido  non  flui- 
rebbe punto  per  l’orifizio:  da  ultimo  se  si  suppone  infinito  il  con- 
trappeso P,  risulterà  v—ìv'gz;  e per  conseguenza  la  velocità  d’ef- 
flusso starà  a quella  che  avrebbe  luogo  nello  stalo  di  riposo,  come 
sta  a \Zigz,  ossia  come  v^2  sta  all’unità. 
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Crediamo  bene  di  aggiungere,  come  appendice  alla  Meccanica, 
i principii  dell’ Acustica  e dell’ Ottica:  cosi  i'  giovani  scolari 
ascoltando  poi  nei  terzo  anno  di  Filosofia  le  lezioni  di  Astronomia, 
per  la  quale  vi  è una  scuola  speciale  in  questo  nostro  Colle- 
gio, avranno  percorso  le  parti  principali  di  tutta  la  Fisica  Mate- 
matica. 


PRINCIPI!  DI  ACUSTICA 


CAPO  I. 

PROPAGAZIONE  E VELOCITA'  DEL  SLONO 

1°.  Origine  c prò ptt suzione  del  suono.  L'  Acustica  tratta 
del  suono:  il  suono  è ìa  sensazione  prodotta  in  noi  dai  movimen- 
ti vibralorii,  che  destati  prima  nelle  parti  di  un  corpo,  si  tra- 
smettono quindi  all' organo  dell'udito  per  mezzo  di  altri  corpi 
elastici.  Secondo  questa  definizione,  due  cose  sono  neccesarie  a 
line  che  si  ecciti  un  suono  e si  renda  a noi  sensibile:  1.  che 
le  parti  del  corpo  sonoro  sicno  in  uno  stato  di  vibrazione;  2.  che 
tra  il  corpo  sonoro  e l’organo  dell’udito  esista  un  mezzo  ela- 
stico o una  serie  non  interrotta  di  corpi  elastici,  pe' quali  le 
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vibrazioni  primitive  si  propaghino  di  strato  in  strato  lino  al  nostro 
orecchio. 

Primieramento  è necessario  che  le  parti  del  corpo  sonoro  fieno 
in  uno  stato  di  vibrazione:  perchè  da  una  parte  i corpi  non 
tramandano  mai  verun  suono  nello  stato  di  riposo,  e d'altra 
parte  il  suono  è sempre  accompagnato  dai  tremiti  o dalle  vibra- 
zioni più  o meno  rapide  del  corpo,  a cui  si  riferisce.  Basta  pizzi- 
care una  corda  tesa  e abbastanza  lunga,  per  udirne  il  suono  e veder- 
ne i guizzi  che  si  succedono  rapidamente;  basta  accostare  la  punta  di 
on  dito  a una  campana  che  suoni,  per  accorgersi  dei  tremori,  onde 
sono  agitate  le  sue  particelle;  basta  gittare  qualche  pezzetto  di  carta 
o un  poco  di  sabbia  minuta  sopra  una  lamina  di  vetro  od  altro  cor- 
po che  mandi  suono,  per  riconoscerne  le  vibrazioni  dal  saltellare 
della  carta  o della  sabbia.  Ecco  pertanto  l' origine  del  suono:  quan- 
do un  corpo  elastico  sia  costretto  da  una  forza  estrinseca  a cangiare 
la  propria  forma  o il  volumo  fra  certi  limiti,  le  sue  molecole,  rimosse 
dalla  rispettiva  posizione  di  equilibrio,  per  la  loro  elasticità  tosto  vi 
ritornano  ai  cessar  della  forza;  ma  siccome  sono  allora  animate  da 
una  determinata  velocità,  egli  è perciò  che  di  nuovo  se  ne  allontanano 
nella  direzione  opposta,  e vanno  quindi  oscillando  intorno  alla  stessa 
situazione  di  equilibrio.  Da  queste  oscillazioni  o vibrazioni,  le 
quali  per  la  resistenza  de'  corpi  circostanti  divengono  sempre  più 
piccole  fino  ad  estinguersi,  è cosa  manifesta  che  si  origina  ii 
suono. 

Secondariamente  per  sentire  il  suono  è pur  necessario  che  tra 
il  corpo  sonoro  e l’organo  dell’udito  sia  interposto  un  mezzo 
elastico  e ponderabile , che  ne  trasmetta  le  vibrazioni.  Infatti  se 
sotto  la  campana  della  macchina  pneumetica  si  colloca  una  sve- 
glia sopra  materie  poco  o niente  elastiche,  per  es.  sopra  uno  strato 
di  bambagia;  il  suono  della  sveglia,  che  sentesi  benissimo  per  l’ in- 
lerponimenlo  dell'  aria  atmosferica,  a misura  che  questa  sia  estratta 
dalla  campana,  andrà  progressivamente  debilitandosi,  e più  non  sì 
sentirà  quando  siasi  fatto  il  vuoto.  È dunque  mastieri  di  uno  o più 
mezzi  elastici  e ponderabili,  affinchè  ii  suono  del  corpo  sonoro 
\ol.  II.  29 
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pervenga  fino  al  nostro  orecchio.  Ecco  pertanto  come  si  propaga  il 
suono:  quando  fra  il  corpo  sonoro  e l' organo  dell'udito  si  frapponga 
senza  interrompimento  un  mezzo  elastico,  le  parti  vibranti  del  corpo 
sospingono  le  molecole  contigue  dei  mezzo  e le  discostano  dalla 
naturale  posizione  di  equilibrio;  ond'è  che  queste  cominciano  a 
vibrare,  siccome  io  parlicolelte  del  corpo  sonoro,  e per  somigliante 
ragione  trasfondonsi  successivamente  le  vibrazioni  dalle  molecole 
di  uno  strato  a quelle  dell’  altro,  tincbè  arrivando  al  timpano 
dell'orecchio  e urtandolo,  vi  producono  la  sensazione  del  suono. 

2°.  L'aria  è il  mezzo  più  ordinario,  per  cui  si  propaga  il 
suono:  nondimeno  può  questo  diffondersi  eziandio  per  gli  altri 
fluidi  elastici  e vapori.  Imperocché  se  tolta  l'aria  atmosferica 
dalla  campana  della  macchina  pneumatica,  vi  si  intrometta  un 
altro  gas  o vapore,  senlesi  pur  distintamente  il  suono  di  un  o- 
rologio  o di  una  sveglia  collocata  sotto  la  stessa  campana. 

Anche  i corpi  liquidi  sono  mezzi  abbastanza  acconci  alla  pro- 
pagazione del  suono.  Percuotendo  un  timpano  presso  a un’acqua 
stagnante,  noi  vediamo  questa  incresparsi  e ondeggiare:  ciò  di- 
mostra che  le  particelle  liquide  possono  mettersi  in  quello  stato 
di  vibrazione,  che  è richiesto  per  comunicare  il  suono.  In  realtà 
odesi  assai  bene  il  rumore  di  una  pietra  che  cada  sul  fondo 
dell'acqua,  c chi  sta  sott’acqua  ascolta  chiaramente  la  voce  di 
chi  sta  fuori,  e viceversa. 

Da  ultimo  il  suono  si  trasmette  pure  attraverso  i corpi  solidi. 
Un  colpo  menato  alla  estremità  di  una  trave  o di  un  lungo  tubo 
di  metallo  s'intende  all'altra  estremità,  e può  distinguersi  dal 
suono  propagato  per  l'aria  che  è ben  d’assai  più  lento.  È poi 
cosa  nota  che  per  udire  di  nottetempo  uno  strepilo  fatto  a gran 
distanza,  basta  applicare  l'orecchio  sotterra  a uno  strato  ben  sodo: 
così  usano  di  fare  i soldati  in  campo,  per  riconoscere  la  venuta 
dell’oste  nemica  dal  marciar  dei  fanti  e dallo  scalpitar  dei  caval- 
li. E appunto  per  impedire  che  il  suodo  si  trasmetta  all’aria  e- 
sterna  dalle  parti  solide  della  macchina  pneumatica,  nella  espe- 
rienza citala  nel  primo  numero  conviene  che  sotto  la  campana  la 
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sveglia  sia  soprapposta  a materie  poco  elastiche,  e perciò  poco 
adatte  a concepire  un  moto  vibratorio. 

5°.  Onda  sonora.  Aitine  di  comprender  meglio  il  modo 
onde  il  suono  si  propaga  pe’ corpi  elastici,  prendiamo  a conside- 
rare gli  scuotimenti  prodotti  in  un  tubo  cilindrico  o colonna 
indefinita  d'aria  da  una  lamina o da  un  piano  PP  che  stia  oscil- 
lando all’ estremità  del  tubo  tra  i limiti  AA  ed  A' A'  (fig.  198»  ). 

Passando  il  piano  dalla  posizione  estrema  A' A'  all’altra  AA, 
scuote  e sospinge  di  continuo  le  molecole  adiacenti  dell’aria; 
e queste  scosse  ed  impulsi  consecutivi  si  trasmettono  nel  tubo 
di  mano  in  mano  alle  altre  molecole,  come  in  una  serie  di  palle 
eguali  ed  elastiche  a contatto  un  urto  istantaneo  si  comunica 
successivamente  dall’ una  all'altra  palla:  sicché  giunto  il  piano 
in  A e terminala  appena  la  vibrazione,  mentre  1’  ultimo  impulso 
sta  commovendo  le  particelle  aeree  in  AA,  il  primo  sarà  di  già 
pervenuto  a scuotere  le  particelle  situale  in  BB,  e nel  medesimo 
istante  gli  urli  intermedii  si  troveranno  sopra  i corrispondenti 
strati  d' aria  posti  fra  AA  e BB.  Ritornando  il  piauo  alla  posizione 
primitiva  A'A',  le  molecole  contigue  ne  seguitano  il  movimento 
retrogrado  che  con  ordinala  successione  si  stende  quindi  alle  altre 
molecole  dell’aria:  di  tal  guisa  la  colonna  aerea  AB,  che  pel 
moto  precedente  del  piano  si  era  compressa  e addensata,  ripiglia 
il  suo  stato  e ricupera  la  sua  prima  densità.  Ma  come  in  pari 
tempo  gli  urti  della  prima  vibrazione  continuano  a trasmettersi 
nel  tubo  verso  la  parte  destra;  perciò  la  medesima  colonna  AB 
perdendo  anche  per  quest’ altro  senso  la  compressione  ricevuta, 
nella  seconda  vibrazione  si  va  dilatando  oltre  alla  sua  densità 
naturale:  sicché  arrivato  il  piano  in  A'  e compiute  due  vibra- 
zioni isocrone,  mentre  le  spinte  primitive  si  sono  sparse  da  BB 
lino  a CC  per  uno  spazio  BC=AB,  e l'aria  vi  si  è ristretta  o 
condensata,  ì'  opposto  movimento  del  piauo  si  sarà  pure  diffuso  per 
lo  spazio  AB  da  AA  fino  a BB,  c l' aria  che  vi  si  rinchiude  sarà 
rarefatta. 

L'aria  AC,  commossa  nel  tubo  dalle  due  vibrazioni  del  piano,  dioesi 
onda  sonora;  od  è composta  di  due  semi-onde  AB  e BC,  delle 
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quali  una  è rarefatta  e l'altra  condensata . Se  il  piano  si  arresta 
in  A\  l’onda  ABC  ritorna  allo  stato  iniziale  di  densità  e di 
riposo,  e i suoi  movimenti  trapassano  in  CDE=ABC,  c quindi 
colle  medesime  vicende  si  propagano  indeiinitamentc  per  tutta 
l’aria  del  tubo;  ma  se  il  piauo  prosegue  ad  oscillare,  le  onde 
sonore,  succedendo  le  une  alle  altre,  si  formano  senza  alcuna 

pesa  negli  intervalli  uguali  ABC,  CDE,  , ne’ quali  sia 

diviso  il  tubo;  e in  ciascuna  onda  le  duo  parti  alternamente  si 
addensano  e si  dilatano,  oscillando  le  molecole  aeree  ora  a de- 
stra ed  ora  a sinistra.  Adesso  è chiaro  che  quando  lo  vibrazioni 
del  piano  o dell'elemento  di  un  corpo  clastico  si  fanno  in  un 
mezzo  libero  ed  omogeneo,  per  es.  nell’aria  atmosferica,  le  onde 
successivamente  generate  si  spandono  tutto  all’  intorno  e sono  com- 
prese tra  due  superficie  sferiche,  di  cui  è centro  l’ elemento  stesso  o 
la  particolella  vibrante  del  corpo  sonoro:  quindi  avviene  che  sebbe- 
ne la  lunghezza  di  queste  onde  sferiche  sia  costante  ed  uguale  in  tut- 
te, pure  la  loro  massa  è diversa  e tanto  maggiore,  quanto  più  gran- 
de è la  loro  lontananza  dal  comun  centro.  Del  resto  la  lunghezza 
delle  onde,  sieno  esse  sferiche  o cilindriche,  è lo  spazio  ABC  pel  quale 
si  propaga  il  moto  o che  percorre  il  suono,  durante  una  doppia  vi- 
brazione del  corpo  che  lo  produce:  però  la  medesima  lunghezza  di- 
pende sì  dal  tempo  che  consuma  il  corpo  sonoro  per  eseguire  le 
sue  vibrazioni,  e sì  ancora  dalla  velocità  di  propagazione  del 
moto  vibratorio  o del  suono  nei  differenti  mezzi.  Di  eotesta  velocità 
dobbiamo  ora  trattare. 

4°  VHoeità  dei  «uoiio  nei  *»*.  Il  suono  nelle  medesime 
circostanze  si  propaga  con  moto  uniforme,  e uell'aria  alla  tem- 
peratura di  0°  la  sua  velocità  ò di  333  metri  incirca  per  ogni 
minuto  secondo:  tali  sono  le  conclusioni,  a cui  i Fisici  sono  stali 
condotti  dallo  sperieuzo  fette  colla  possibile  esattezza  in  epoche 
diverse.  A rinnovare  questi  sperimenti  e confermarne  le  conclu- 
sioni, bisoperebbe  che  a differenti  e conosciute  distanze  osser- 
vassimo il  tempo  che  passa  nello  sparo  di  un  cannone  tra  l’ap- 
parire della  luce,  la  quale  da  un  luogo  a un  altro  della  terra  si 
trasmette  in  un  istante,  e l’arrivo  del  rumore  o del  suono  fino 
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ai  nostri  orecchi:  troveremmo  allora  che  il  suono  giunge  a di- 
versi punti  dell'aria  in  tempi  proporzionali  alle  loro  distanze  dal 
centro  di  esplosione,  e che  la  sua  velocità  è appunto  quella  che 
testò  abbiamo  indicata.  Le  quali  due  verità  potrebbero  insieme 
dimostrarsi,  applicando  alle  piccole  oscillazioni  delle  molecole 
aeree  le  equazioni  generali  del  moto  dei  corpi  (Ioidi:  ma  noi,  sup- 
posta l'uniforme  propagazione  del  suono,  crediamo  più  opportuno 
di  dar  qui  una  dimostrazione  elementare  della  forinola,  che  si 
adopera  per  determinare  la  velocità  del  suono  in  tutti  i gas. 

5°.  A una  temperatura  costante  sia  p la  densità  di  un  gas  o- 
mogeneo,  e p l’elasticità  o la  pressione  riferita  all’unità  di  su- 
perficie: supponiamo  che  il  gas  sia  contenuto  in  un  tubo  cilin- 
drico indelinito  di  raggio  r,  e che  le  piccole  oscillazioni  del  pia- 
no PP,  situato  a una  estremità  del  tulio,  si  compiano  cod  molo 
uniforme  nel  tempo  9 tra  le  posizioni  parallele  A' A'  ed  A A.  Chia- 
mata c la  celerità,  colla  quale  i movimenti  del  piano  si  propaga- 
no nel  tubo  per  tutto  il  fluido  elastico,  sarà  dessa  la  velocità  del 
suono  che  dobbiamo  trovare. 

Nel  tempo  9 , in  cui  il  piano  fa  una  vibrazione  e passa  dalla 
posizione  A'A'  all’altra  AA,  le  particelle  adiacenti  del  fluid» 
elastico  sono  scosse,  e si  estende  lo  scotimento  nel  tubo  tino  alla 
distanza  c9:  ne  risulta  quindi  in  tutta  la  colonna  turbata  un  leg- 
gero incremento  di  densità,  il  quale  può  esprimersi  per  2|a,  e> 
sendo  2 una  piccolissima  frazione  dell’unità.  Per  lo  che  nell’in- 
tervallo c9  la  densità  del  fluido  diverrà  **(1-4-2);  e conseguente- 
mente la  pressione  che  secondo  la  legge  di  Mariotle  è proporzio- 
nale alla  deusilà,  si  farà  anch’ essa  maggiore  divenendo  p(l-f-S). 
Peraltro  è da  avvertire  che  nel  condensarsi  di  un  gas  si  sviluppa 
una  certa  quantità  di  calorico,  che  no  innalza  la  temperatura,  di- 
modoché l’ elasticità  o la  pressione  del  fluido  smosso  nel  tubo  deve 
rendersi  più  grande,  con  solo  per  ragione  della  densità  aumen- 
tala, ma  eziandio  pel  crescere  della  temperatura.  Ora  l’ incremento 
di  pressione  dovuto  alla  variazione  di  temperatura  nell'addensa- 
mento del  fluido,  è chiaro  che  dipende  dall’incremento  stesso  del- 
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la  densità;  ossia  è una  funzione  del  coefficiente  3,  la  quale  si  può 
svolgere  (LXVIII)  nella  serie  f(ì)=  A0-K>,3-hA,3’-+-A,8’-t- ....  : 
ma  siccome  al  valore  3=0  risponde  Ao=0,  e attesa  la  piccolezza 
della  medesima  quantità  3,  possono  trascurarsi  tutte  le  altre  sue 
potenze  in  confronto  della  prima;  così  V incremento  commemorato 
si  riduce  all’espressione  A,3=p/c3,  dove  la  quantità  k è una  co> 
stante  da  definirsi.  Pertanto  alla  (ine  del  tempo  0 la  pressione,  che 
pel  solo  ingrandimento  di  densità  sarebbe  p(l+3)  nella  colonna 
fluida  cO,  a motivo  della  elevazione  di  temperatura  diventerà  ancor 
più  gagliarda  e sarà  rappresentata  dal  seguente  trinomio  p(l -t- 3 
-4-fc3).  Questa  pressione  si  esercita  nella  base  anteriore  della  colon- 
na scossa  c0  contro  una  superfìcie  presa  per  unità,  ed  è diretta 
nel  senso  del  movimento  del  piano  PP;  nel  senso  opposto  un'u- 
guale superficie  della  base  posteriore  ò soggetta  alla  pressione  idro- 
statica p del  fluido  non  ancora  smosso:  dunque  la  differenza  di 
pressione  p(3-+- tò)  sarà  la  forza  motrice,  ond’è  spinto  un  cilindro 
fluido  che  ha  per  base  l' unità  di  superficie;  e perciò  (Mecc.  442) 
il  prodolio  irr*p(S  -f-  ArtJ)  sarà  pure  la  forza  motrice  di  tutta  la  co- 
lonna fluida  c6,  che  ha  per  base  la  sezione  *r*  del  tubo.  Diuolino 
ft  ed  h la  densità  e f altezza  barometrica  del  mercurio,  da  cui 
è misurala  l’elasticità  o la  pressione  p del  gas:  poiché  (452.  B") 
abbiamo  p = n'gh,  potremo  anche  esprimere  la  forza  motrice  del 
gas  turbalo  col  prodotto 

(1)  zr*fi  ’gh[d-\-kd). 

Cerchiamo  adesso  un’altra  espressione  della  medesima  forza.  In 
virtù  della  pressione  soprabbondante,  l’eccesso  di  densità  ^ in 
uguali  e successivi  istanti  passa  colla  velocità  c dai  singoli  stra- 
ti della  colonna  cO  agli  strali  omologhi  della  colonna  susseguente; 
di  modo  che  trascorso  un  nuovo  intervallo  di  tempo  0,  la  prima 
colonna  si  troverà  tutta  libera  dalla  eccessiva  densità,  e questa  si 
sarà  trasferita  su  tutta  la  seconda  colonna:  quindi  la  forza  motrice, 
ond'è  animala  la  colonna  cG,  può  rassomigliarsi  a un’azione  con- 
tinua e costante,  la  quale  si  eserciti  (99)  sopra  la  massa  ■xr’cOpà 


Digitized  by  Googl 


* PRINC1PII  DI  ACUSTICA  465 

che  corrisponde  al  soverchio  di  densità  e le  comunichi  nel  tem- 
po e la  velocità  c.  Ora  la  misura  di  una  forza  costante  è il  rap- 
porto tra  la  massa  moltiplicata  per  la  velocità,  e il  tempo  in  cui  du- 
ra la  sua  azione  (269.  m"')\  dunque  l’altra  espressione  della  forza 

che  stiamo  esaminando,  sarà  zr’cfy/J-  -7-  , la  quale  paragonata  col- 
la prima  espressione  (1),  ci  dà  per  la  velocità  del  suono  in  un  gas 
la  forinola 

(2)  c=\/  . 

» F 

6°.  Rimane  ancora  a determinare  la  quantità  k,  la  quale  dipen- 
de dal  calorico  sviluppato  nella  compressione  del  gas,  e può  rappre- 
sentare l’accrescimento  per  questa  avvenuto  nella  temperatura:  noi 
determineremo  la  detta  quantità,  esprìmendola  per  le  capacità  ca- 
lorìfiche, che  ha  il  gas  a pressione  costante  0 a costante  volume. 

Capacità  calorifica  0 calorico  specifico  di  un  gas  a pressione 
costante  dicesi  la  quantilà  di  calorico,  che  è necessaria  per  in- 
nalzare di  un  grado  l’unità  di  massa  del  gas,  quando  esso  possa 
liberamente  dilatarsi  per  1’  accrescimento  di  temperatura  e così  ri- 
manga sottoposto  a una  medesima  pressione,  conservando  la  sua 
forza  elastica:  che  se  il  gas  sia  chiuso  in  un  vaso  ben  resistente, 
e riscaldato  non  possa  espandersi,  allora  è detta  capacità  calorìfi- 
ca 0 calorico  specifico  a volume  costante  la  quantità  di  calorico 
richiesta  ad  elevare  pur  di  un  grado  l’unità  di  massa  di  un  tal 
fluido.  Ora  il  calorico  specifico  di  un  gas  a pressione  costante  ò 
maggiore  dell'  altro,  che  ha  luogo  sotto  un  costante  volume,  di 
una  parto  k di  quest’  ultimo  calorico.  Infatti  la  quantità  di  ca- 
lorico, che  fa  d’uopo  per  accrescere  di  un  grado  la  temperatura 
di  un  gas  a pressione  costante,  parte  s’impiega  a riscaldarne  la 
massa,  come  se  il  gas  fosse  chiuso  in  un  vaso  e non  potesse  ra- 
refarsi, e parte  s’impiega  a dilatarne  il  volumo  e diviene  laten- 
te: dunque  il  calorico  specifico  y a pressione  costante  è maggio^ 
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re  del  calorico  specifico  Y a costante  Volume  di  tutta  quella  quan- 
tità, che  nascosta  ai  sensi  per  la  dilatazione  del  gas  si  sprigiona 
e torna  sensibile  nel  ridursi  lo  stesso  fluido  al  volume  primitivo; 
ossia  l’uno  supera  l’allro  di  quella  quantità  di  calorico,  che  si 
sviluppa  nella  condensazione  del  gas  ed  è apertamente  espressa 
dal  prodotto  k^',  rappresentando  k la  variazione  perciò  avvenuta 
nella  temperatura.  Dal  che  si  raccoglie  l'uguaglianza 

e quindi  il  valore  l-+-k=  , mediante  il  quale  valore  l'equazio- 

ne (2)  del  numero  precedente  si  trasforma  in  quest’  altra 

4 

(«)  e=\/7sE~Jr  . 

Y v-  r 

Se  non  si  tenesse  conto  della  variazione  di  temperatura  nelle 
semi-onde  sonere,  condensate  o dilatate;  cioè  se  si  facesse  Jt =0, 

sarebbe  = 1 , e per  conseguenza 
w c=v/^F 

V V- 

che  è la  formola  lasciata  da  Newton  per  determinare  la  velocità 
del  suono  nei  fluidi  elastici.  In  questa  seconda  formola,  come  anche 
nella  prima,  la  quantità  p'gh  è il  peso  della  colonna  barometrica  di 
mercurio, che  ha  per  base  l'unità  di  superficie^  che  rappresenta 
perciò  la  pressione  ovvero  la  forza  elastica  dell’  aria  atmosferica, 
o di  qualunque  altro  gas  con  cui  si  equilibra:  dunque  possiamo 
conchiudere,  che  la  velocità  del  suono  è direttamente  proporzio- 
nale alla  radice  quadra  della  elasticità  ed  inversamente  proporzio- 
nale alla  radice  quadra  della  densità  del  gas  in  cui  si  propaga. 

7°.  La  formola  di  Newton  non  è esatta,  e ci  somministra  per 
la  velocità  del  suono  nell’aria  un  valore  non  poco  inferiore  a quel- 
lo che  è dato  dall’  esperienza.  In  vero  alla  pressione  h = Qm,  76 
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ed  alla  temperatura  0",  le  densità  dell’aria  e del  mercurio, 
relativamente  a quella  dell’acqua  stillata  che  si  prende  per  uni- 
tà, sono  [a=0,  001293  e (*'  = 13,  5959  ; abbiamo  inoltre  per  la 
gravità  alla  latitudine  di  Roma  (274)  il  valore  $=8»»,  8034: 
quindi  servendoci  della  forinola  new  toniana  (a'),  troviamo  presso 
a poco  c=t/78342«,  = 279»»,  9 ; e cosiffatta  velocità  differisce 
di  molte  dalla  velocità  sperimentale  che  è di  333»»  per  ogni  mi- 
nuto secondo. 

Pertanto  nella  propagazione  del  suono  a traverso  ai  fluidi  ela- 
stici non  si  possono  trascurare  i cangiamenti  di  temperatura  pro- 
dotti dal  calorico  sviluppato  o assorbito  per  le  piccole  compres- 
sioni o dilatazioni  delle  semi-onde  successive;  e però  a definirne 
la  velocità  bisogna  far  uso  della  forinola  (a)  di  Laplace,  la  quale  ben 

si  accorda  coll’esperienza.  Infatti  se  pel  rapporto  fra  i due 

calori  speciDci  dell’  aria  atmosferica  noi  prendiamo  il  numero  1,419 
che  risulta  dagli  sperimenti  de’ moderni  Fisici,  la  forinola  (a), 
appunto  come  s’  inferisce  dalle  osservazioni , ci  dà  per  la 
velocità  del  suono  nell’  aria  alla  temperatura  0*  il  valore 
«=l/78342»*.  1, 419=333»»,  4 : simigliantemente  i valori,  che 
dalla  medesima  formola  si  ricavano  per  la  velocità  del  suono  ne- 
gli altri  gas  a zero,  si  appressano  abbastanza  a quelli  ottenuti 
con  diverso  metodo  da  Dulong,  e sono  317»»  per  ogni  minuto  se- 
condo nel  gas  ossigeno,  1269»»  nel  gas  idrogeno,  262»»  nel  gas  aci- 
do carbonico. 

Del  resto  la  velocità  del  suono  nei  fluidi  elastici  diviene  mag- 
giore o minore,  col  crescere  o calare  della  temperatura;  o si  può 
stabilire  una  formola,  la  quale  date  che  siano  le  densità  fi,  e 
di  un  gas  c del  mercurio  a 0°,  faccia  conoscere  immediatamente  la 
velocità  del  suono  corrispondente  alla  temperatura  di  0 gradi.  Preso 
per  unità  il  volume  del  gas  a zero,  e indicato  con  % il  suo  coefficien- 
te di  dilatazione  per  ciascun  grado  di  temperatura  (462),  il  volume 
a 0*  sarà  1 -M0  ; e la  densità  la  quale  varia  in  ragione  inversa 
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del  volume,  diverrà  **=  : quindi  la  formola  (a),  rispetta 

a una  temperatura  0 del  gaz,  potrà  scriversi 

(«")  c = \/  -^*-(l+*0)  X.  ; 

P'O  I 

I 

e in  questa  nuova  formola  la  quantità  A#  è l’ altezza  del  barometri 
ridotta  alla  temperatura  zero  del  mercurio,  cosicché  equi- 
valga al  prodotto  /A  della  formola  primitiva.  Nell’  aria  p.  es.  al- 
la temperatura  15'  del  termometro  centigrado,  la  velocità  del  suono, 
qual  si  ricava  della  formola  (a"),  è di  342  metri  o in  quel  torno. 

8°.  Crediamo  opportuno  di  annotare  in  questo  luogo  le  tre  co- 
se seguenti  intorno  alla  velocità  del  suono  nell’aria. 

1.  Se  l’aria  non  è ben  secca,  la  sua  densità  riesce  un  po’  mi- 
nore di  quel  che  sarebbe  a una  stessa  temperatura  e pressione  sen- 
za il  vapor  d’acqua:  laonde  la  velocità  del  suono  nell’  aria  vapo- 
rosa proviene  alquanto  maggiore;  ma  supposto  pure  lo  stato  di  sa- 
turazione, non  oltrepassa  che  di  due  o tre  metri  il  valore  di  già 
assegnato  alla  velocità  nell’aria  asciutta.  Peraltro  sotto  le  mede- 
sime indicazioni  del  termometro  e dell’  igrometro,  la  velocità  del 
suono  è indipendente  dalla  densità  e dalla  pressione  dell’  aria;  per- 
chè, secondo  la  legge  di  Mariotle,  la  pressione  o la  forza  elastica 
di  un  gas,  che  non  si  raffredda  nè  si  riscalda,  varia  in  ragion 
diretta  della  sua  densità.  Egli  è per  questo  che,  non  ostante  la 
diminuzione  graduata  di  densità  e di  pressione,  il  suono  nelle  re- 
gioni superiori  dell’  atmosfera  si  trasmetterebbe  con  quella  mede- 
sima velocità,  con  cui  si  propaga  in  uno  strato  orizzontale,  se  la 
temperatura  dell’  aria  non  andasse  pure  abbassandosi  graduatamen- 
te; ciò  che  rallenta  un  poco  là  trasmissione  del  suono  verso  l’alto. 

2.  La  velocità  del  suono  è ancora  modificata  dall’  agitamento 
dell’  aria  o dallo  spirar  de’  venti,  cioè  accresciuta  nella  direzione 
del  vento  e diminuita  nell’opposta  direzione.  Ciò  consta  dall'espe- 
rìenze  più  accurate,  e lo  dimostra  altresì  la  ragione:  perchè  il 
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Tento  col  suo  soffiare  trasporta  insieme  coll'  aria  da  un  luogo  al- 
l’altro  le  onde  sonore;  dunque  la  velocità  con  cui  queste  si  pro- 
pagano in  due  contrarie  direzioni,  devo  crescere  o scemare  di  una 
quantità  uguale  alla  celerilà  del  vento,  ovvero  ad  una  sua  compo- 
nente. Avviene  alle  onde  sonore  deU'aria  quello  appunto,  che  noi 
vediamo  nei  circoli  o nelle  onde  formate  alla  superficie  dell’  acqua 
da  una  pietruzza  che  vi  si  lasci  cadere:  se  l’acqua  non  è stagnan- 
te ma  scorre  con  moto  equabile,  noi  osserviamo  che  le  onde  tra- 
smettendosi approdano  più  presto  ad  un  dato  luogo  dalla  parte  in 
cui  si  muove  Y acqua,  che  dalla  opposta  parte  ad  un  altro  luogo 
ugualmente  lontano  dal1  centro  di  scuotimento. 

3.  La  velocità  del  suono  nell’  aria,  conosciuta  che  sia,  serve  a 
determinare  le  distanze  terrestri:  a questo  scopo  basta  ossservare 
la  fiamma  di  un  cannone  che  sparisi  in  un  dato  luogo,  e dall’  i- 
stante  dell’osservazione  contare  i minuti  secondi  sino  all’  arrivo  del 
rumore  in  un  altro  luogo;  il  prodotto  del  numero  contato  de’ se- 
condi per  la  velocità  del  suono  già  valutata  in  metri,  sarà  la  di- 
stanza che  si  frappone  dall’uno  all’ altro  luogo.  Così  i naviganti 
possono  sapere,  quanto  lungi  si  trovino  dalla  spiaggia  o da  un’  al- 
tra nave;  così  pure  i militari  conoscono  quanto  da  loro  si  discosti 
una  città  o una  fortezza  che  vogliono  assaltare;  e così  i geografi 
fra  due  punti  della  terra  stabiliscono  le  distanzo  che  non  possono 
direttamente  misurare.  Dello  stesso  mezzo  possiamo  anche  valerci, 
per  definire  con  poca  differenza  dal  vero  la  distanza  di  una  nube 
in  tempesta,  noverando  i minuti  secondi  che  passano  tra  il  lampo 
veduto  e il  tuono  udito,  e moltiplicando  quindi  il  loro  numero  per 
333  metri  che  in  tal  caso  rappresentano  la  velocità  media  del  suo- 
no nell’atmosfera. 

9°.  Velocità  del  «nono  nel  eorpl  liquidi  e solidi.  La  di- 
mostrazione che  di  sopra  (5°.  6°.)  abbiamo  dato  delle  formolo 
di  Newton  e di  Laplace  per  la  velocità  del  suono  nei  gas,  con 
piccola  variazione  si  applica  eziandio  ai  corpi  liquidi  e solidi,  pur- 
ché le  parti  di  questi  corpi  (tossano  un  poco  comprimersi  e tornare 
alla  primitiva  posizione. 
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Consideriamo  anche  nel  presente  caso  la  colonna  cO  liquida  o so- 
lida, per  la  quale  si  propaga  il  suono  nel  tempo  0 colla  velocità  c; 
e sieno  p<J,  3 l’ accrescimento  di  densità  e l’ accorciamento  di  lun- 
ghezza, che  a motivo  della  debole  compressione  subisce  la  medesi- 
ma colonna  senza  cangiare  il  diametro  ir:  potrà  stabilirsi  manife- 
stamente la  proporzione  cO:  c9  — p=p.(l  — f-  <J)  :/i,  e da  questa  tra- 
trascurando il  quadrato  della  quantità  3 che  è assai  piccola,  rica- 
veremo > 


<J=  — £0 1=  — £ ssi  . 

CO— 3 CO— 3 CO 

Ciò  posto,  ci  assicura  l' esperienza  che  nelle  menome  compressioni 
i corpi  liquidi  e solidi  si  contraggono  equabilmente  per  uguali  au- 
menti di  forza;  sicché  nella  colonna  che  abbiamo  tolto  a considera- 
re, le  contrazioni  di  lunghezza  sono  proporzionali  alle  forze  com- 
primenti: dunque  designando  con  X il  coefficiente  di  compressibi- 
lità, ossia  la  contrazione  relativa  all'unità  di  volume  e di  pressione 
(prendesi  per  unità  la  pressione  di  un’atmosfera,  cioè  di  una  colon- 
na di  mercurio  alta  0>» , 76  e pesante  0»' , 76^);  sarà  cOX  la 
contrazione  sofferta  in  lunghezza  per  la  pressione  di  un’atmosfera 
da  un  cilindro,  che  ha  per  base  l’ unità  e cO  per  lunghezza;  e 

quindi  sarà  nello  stesso  cilindro  la  pressione  corri- 

spondente all’ accorciamento  3,  giacché  sussiste  la  proporzione 


cOX:»", 76/0  = 3:  °Wiyg  • 


Ond’  è chiaro  che  la  pressione  esercitala  coulro  la  nostra  colonna 
liquida  o solida  che  ha  per  base  rr* , ovvero  la  sua  forza  motrice  e 
reazione  clastica,  si  rappresenta  colla  quantità 


, 0»<,  76  n'aB  . , . _ , d 

wf*  — ’ . , ossia  zr  . 0«,  /6  n'g  — 
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d’altra  parte  la  misura  della  stessa  forza  motrice  è pure 
£ 

tct’  cOpò—  , come  abbiamo  già  dichiarato  nel  numero  (5*)  ; per 

conseguenza  uguagliando  le  due  espressioni  della  forza  e risolven- 
do P equazione  rispetto  alla  qnantità  c , veniamo  a stabilire  la 
formola 


(«n 


c_  t / 

~ v f*x 


«he  serve  a determinare  la  velocità  del  suono  nei  corpi  sì  liqui- 
di come  solidi. 

Possiamo  rendere  più  semplice  la  formola  stabilita,  coll’  intro- 
durvi l’accorciamento  e che  in  un  cannello  di  materia  liquida  o 
solida  che  abbia  la  lunghezza  di  uu  metro,  produrrebbe  una  pres- 
sione equivalente  al  suo  peso.  Le  altezze  .di  due  cilindri,  che 
sieno  composti  di  diversa  materia  ed  abbiano  la  stessa  base  e lo 
stesso  peso,  stando  fra  loro  inversamente  alle  densità;  il  rappor- 
to esprimerà  1’  altezza  di  una  colonna  di  mercurio,  la  quale 

si  equilibra  con  un  cannello  di  altra  materia  che  abbia  un  metro 
di  lunghezza.  Per  lo  che  a trovare  il  valore  della  contrazione 
e,  giusta  la  legge  sperimentale  che  testé  abbiamo  ricordato,  ba- 
sterà scrivere  la  proporzione  0»,  76  : X = ~ : e , la  quale  ci 
dà  immediatamente 

fU  Q«,  16/  _ 1 

0*,76|/  ’ PA  “ T • 

Colia  sostituzioue  di  quest'  ultimo  valore,  la  formola  ( a '")  si  tras- 
muta nell'altra  più  semplice 

(O  c=v/  -£  . 

r e 
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10*.  Le  due  forinole  (*"')  ed  (a")  sono  siate  stabilite  senza  te- 
ner conto  del  calorico  sviluppato  nelle  piccole  compressioni  dei 
corpi  liquidi  c solidi:  ma  siccome  esse  beD  si  accordano  coll' es- 
perienza, così  quel  calorico  deve  credersi  poco  o nulla  sensibile 
ed  efficace  nella  trasmissione  del  suono  attraverso  ai  corpi  liqui- 
di o solidi;  e noi  possiamo  servirci  dell'una  o dell'  altra  forinola 
secondo  il  maggior  comodo,  per  calcolare  con  esattezza  la  velo- 
cità del  suono  nei  medesimi  corpi.  Facciamone  1’  applicazione  al- 
l’acqua, al  mercurio  ed  al  ferro. 

1.  Rispetto  all’acqua  stillata  e non  priva  di  aria  i sigg.  Ce- 
ladon o Sturm  con  proprii  esperimenti  trovarono  il  coefficiente  di 
compressibilità  1 = 0,000049  : presa  dunque  al  solito  la  densità 
f»  per  unità,  e fatta  y =13,5959  e g =9»',  8034  ; dalla  forino- 
la [a!")  risulta 


c 


101»',  297395 
0, 000049 


= s/2067293»»,  77  = 1437*,  8 ; 


e così  la  velocità  del  suono  è oltre  a quattro  volle  maggiore  nell'ac- 
qua che  nell’  aria. 

2.  Giusta  l’esperienza  dei  medesimi  autori,  il  coellìciente  di 
compressibilità  pel  mercurio  è A = 0,000005;  dunque  poiché  in 
questo  caso  abbiamo  y = y , dalla  stessa  formula  otterremo 


c = 


0*, 76. 9, 8034 
0,000005 


= S/1490116*  80  = 1220*,  7; 


e così  la  velocità  del  suono  è quasi  quattro  volte  maggiore  nel  mer- 
curio che  nell’  aria. 

3.  Quanto  al  ferro,  secondo  Dulau,  il  peso  richiesto  per  accor- 
ciare di  0,0001  della  sua  lunghezza  un  filo  di  ferro,  che  abbia 
per  sezione  un  millimetro  quadralo,  è di  due  chilogrammi.  Ora 
due  chilogrammi  di  un  tal  tilo  corrispondono  alla  lunghezza  di 
256*, 41  incirca:  perchè  l’altezza  di  una  colonna  d’acqua  che  a- 
vesse  per  base  un  millimetro  quadrato  e pesasse  due  chilogrammi. 
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arrivando  a 2000  metri,  quella  di  una  somigliante  colonna  di 
ferro  che  ha  un  peso  specifico  sette  volte  e otto  decimi  maggiore, 

OAAAim 

dovrà  essere  di  - = 256»»,  41.  Quindi  è che  potendosi  rap- 

presentare  i pesi  delle  diverse  parti  dei  filo  colle  relative  lungher- 
ie, l' accorciamento  £ prodotto  nella  lunghezza  di  un  metro  da  una 
pressione  equivalente  al  suo  peso,  si  ricaverà  dalla  proporzione 

256,41 : 0,0001—1:  £(=  =0,  00000039  j ; 

e per  conseguenza  messa  in  opera  la  formola  (a,T) , la  velocità  del 
suono  nel  ferro  sarà 

«=v/ 

vale  a dire  più  di  quindici  volle  maggiore  che  nell’  aria.  Negli 
altri  metalli  la  velocità  del  suono,  presa  per  uoil\  quella  che 
ha  luogo  nell’aria,  si  trova  fra  i limiti  4 e 17;  c nelle  diverse 
specie  di  legni  varia  da  10  a 17. 

11°.  Forma  deir  onda  «onora.  Finora  noi  abbiamo  suppo- 
sto che  all' estremità  di  una  colonna  aerea -il  piano  PP,  o l’elemen- 
to di  una  superficie  vibrasse  con  moto  equabile  e con  velocità  co- 
ntante di  qua  e di  là  dalla  sua  posizione  di  equilibrio,  e che  per- 
ciò nelle  due  parti  dell’  onda  sonora  fosse  uniforme  !’  accrescimento 
positivo  o negativo  di  densità,  di  pressione  e di  temperatura;  ma 
in  realtà  il  piano  oscilla  con  moto  vario  e produce  nei  diversi  stra- 
ti della  semi-onda  dilatata  o condensata  diverse  velocità  di  oscilla- 
zione, come  anche  variazioni  differenti  di  densità,  di  elasticità  e di 
temperatura.  E vaglia  il  vero:  le  particelle  di  un  corpo  clastico  o 
sonoro,  rimosse  di  una  piccolissima  quantità  x dalla  rispettiva  |>o- 
sizione  di  equilibrio,  tendono  a ritornarvi  con  una  forza  accelera- 
triee  9,  la  quale  dipende  dall*  distanza  x , e si  può  svolgere  sem- 


- 
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prò  in  una  3erie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  stessa 
variabile  x;  sicché  dinotando  con  A„ , A, , A, , A, , i coeffi- 

cienti costanti  e indeterminati  della  serie,  possiamo  esprimere  la  for- 
za 7 colla  formola  ?=A#-+-A1£-hAJ®1-+-A,®*-l-....  : ma  fatta 
0,  si  trova  A0=ft  ; e attesa  la  piccolezza  delle  vibrazioni,  pos- 
sono trascurarsi  senza  errore  sensibile  lo  potenze  della  distanza  x 
superiori  alla  prima:  sarà  dunque  A,  a:  ; cioè  la  forza  accelera- 
trice,  che  sollecita  le  particelle  del  piano  PP,  o dell’elemento  di  una 
superficie  vibrante,  può  riguardarsi  come  proporzionale  ai  piccoli 
spazii  che  restauo  a percorrersi  dalle  medesime  molecole  fino  alla 
nativa  posizione  di  equilibrio.  Ora  abbiamo  dimostrato  nella  Mecca- 
nica (262)  che  quando  la  forza  è proporzionale  alla  distanza  da  un 
centro  fisso,  ossia  allo  spazio  che  un  punto  materiale  deve  percor- 
rere lino  al  centro,  in  cui  rimarrebbe  per  sè  stesso  in  equilibrio,  le 
oscillazioni  del  punto  mobile  si  fanno  con  velocità  variabile,  la  quale 
sempre  più  si  diminuisce  di  qua  e di  là  dal  centro  fisso:  dunque  la 
velocità  dell'elemento  o piano  PP  che  oscilla  fra  i limiti  A' A'  ed 
A A (tìg.  198»  ),  nulla  com’  è in  A',  andrà  crescendo  lino  in  P do- 
ve è massima,  e da  questo  punto  si  diminuirà  continuamente  e si 
estinguerà  di  nuovo  iu  A,  prima  che  colle  medesime  vicende  can- 
gi direzione,  andando  il  piano  nel  verso  opposto.  Quindi  è che 
comunicandosi  di  mano  in  mano  le  successive  velocità  del  piano  vi- 
brante ai  diversi  strati  della  colonna  aerea,  1’  onda  sonora  ABC  che 
si  forma  ad  ogni  due  vibrazioni  del  piano  e si  propaga  per  tutta 
la  colonna,  non  solo  sarà  composta  della  parte  AB  in  cui  l’aria  si 
dilata  movendosi  verso  l’elemento  PP,  e della  parte  BC  in  cui  l’ aria1 
si  condensa  discostandosi  dallo  stesso  elemento;  ma  di  più  si  tro- 
verà nello  stato  di  riposo  in  BB,  e da  cotesta  sezione  media  le  sue 
molecole  oscilleranno  simultaneamente  iu  sensi  contrarii  con  veloci- 
tà crescenti  sino  alle  sezioni  medie  della  semi-onda  s}  dilatata  co- 
me condensala,  e dipoi  decrescenti  lino  alle  due  sezioni  estreme. 

Dalla  qual  cosa  proviene  che  l’ incremento  di  densità,  di  pres- 
sione e temperatura,  non  cho  mantenersi  uniforme  per  le  singole 
semi-onde,  sia  invece  soggetto  allo  stesse  vicissitudini  della  velo- 
cità oscillatoria:  ina  non  per  questo^  è a dire  che  la  velocità  del 
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suono  o di  propagazione  delle  onde,  la  quale  è ben  distinta  dalla 
velocità  vibratoria  delle  molecole,  sia  punto  diversa  da  quella  che 
abbiamo  già  definito  nei  numeri  precedenti.  Imperocché  se  il  detto 
incremento  non  è uniforme  in  tutti  gli  strati,  può  nondimeno 
considerarsi  una  variazione  media  e costante  per  le  singole  se- 
mi-onde; e così  per  determinare  la  velocità  del  suono  varranno 
le  formolo  di  già  trovate,  nelle  quali  del  resto  non  entrano  per 
nulla  le  variazioni  di  densità,  di  pressione  e di  temperatura.  Alia 
formola  della  velocità  del  suono  crediamo  bene  di  aggiungere  le 
formole,  con  cui  si  determina  il  moto  di  una  molecola  vibrante, 
sia  che  essa  appartenga  al  coipo  sonoro,  sia  ancora  che  appar- 
tenga al  mezzo,  per  il  quale  si  trasmette  il  suono. 

12°.  Formolo  del  movimento  di  unu  molecola  vibrante. 

Nel  numero  precedente  abbiamo  dimostralo  che  sostate  un  poco 
e oscillando  le  parti  di  un  corpo  sonoro,  ciascuna  molecola  tende 
verso  la  propria  situazione  di  equilibrio  con  uua  forza  proporzionale 
alla  sua  distanza  dalla  medesima  posizione:  dunque  chiamando  a la 
distanza  inizialo  o il  massimo  spostamento,  x la  distanza  dopo  il 
i)  tempo  l contato  dal  principio  del  moto  o da  uua  posizione  estrema 
di  una  molecola,  y.  la  forza  acceleralricc  ali'  unità  di  distanza , avre- 
mo nel  movimento  della  molecola  vibrante  quelle  stesse  forinole 

i 

\ OC  /“  / 

I = —7=  are.  cos  — , v — Vyv  a' — x'  , 
v p a 

che  nel  citato  numero  (262)  della  Meccanica  sono  state  stabilite  poi 
moto  di  un  punto  attratto  verso  un  centro  di  azione  proporzional- 
mente alla  distanza.  Da  queste  formole  si  deducono  immediatamen- 
te le  altre  due 

x=acos[l\/y) , t>=v/f*v/a*  — a'cos'(l^ y ) = av^sen((V^*j", 

le  quali  bastano  a determinare  il  movimento  della  particella  vibran- 
te, facendoci  conoscere  alla  fine  di  un  dato  tempo  la  sua  distanza 
Voi.  IL  ‘ 30 
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dalla  posizione  di  equilibrio  e tuli’  insieme  la  sua  velocità  oscillato- 
ria. Conviene  adesso  eliminare  dalle  due  forinole  la  forza  p,  e 
introdurvi  il  tempo  t'  che  eorrisponde  a una  duplice  oscillazione 
del  corpo  sonoro,  e alla  formazione  di  un’  onda  nel  mezzo  di  pro- 
pagazione del  suono.  Il  tempo  che  spende  ciascuna  molecola  per 
arrivare  da  una  posizione  estrema  a quella  di  equilibrio,  è costan- 


te (262)  ed  espresso  da—^=  ; perciò  un  tempo  quadruplo  sarà 

“v  f* 


ir  ir 

=<\  che  ci  dà  = — f : così  le  due  formolo  del  moto  di 

V n 1 

una  particella  vibrante  divengono 


(*T) 


2-1  ir.  ir.  t 

x=a  cos  y-  , v = a -j-  sen  -y~  . 


1 movimenti  di  una  molecola  vibrante  comunicandosi  successi- 
vamente alle  molecole  del  mezzo  elastico,  io  cui  si  propaga  il 
suono,  le  forinole  (aT)  potranno  anche  applicarsi  al  molo  oscillato- 
rio  di  una  molecola  del  mezzo,  purché  in  esse  s' introduca  la  con- 
veniente differenza  di  epoca.  Sia  d la  distanza  di  una  particella  p. 
es.  aerea  da  una  particella  vibrante  del  corpo  sonoro,  e c sia  la  ve- 
locità uniforme  del  suono  nell’ aria;  il  moto  della  particella  vibran- 
te non  comincerà  a trasmettersi  alla  particella  aerea  se  non  dopo 

trascorso  il  tempo  — ; c così  passato  un  tempo  l dal  principio 
c 

delle  oscillazioni  di  un  corpo,  la  molecola  aerea  rispetto  alla  pro- 
pria posizione  di  equilibrio  possederà  quello  stesso  movimento  onde 
era  animata  la  molecola  del  corpo  oscillante  alla  line  del  tempo 

l — ~ . Per  la  qual  cosa  se  nelle  forinole  (&’)  si  sostituisce  t — ~ 

in  luogo  del  t,  le  due  formole  risultanti 

# ir.  I d \ ìr.  ir.  / d \ 

(«  ) ®=acos-p-(<—  - J,  o=o-p-sen-7-(/—  — 1 
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come  determinano  il  moto  di  una  molecola  del  corpo  sonoro  pel 

tempo  l — — , cosi  valgono  pure  a determinare  il  movimento  vi- 
c 

bra torio  di  una  particella  del  mezzo  pel  tempo  f,  c alla  distanza  d. 
Quando  d è costante,  e f è variabile  le  formolo  (aTI)  rappresenta- 
no le  diverse  agitazioni  che  si  succedono  in  un  medesimo  punto 
dell'aria:  quando  all’opposto  d è variabile  e l costante,  le  medesi- 
me forinole  rappresentano  le  agitazioni  simultanee  dei  diversi  pun- 
ti dell’aria.  Vedremo  nel  seguente  capo  la  modificazione  da  far- 
si nella  seconda  forinola,  allorché  il  suono  si  propaga  nell’  aria  li- 
beramente tutto  all’  intorno.  < 

13°.  Reo  e riftuoiiHiizK.  Accade  talvolta  che  parlando  noi  a 
voce  alla  in  certi  luoghi,  dopo  qualche  istante  sentiamo  di  nuovo 
le  ultime  parole  o sillabe  da  noi  profferite:  cotesta  ripetizione  di 
parole  o di  sillabe  nell’aria  è della  eco,  e proviene  dal  riflettersi 
che  fanno  le  onde  sonore  c tornare  indietro,  quando  s' imbattono 
in  un  ostacolo  che  sia  elastico  o duro,  lufalti  noi  sappiamo  cho  il 
molo  di  un  corjio  jicrfet  la  mente  clastico,  il  quale  vada  ad  urtare 
in  un  piano  immobile,  cangia  direzione  c si  riflette  con  tal  legge 
che  riescano  uguali  gli  angoli  d' incidenza  e di  riflessione;  dunque 
essendo  l'aria  del  tutto  elastica,  le  onde  in  essa  generate  dal  corpo 
sonoro,  se  nella  propagazione  diretta  incontrino  per  avventura  uu 
qualche  ostacolo,  debbono  rimbalzare  indietro  colla  legge  accenna- 
la, e formare  così  un  secondo  suono  della  stessa  voce,  ossia  un  suo- 
no riflesso.  Nell’  aria  libera  la  riflessione  dello  onde  sferiche  si  fa  in 
quel  medesimo  modo,  cl^e  vediamo  nelle  onde  circolari  di  un’  acqua 
stagnante:  come  i circoli  formatisi  nell'  acqua  per  la  caduta  di  un 
sassolino,  toccando  la  sponda  retrocedono  con  quell’  ordine  con  cui 
vi  approdano;  così  lo  onde  sferiche  dell'aria  si  ripercuotono  ordina- 
tamente dall’ostacolo  c ricalcano  la  via  già  corsa  quasiché  tutte 
fissero  prodotte  da  un  centro  situato  dalla  banda  opposta  dell'o- 
stacolo medesimo:  peraltro  in  questo  caso  il  suono  riflessa  è più 
debole  del  suono  diretto;  perchè  in  un  mezzo  libero  l’intensità  di 
un  suono  qualunque,  come  diremo  di  poi,  varia  inversamente  al 
quadralo  della  distanza  dal  suo  centro  reale  o virtuale. 
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Perchè  possa  percepirsi  il  suono  riflesso  o l’eco  di  una  sillaba 
è necessario  che  l’ ostacolo  riflettente  sia  posto  almeno  alla  distan- 
za di  17  metri  da  chi  pronuncia  la  sillaba.  Imperocché  nel  prof- 
ferire una  sillaba  s’ impiega  un  decimo  di  minuto  secondo  circa, 
siccome  ciascuno  può  verificare  osservando  il  tempo  speso  a legge- 
re un  certo  numero  di  sillabe,  e dividendo  questo  numero  pel 
tempo  osservato:  perciò  altrettanto  tempo  dee  passare  dalla  parten- 
za di  una  voce  monosillaba  al  suo  ritorno  nello  stesso  punto,  af- 
finchè il  suono  riflesso  non  si  confonda  col  suono  diretto:  ora  il 
suono  nell’ aria  ordinariamente  percorre  con  moto  uniforme  340 
metri  in  un  minuto  secondo,  ossia  34  metri  in  un  decimo  di  se- 
condo; adunque  perchè  il  suono  emesso  ritorni  al  nostro  orecchio 
dopo  un  decimo  di  minuto  secondo  e si  distingua  l’eco  monosillaba , 
è mestieri,  che  l’ ostacolo  riflettente  sia  collocato  per  lo  meno  alla 
distanza  di  17  metri.  Se  1’  ostacolo  si  trovasse  lungi  da  noi  a una 
distanza  doppia,  tripla  ec.  di  quella  che  abbiamo  detta,  l' eco  sa- 
rebbe polisillaba , cioè  ripeterebbe  le  ullime  due,  tre  o più  sillabe 
che  noi  avessimo  pronunciato  a voce  un  po’  alta.  L’ eco  può  esse- 
re eziandio  unifona  o semplice,  ovvero  polifona  o multipla,  secon- 
dochè  ripete  una  medesima  voce  e suono  una  sola  volta,  ovvero 
più  volte  successivamente:  nasce  l' eco  multipla  sia  dalla  presenza 
di  parecchi  ostacoli  che  riflettano  il  suono  a diverse  distanze,  sia 
ancora  dalla  conveniente  posizione  di  due  superfìcie  o muri  paralle- 
li che  a vicenda  si  rimandino  1'  uno  all’  altro  le  onde  incidenti 
dell’ aria.  * ' 

Quando  la  distanza  di  una  superfìcie  o di  una  parete  rifletten- 
te è minore  di  17  metri,  allora  il  suono  riflesso  si  confonde  più 
o meno  col  suono  diretto,  e l’eco  non  può  sentirsi  distintamente: 
in  questo  caso  il  suono  sarà  rinforzato,  e solo  avrà  luogo  una  ri- 
suonanza  o un  rimbombo,  come  non  di  rado  incontra  di  speri- 
mentare in  qualche  sala  o tempio.  Sotto  certo  vòlte  e in  certe 
camere,  specialmente  in  quelle  di  forma  ellittica,  succede  ancora 
che  due  persone,  separate  i'una  dall'altra  e situate  a due  puuti 
fìssi,  possano  conversare  tra  loro  a voce  bassa,  senza  cbe  siano 
ascoltate  dalle  persone  circostanti:  è questo  un  effetto  della  ri- 
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flessione,  che  si  fa  secondo  la  legge  menzionata  di  sopra;  perchè 
attesa  siffatta  legge,  il  suono  che  parte  da  un  foco  dell'  ellissi, 
deve  lutto  riflettersi  dalla  volta  e concentrarsi  nell'  altro  foco,  co- 
me apparisce  dal  numero  (XVII)  della  Introduzione. 

CAPO  II. 

) 

quantità’  e qualità'  del  suono 

14°.  intensità  del  suono.  La  maggiore  o minor  forza  ed 
energìa,  con  cui  un  suono  si  fa  sentire,  dicesi  quantità  o inten- 
sità del  medesimo.  Dipende  questa  sì  dalla  densità  dell’aria  in 
cui  si  propaga  il  suono,  come  anche  dall'  ampiezza  delle  oscilla- 
zioni che  compiono  in  un  medesimo  tempo  le  molecole  del  corpo 
sonoro  e dell’aria.  Perchè  è cosa  evidente  che  l’intensità  e la 
sensazione  del  suono  deve  essere  più  o meno  forte,  secondochè 
maggiore  o minore  è la  forza  viva,  onde  1’  aria  agisce  sull’  orga- 
no dell'udito,  comunicandogli  i suoi  moti  vibratorii:  ora  la  forza 
viva  dell’aria  che  sotto  un  determinato  volume  agisce  immedia- 
tamente sull’  organo  dell’  udito,  cresce  o diminuisce  sia  colla  mas- 
sa che  varia  in  proporzione  della  densità,  sia  col  quadrato  della 
velocità  vibratoria  la  quale  varia  (*TI.  12°)  in  ragione  dell’  am- 
piezza delle  oscillazioni  trasmesse  dal  corpo  sonoro  ; dunque  l’ in- 
tensità del  suono  dipende  talmente  dalla  densità  dell’  aria  e dal- 
l’ ampiezza  delle  oscillazioni  ricevute  dal  corpo  sonoro,  che  si  raf- 
forza coll'  ingrandirsi  di  queste  due  cagioni,  e s’ indebolisce  col- 
l’ impiccolire  delle  medesime  cagioni. 

Colesta  verità  che  la  ragione  ci  persuade,  è pure  confermala 
dall'esperienza.  Conciossiachè  a tacere  di  altri  fatti,  sui  monti  as- 
sai elevati  un  suono  o rumore  è più  debole  che  nella  pianura;  e 
un  dato  corpo  rende  un  suono  tanto  più  forte,  quanto  più  ga- 
gliarda è la  percossa  a cui  si  assoggetta:  il  primo  fatto  procede 
apertamente  dall'  essere  l’ aria  meno  densa  sul  monte  che  nel  pia- 
no, e il  secondo  non  può  derivarsi,  se  non  dalle  oscillazioni  più, 
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estese  che  una  percossa  più  gagliarda  produce  prima  nelle  mole- 
cole elastiche  del  corpo,  e quindi  per  comunicazione  in  quelle 
dell’  aria  atmosferica.  Così  pure  il  suono  di  una  sveglia  sotto  la 
campana  della  macchina  pneumatica  o di  compressione  senlesi 
tanto  più  rimesso  o più  intenso,  quanto  più  l’aria  si  rarefi  ov- 
vero si  condensa  neH'una  o nell'altra  macchina:  ciò  dimostra  che 
in  proporzione  delia  densità  è il  moto  concepito  dall*  aria  interna 
della  campana  e trasmesso  poi  all'aria  esterna,  c che  dipende  per 
conseguenza  dalla  stessa  densità  l’impressione  più  o meno  forte  del 
suouo  sull'  organo  dell’  udito.  Un  terzo  fatto  elio  si  può  sperimen- 
tare, è questo  che  il  suono  si  diminuisce  pel  calore  in  un’  aria 
aperta  c si  accresce  in  un’  aria  chiusa:  or  l'aria  aperta  pel  calore 
si  dilata  e diviene  meno  densa,  senza  che  debba  rendersi  più  cla- 
stica, potendo  liberamente  riversarsi  sugli  spazii  circostanti;  lad- 
dove un’aria  chiusa  da  ogni  parte,  pel  calore  acquista  maggio- 
re elasticità  cd  oscilla  perciò  fra  duo  limili  più  estesi,  senza  che 
si  alteri  punto  la  sua  densità:  è dunque  manifesta  la  dipendenza 
dell’  intensità  del  suono  dall  i densità  delle  parli  vibranti  e dalla 
grandezza  delle  vibrazioni. 

1 0°.  Lesse  deU'inteiiMltà  del  nuoiio  nella  propagazione 

libera.  Se  il  suono  si  propaga  attraverso  a un  mezzo  omoge- 
neo, per  es.  all’  aria,  in  un  tubo  di  grossezza  uniforme,  la  sua 
intensità,  come  ò chiaro,  dove  conservarsi  costante  a qualunque 
distanza  dall’  origine,  o tutto  al  più  sarà  uu  poco  diminuita  dal- 
r attrito  dell’  aria  contro  le  pareti  del  tubo  che  naturalmente 
viene  accorciando  in  parte  lo  vibrazioni  primitivo  : è ciò  con- 
forme all’esperienze  di  Biol,  il  quale  negli  acquidolli  di  Pari- 
gi all'estremità  di  una  colonna  d'  aria  della  lunghezza  di  Dot 
metri  poteva  parlare  a voce  bassa  con  persone  situate  all’  altra 
estremità,  come  se  gli  fossero  state  dappresso. 

Quando  però  il  suono  si  propaga  liberamente  attraverso  a un 
mezzo  omogeneo  in  onde  sferiche,  la  sua  intensità  varia  in  ra- 
gione inversa  del  quadralo  della  distanza  dal  centro  sonoro,  im- 
perciocché trasfondendosi  il  suono  da  una  superficie  sferica  ad 
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un'altra  concentrica,  è chiaro  che  dovrà  tanto  debilitarsi,  quan- 
to cresce  estensivamente,  ossia  quanto  si  spande  più  la  materia  a 
cui  è trasmesso  il  moto  vibratorio  : sicché  l’intensità  del  suono 
segue  la  ragione  inversa  delle  superficie  sferiche,  sulle  quali  suc- 
cessivamente si  diffonde  : ma  queste  superficie  variano  nella  ra- 
gion diretta  dei  quadrali  de' loro  raggi  o distanze  dal  centro 
sonoro  ; dunque  l’ intensità  del  suono  in  un  mezzo  libero  ed 
omogeneo  segue  la  ragione  inversa  delle  distanze  quadrate  dal 
centro  sonoro 

16*.  La  qual  cosa  possiamo  anche  provare  col  calcolo  nel  se- 
guente modo.  Indicando  con  m,  e la  somma  e la  velocità  del- 
le molecole  aeree,  onde  si  compone  una  superficie  sferica  alla  di- 
stanza variabile  z dal  centro  sonoro,  sappiamo  dalla  teoria  dei 
corpi  elastici  (Mecc.  241)  che  la  velocità  della  superficie  posta  al- 
la distanza  z-+-dz,  dopo  l’urto  e la  comunicazione  del  moto,  vien 
data  dalla  forinola 


y, [m'  — m)v'  -hìmv 


ossia  dalla  formolo 

v>_  dm_ 

2 m -4-  dm  2 tn  ’ 

se  supponiamo,  come  è di  ragione  , t/  = 0 ed  dm,  e 

se  inoltre  ci  atteniamo  solo  alle  quantità  infinitesime  di  primo  or- 
dine. Si  vede  quindi  che  passando  i tremili  da  una  superficie  al- 
l’ altra,  la  velocità  oscillatoria  soffre  un  decremento  infinitamente 
piccolo,  che  diverrà  ben  presto  sensibile.  Ora  per  trovare  la  leg- 
ge di  questa  variazione  finita,  cerchiamo  la  variazione  infinitesi- 
ma dv,  ovvero  V'  — v , la  quale  secondo  1’  ultima  formola  si  es- 
prime per  l'equazione  differenziale 
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dv  = V'  — V 


vdm 
2 m : 


ma  le  masse  delle  diverse  superfìcie  sferiche  sodo  fra  loro,  come 
i quadrali  de'  raggi  o delle  distanze  dal  comun  centro  di  scotimen- 
to; cotalchè  se  dicasi  m,  la  massa  della  superfìcie  all’  unità  di 
distanza,  si  hanno  i valori  »n  = m.z* , dm  = 2m,i  di  : dunque  sus- 
sisterà 1’  equazione  differenziale  dv  = — , e per  conseguenza 

l’equazione  finita  log(e)  = — log(z)  -I-C  ; la  quale  chiamando  e, 
la  velocità  vibratoria  alla  distanza  z = 1,  ci  dà  1’  espressione 

v = -5*-  .11  perchè  in  un  mezzo  libero  ed  omogeneo  la  veloci- 
tà di  oscillazione  varia  inversamente  alla  distanza  dal  centro  so- 
noro ; e conforme  a tal  variazione  vuol  essere  la  modificazione  da 
introdursi,  come  fu  già  avvertito,  nella  seconda  forinola  (aTI)  del 
numero  (12°). 

Ciò  posto,  l’azione  per  es.  dell’  aria  vibrante  sull’  organo  del- 
1’  udito  può  rassomigliarsi  veracemente  a un  lavoro  meccanico,  e 
si  misura  (Din.  cap.  XI)  dalla  metà  della  forza  viva:  e siccome 
la  massa  dell'  aria,  la  quale  agisce  sull'  organo  dell'  udito,  è co- 
stante; cosi  la  detta  azione  o l’intensità  del  suono  varierà  propor- 
zionalmente alla  sola  velocità  quadrata  delle  molecole  aeree,  da 
cui  è percosso  il  timpano  dell’  orecchio.  Pertanto  se  rappresen- 
tiamo con  » l' intensità  de!  suono  alla  distanza  s dal  centro  so- 
noro, e con  A una  quantità  costante,  atteso  il  valore  di  v testò 

kv  9 

ritrovato,  avremo  i=ftc*e=— f-  ; e ciò  mostra  che  l’ intensità 

A» 

del  suono  varia  nella  ragione  inversa  del  quadrato  delle  distan- 
ze dal  cori»  sonoro. 

17*.  Osserviamo  qui  due  cose.  La  prima  ò che  il  vento  favo- 
revole accresce  non  solo  la  velocità,  ma  ancora  l’ intensità  del 
suono:  cosi  il  suono  di  una  campana  o il  fragore  di  un  cannone 
si  sente  meglio  nella  direzione  del  vento  che  nella  direzione  op- 


» k 
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posta;  c spesso  coll’aiuto  del  vento  cospirante  si  può  sentire  a tal 
distanza,  in  cui  altrimenti  non  si  distinguerebbe.  La  ragione  di 
questo  fenomeno  si  è che  l’ aria  essendo  trasportata  dal  vento,  se 
questo  è favorevole,  perverranno  all’  orecchio  le  onde  meno  lon- 
tane dal  corpo  sonoro,  le  quali,  come  abbiamo  detto,  sodo  capaci 
di  produrre  un  suono  più  intenso. 

La  seconda  osservazione  è che  un  suono,  sia  esso  intenso  op- 
pure sia  rimesso,  in  uno  stesso  mezzo  si  propaga  sempre  colla  me- 
desima velocità:  così  a una  data  distanza  arrivano  in  ugual  tem- 
po il  rumore  di  un  cannone,  e il  suono  di  un  martello;  e a di- 
verse distanze  da  un  corpo  sonoro,  il  suono  comincia  a sen- 
tirsi dopo  tali  tempi  che  stanno  sempre  in  proporzione  colle  di- 
stanze, quantunque  nell'  aria  aperta  lo  stesso  suono  debba  aRie  - 
volire  col  dilungarsi  dal  centro.  La  ragione  di  questo  fatto  si  è 
che  trattandosi  di  uno  stesso  corpo  sonoro,  le  sue  oscillazioni  che 
sono  la  causa  del  suono  più  o meuo  intenso  secondo  la  diversa 
loro  estensione,  per  la  legge  della  forza  acceleratrice  (11°.,  e Mecc. 
262.)  si  fanno  tutte  in  ugual  tempo;  e perciò  nelle  onde  aeree 
saranno  sempre  identici  gli  elementi  da  cui  dipende  la  velocità  del 
suono,  vale  a dire  la  loro  lunghezza  e il  tempo  in  cui  si  formano: 
trattandosi  poi  di  corpi  differenti,  o le  loro  oscillazioni  benché  di 
diversa  ampiezza  sono  sincrone,  e allora  i rispettivi  suoni  comechè 
di  diversa  intensità  si  propagheranno  con  ugual  velocità  per  la 
ragione  esposta  nel  primo  caso;  ovvcramente  le  loro  ost  inazioni  so- 
no d’ ineguale  durata,  e allora  le  lunghezze  delle  onde  rispettive  sa- 
ranno proporzionali  ai  tempi  in  cui  si  formano,  e però  il  suono  si 
diffonderà  pure  nell'  aria  con  una  sola  velocità.  Questo  ultimo  caso 
dimostra  che  la  velocità  è sempre  la  stessa  anche  pei  suoni  di 
vario  carattere,  dei  quali  passiamo  ora  a parlare. 

18°.  QiihIMù  dd  «uono.  Nel  suono  si  distinguono  principal- 
mente due  caratteri  o qualità,  or  dicendosi  che  esso  è grave  ed  or 
che  è acuto.  La  differenza  fra  il  suouo  grave  o l’ acuto  non  può 
derivarsi  che  dalla  diversa  celerilà  delle  oscillazioni  eccitate  prima 
nelle  parti  del  corpo  sonoro,  e poscia  comunicate  alle  molecole  del- 
l'aria. Imperocché  la  diversa  impressione,  che  il  suono  grave  o il 
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suono  acuto  fanno  sull1  organo  dell’ udito,  suppone  senza  dubbio  ed 
esige  un  diverso  movimento,  sia  nell’  aria  da  cui  quella  impressio- 
ne è immediatamente  prodotta,  sia  nel  corpo  sonoro  da  cui  si  ori- 
gina: or  da  una  banda,  quanto  alla  formazione  del  suono,  nel  mo- 
to del  corpo  sonoro  e dell’aria  non  può  ammettersi  altra  specie 
tra  queste  due,  o che  le  oscillazioni  delle  loro  particelle  sieno  quan- 
do più  e quando  meno  estese,  ovvero  che  si  compiano  in  un  tem- 
po or  più  lungo  ed  or  più  breve;  d'altra  banda  la  prima  specie 
di  moto  influisce  soltanto  sulla  quantità  od  intensità  del  suono,  co- 
me abbiamo  chiarito  nel  numero  (14°.):  dunque  l' impressione  del 
suono  grave  od  acuto  esige  una  diversità  nella  seconda  specie  di 
moto;  e la  differente  qualità  del  suono  procede  dalla  diversa  dura- 
ta o celerità  delle  oscillazioni  sì  primitive  del  corpo  sonoro,  come 
derivate  dell'  aria. 

L’esperienza  viene  a confermare  la  stessa  verità;  e ci  fa  inoltre 
conoscere  che  i suoni  bassi  o gravi  rispondono  a un  piccolo  nu- 
mero di  oscillazioni  eseguite  in  un  dato  tempo,  o che  i suoni  alti 
od  acuti  risultano  per  contrario  da  un  gran  numero  di  vibrazioni. 
Infatti  è noto  che  le  corde  vibranti  negli  strumenti  musicali,  man- 
dano un  suono  tanto  più  grave,  quanto  sono  più  lunghe  o men 
tese,  e quanto  maggiore  à il  loro  diametro  o la  loro  densità;  e che 
all’  opposto  le  medesime  corde  rendono  un  suono  tanto  più  acuto, 
quanto  sono  men  lunghe  o più  lese,  c quanto  minore  è il  diame- 
tro o la  loro  densità:  ma  le  corde  più  lunghe  o men  tese  e di 
maggior  diametro  o densità,  quando  risuonano,  fanno  e trasmetto- 
no all’aria  in  un  tempo  determinalo  un  minor  numero  di  oscilla- 
zioni, che  le  corde  men  lunghe  o più  tese  e di  minor  diametro  o 
densità,  siccome  può  sensibilmente  vcrif  carsi  anche  ad  occhio  nudo: 
dunque  i suoni  gravi  od  acuti  sono  l' effetto  del  minore  o maggior 
numero  di  vibrazioni  che  in  pari  tempo  compiono  le  molecole  dei 
corpi  sonori  e dell’aria  atmosferica. 

In  questo  luogo  crediamo  cosa  utile  il  dimostrare  col  calcolo  la 
legge  or  mentovata  sul  numero  delle  oscillazioni  di  una  corda  vi- 
brante, premettendo  la  soluzione  del  problema,  in  cui  si  cerca  l’e- 
quazione della  curva  formata  dalla  medesima  corda. 
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19°.  KqiiHzloiM*  tirila  curva  tirile  piccole  owclllaxloiil 

di  una  corda.  Una  corda  AB  (fig.  199».)  di  grossezza  uniforme, 
ugualmente  lesa  in  tulle  le  parti  c fissala  alle  due  estremità  nei 
punti  A o B,  si  rimuova  un  poehetto  dalla  sua  posizione  di  equi- 
librio; e condotta  a una  data  forma  AHCB,  si  abbandoni  a sè  me- 
dasiraa  sicché  oscilli  di  qua  c di  là  dalla  retta  AB:  di  tal  guisa 
oscillando  la  corda  intorno  alla  sua  posizione  di  equilibrio,  si  do- 
manda l’equazione  della  curva  AH'B,  in  cui  ecsi  si  configura  a un 
dato  istante. 

Sieno  a:=AH,  le  coordinate  ortogonali  di  un  punto  H' 

della  curva;  e sieno  puro  rispettivamente  m , /,  0 la  massa,  la  lun- 
ghezza e la  tensione  della  corda  AB.  Supposte  assai  piccole  le  o- 
scillazioni,  il  massimo  scostamento  della  corda  dalla  posizione  di  e- 
quilibrio  sarà  quasi  insensibile,  e però  sarauno  prossimamente  vere 
le  tre  asserzioni  seguenti:  cioè  1.  che  la  tensione  presso  ciascun 
punto  H'  della  corda  vibrante  rimane  sempre  costante;  9.  che  lo 
stesso  punto  II'  si  muove  soltanto  nella  direzione  H0II  della  sua  or- 
dinala; 3.  che  gli  archi  corrispondenti  agli  angoli  t,  ed  « — da, 
che  coll’  asse  delle  ascisse  fanno  i due  lati  consecutivi  della  curva 
o le  due  tangenti  nel  punto  FU,  si  confondono  coi  rispettivi  seni  e 
tangenti  trigonometriche.  Quindi  a motivo  della  prima  asserzione 
la  quantità  0 esprimerà  presso  il  punto  H'  le  tensioni  della  corda 
dirette  secondo  i lati  H'i  ed  11'»7,  ossia  secondo  le  tangenti  H'iT 
e T'HV:  risolute  inoltre  queste  tensioni  in  dne  componenti,  una 
delle  quali  sia  parallela  e Y altra  perpendicolare  all’  asse  AB,  per 
ragiono  della  seconda  asserzione  le  componenti  parallele  ad  AB  do- 
vrano  elidersi  scambievolmente:  rcstauo  dunque  le  componenti  per- 
pendicolari, cioè  la  forza  — 0scna  che  spinge  il  punto  H'  verso 
FI.  e la  forza  0sen(x — di)  che  sollecita  lo  stesso  punto  veiso 
H0;  e queste  due  forze,  attesa  la  terza  asserzione,  possono  c- 
sprimersi  per  —6*  e 0(x  — di),  c si  compongono  in  uua  sola  for- 
za — Odi  cho  genera  il  moto  dell’ elemento  dm  della  corda  nella  di- 
rezione II'H.  Pertanto  la  forza  acccleratrice  nel  moto  dell’elemento 
6(fa 

vibrante  sarà  — : e siccome  da  una  parte  l’angolo  a— tangx 
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= , variando  in  una  stessa  curva  AH'B  deve  diffcienziarsi  rispetto 

alla  sola  x,  e ci  somministra  il  valore  ck=^- , dall’altra  par- 
te per  l’ uniforme  grossezza  della  corda  le  diverse  porzioni  di  que- 
sta sono  proporzionali  alle  masse  corrispondenti  e ci  danno  il  va- 
ttìdx 

loie  dm  = —j—  ; così  la  suddetta  forza  aoeeleratrice  si  ridurrà 
all’espressione 


ovvero 


» 


se  per  brevità  facciamo — = k'. 

Or  la  medesima  forza  è proporzionale,  come  abbiamo  altrove 
(IT.)  dichiaralo,  alla  distanza  dell’  elemento  vibrante  dalla  po- 
sizione di  equilibrio;  e perciò  si  esprime  ancora  per  py,  essendo 
P la  sua  intensità  alla  distanza  = 1 : dunque  possiamo  stabilirò 

l’equazione  — k'  = py , ossia 


= 0 . 


La  quale  equazione  lineare  e differenzialo  di  secondo  ordine,  se 
si  confronti  coll’  equazione  già  integrata  nel  numero  (CX1I)  del- 
l’ Introduzione  alla  Meccanica,  è chiaro  che  ha  per  integrale  com- 
pleto 


XÒT^-' 

y=Ce 


e poiché  annullandosi  insieme  x ed  y , si  ottiene  C = C'  ; per- 
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ciò  avuto  anche  riguardo  alle  coso  dette  sulla  line  del  numero  citato 
e rimesso  il  valore  di  k,  risulterà 


f * 

y=C\_e 


— e 


— 1 


1 


= 2(V  — 1 sen  (x  j = 2(V  — 1 sen^y/  — j . 


Da  cotesla  equazione,  a motivo  delle  coordinate  corrispondenti 
x=l  ed  y = 0,  si  deriva  la  formola 


sen [l\/  ^-j==0,  ovvero 


r%9 

e quindi  il  valore  della  forza  p — - ; ond’  è che  la  stessa 

equazione  si  riduce  alla  forma 


y — 2CV  — 1 sen  ^ ~ x j . 

Da  ultimo  chiamando  y'  V ordinata  D'D  che  corrisponde  all’a- 
scissa AD  —il,  avremo  y' = 2(V  — 1 sen =2(V— T;  per 
conseguenza  sussisterà 


(3)  y=t^sen^yi  j , 

che  è T equazione  cercata  alla  curva  AH'B  della  corda  vibrante. 

20°.  Nodi  e ventri  delle  corde  vibranti.  Quando  si  fa  vi- 
brare una  parte  aliquota  di  una  corda  tesa,  toccando  leggermente 
col  dito  un  punto  mobile  della  medesima,  0 ponendo  a una  data  di- 
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stanza  dall’ estremità  un  piccolo  cavalletto  che  non  inte-cetti  la  co- 
municazione del  movimento  dall’ una  all' altra  porzione;  la  corda  si 
divide  allora  in  un  numero  intero  di  parti  uguali  alla  porzione  scos- 
sa, le  quali  vibrano  tutte  alternamente  di  sopra  e di  sotto  alla  linea 
di  equilibrio,  come  se  ciascuna  parte  fosse  separata  dal  resto  della 
corda.  Se  per  es.  si  fa  vibrare  la  terza  parte  AB  (lìg.  200*  ) della 
corda  AE  fissata  in  A ed  E,  oscillano  insieme  le  tre  porzioni  ugua- 
li AB,  BC,  CE,  formando  la  curva  punteggiata  ABCE,  in  cui  oltre 
alle  due  estremità  della  corda  restano  immobili  anche  i punti  B e C: 
la  qual  cesa  siccome  possiamo  noi  riconoscere  , osservando  che  i 
pezzetti  di  carta  posti  a cavalcione  della  corda  sono  appena  agitati 
in  B e C,  e sbalzati  lungi  negli  altri  punti;  così  possiamo  ancora  di- 
chiarare, servendoci  dell’  equazione  già  trovala  alla  cuna. 

Ritenute  le  denominazioni  del  numero  precedente,  sia  l il  tempo 
iu  cui  la  parte  vibrante  AB  passa  dalla  posizione  estrema  alla  posi- 
zione AH'B,  ( il  tempo  di  due  oscillazioni,  a la  distanza  iniziale 
dei  punto  D'  dalla  linea  di  equilibrio:  l’ordinala  j/'=D'D,  la  quale 
corrisponde  all’ascissa  AD  = 4AB=4$ , giusta  la  prima  forinola 

2 -l 

(a  . 1 2*)  avrà  per  valore  a cos  -y—  , e quindi  l’ equazione  (0. 1 9") 
tra  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  II'  diviene 


y = a cos  —jr  seu  . 

l)a  questa  equazione  1.  risulta  y=0  perle  ascisse  ar  = 0,  —l  , 
= 2/ , = 3/  ; duuque  oltre  alle  due  estremità  A ed  E,  restano 
immobili  anche  i punti  intermedii  B e C.  — 2.  Preso  BH,=QHt 
= A 11—2  , cosicché  sieno  AH,  = /-+-.*  ed  AH,  =2/-+- x;  e 
successivamente  sostituite  nella  medesima  equazione  le  ascisse 
/- t-a\  ìl-^-x  in  luogo  della  x,  risulteranno  le  ordinate  yt  ed  yt  cor- 
rispondenti ai  punti  H,  ed  II, , le  qnali  saranno  espresse  per 

2 r.l  f r.x  \ 2 rA  t.X 

t/(  = acos  — seni  r h — j-  1= — a cos— p-sen-j-  , 
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yt  —a  cos 


ÌTCt 

~r 


T.X 


l 


) 


ir.l 


— a cos  -p-  sen 


rer 

T 


dunque  yi  = — g,  ed  y,=y;  per  tal  modo  essendo  uguali  e con- 
trarie le  ordinale  y ed  yt , e per  1’  opposto  essendo  uguali  e rivolle 
verso  la  stessa  banda  le  ordinate  y ed  yt , no  segue  che  le  par- 
ti AB  , BC  , CE  della  corda  oscillano  ugualmente  e con  alterna- 
tiva al  di  qua  e al  di  là  della  posiziono  di  equilibrio. 

I punti  B e C che  restano  immobili,  sogliono  chiamarsi  nodi 
della  corda  vibrante;  e si  dicono  ventri  della  medesima  le  [arti 
comprese  fra  i nodi,  oppure  fra  un  nodo  e una  estremità  fissa. 
È qui  da  avvertire  che  d’  ordinario  i nodi  e i ventri  si  formano 
di  per  sè  in  una  corda  vibrante,  accadendo  che  mentre  questa 
oscilla  in  tutta  la  sua  lunghezza,  dividasi  pure  in  un  numero  di 
parti  uguali  che  vibrano  separatamente  senza  disturbarsi:  che  an- 
zi ogni  corpo  che  risuoni,  dividesi  generalmente  in  più  parti  vi- 
branti, le  quali  sono  separate  da  linee  nodali , rette  o curve;  co- 
me ciascuno  può  veritìcare,  spargendo  di  minutissima  sabbia  le 
superficie  dei  corpi  sonori,  e osservando  come  questa  salti  e s'ac- 
cumuli nelle  linee  nodali.  L’avvertenza  che  abbiamo  fatto,  riguar- 
da sì  le  vibrazioni  trasversali  che  si  eseguiscono  nella  direzione 
perpendicolare  all’  asse  delle  corde,  e sì  le  vibrazioni  longitudi- 
nali che  si  fanno  nella  direzione  parallela  al  medesimo  asse,  e si 
ottengono  collo  strofinare  le  corde  nel  senso  della  loro  lunghezza. 
Ora  è da  tornare  alla  legge  del  numero  delle  oscillazioni,  che  di 
sopra  (18'.)  abbiamo  promesso  di  dimostrare. 

21'.  Liejcitr  delle*  vibrazioni  trasversali  di  una  corda. 

Essendo  la  forza  proporzionale  alla  distanza  delle  molecole  dalla 
linea  di  equilibrio,  il  tempo  I,  di  una  sola  vibrazione  della 


corda  ( Mecc.  262  ) ha  per  espressione  — e però  chiamando 

W 


n il  numero  delle  vibrazioni  fatte  nell’uoità  di  tempo,  otterremo  n= 

4 V • 1 > _ 1 1.  • . l .4  n.  1 "K  0 

I.  — 


— = — — : e poiché  abbiamo  nel  numero  (19”)  che  f*=  , sa- 


ir 
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rà  pure  n=\/  . Ma  se  si  chiama  r il  raggio  della  corda 

che  supponiamo  cilindrica,  e 3 la  sua  densità,  rr'/ò  si  è il  valore 
della  massa  m;  dunque 


I)a  questa  forinola  apparisce  che  il  numero  delle  vibrazioni  ese- 
guile da  una  corda  in  un  dato  tempo  è direttamente  proporzionale 
alla  radice  quadra  della  tensione,  e sta  nella  ragione  inversa  del 
suo  raggio  o diametro , della  sua  lunghezza  e della  radice  quadra 
della  densità.  È dunque  vero  ciò  che  asserimmo  nel  citato  numero 
(18°.),  vale  a dire  che  le  corde  più  lunghe  o men  tese  e di  maggior 
diametro  o densità  fanno  in  tempo  determinato  un  minor  numero 
di  oscillazioni,  che  le  corde  men  lunghe  o più  tese  o di  minor 
diametro  o densità;  e che  per  conseguenza  dal  numero  delle  o- 
scillazioni  fatte  in  un  dato  tempo  proviene,  che  il  suono  di  un 
corpo  sia  grave  od  acuto,  ed  abbia  diversi  gradi  nell’  una  o nel- 
l' altra  qualità. 

I suoni  gravi  od  acuti  di  due  o più  corpi  quando  siano  accor- 
dati insieme  o simultanei,  producono  ora  una  sensazione  gradila 
all’  orecchio  ed  ora  una  sensazione  disaggradevole:  dicesi  consonante 
l' accordo  o la  simultaneità  di  due  o più  suoni,  che  riescano  grati 
all’orecchio;  e per  contrario  dicesi  accordo  dissonante  la  simulta- 
neità di  due  o più  suoni,  che  cagionano  una  sensazione  poco  o 
niente  grata.  L' arte  della  musica  consiste  nell'  armonizzare  insie- 
me e combinare  talmente  i diversi  suoni,  che  ne  risulti  una  con- 
sonanza e si  eviti  qualunque  dissonanza  : diciamo  alcuna  cosa  de' 
suoni  che  si  sono  adottali  dagli  esperti  nell'arte  musicale,  e dei 
rispettivi  accordi  o consonanze 

22*.  Relazioni  numeriche  tra  I diversi  «tuoni  della 

'scala  musicalo  La  scala  musicale  è una  serie  di  suoni  che  con 
certa  legge  vanno  crescendo  in  altezza,  cominciando  dal  più  gra- 
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ve  fino  al  più  acuto  che  possa  percepirsi.  Questi  suoni  ad  ogni 
periodo  di  sette  si  riproducono  elevandosi  collo  stesso  ordine;  e pe- 
rò sogliono  dividersi  in  tanti  gruppi,  ciascuno  de’  quali  ò com- 
posto di  selte  suoni  o n ole,  e forma  ciò  che  i musici  chiama- 
no gamma  o scala  diatonica:  i sette  suoni  o note  di  ciascuna  gam- 
ma progrediscono  per  salti  od  intervalli  che  sembrano  fondati 
sull’  organizzazione  dell'  udito  umano,  e si  distinguono  coi  no- 
mi ben  conosciuti  do,  re,  mi,  fa,  sol,  la,  si;  le  medesime  no- 
te possono  inoltre  rappresentarsi  pei  numeri  delle  vibrazioni  che 
corrispondono  a ciascun  suono,  o quindi  possono  ancora  paragonarsi 
tra  loro  numericamente. 

A questo  fine  sia  1 la  lunghezza  di  una  corda,  la  quale  vibran- 
do renda  il  suono  o la  nota  do  di  uno  strumento  musicale  ; l' espe- 
rienza ha  fatto  conoscere  che  per  avere  le  altre  sci  note  della  scala 
diatonica,  bisogna  che  le  lunghezze  della  medesima  corda  o di  al- 
tre corde  omogenee,  ugualmente  grosse  e lese  da  uno  stesso  peso, 


sieno  ridotte  alle  rispettive  frazioni  , -y  , -j 


1 I A 
a ’ 5 ’ 15  • 


Ora  giusta  la  forinola  ( 3'  . 21°  ) , i numeri  delle  vibrazioni 
compiate  in  un  dato  tempo  dalle  corde,  a parità  di  altre  circo- 
stanze, stanno  nella  ragione  inversa  delle  loro  lunghezze dunque 
rappresentato  pur  coll’  unità  il  numero  delle  vibrazioni  che  corri- 
sponde al  do,  i numeri  delle  vibrazioni  per  le  altre  sei  note  sa- 


9 

ranno  -rr  , 

O 


Con  questi  numeri  possiamo  rappresentare  le  stesse  sette  note 
di  una  data  gamma:  e come  il  numero  delle  vibrazioni  che  cor- 
risponde a ciascuna  nota  di  una  gamma,  ò doppio  di  quello  che 
corrisponde  a ciascuna  nota  della  gamma  precedente;  cosi  otterre- 
mo i valori  relativi  delle  note  per  le  gamme  più  alte  o più  basse 
di  quella  che  abbiamo  or  considerala,  moltiplicando  o dividendo 
per  2,  i,  8,  ecc.  i numeri  soprascritti.  Pertanto  la  relazioni  nu- 
meriche tra  i diversi  suoni  della  scala  musicale  possono  raccogliersi, 
e vengono  date  dalla  tavola  seguente: 

Voi.  IL  31 


t 
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Valori  per  le 
gamme  inferiori 


1 

9 

5 

1 

3 

5 

15 

8 

64 

32 

6 

16 

14 

64 

1 

9 

5 

1 

3 

5 

15 

4 

32 

16 

3 

8 

H 

32 

1 

9 

S 

2 

3 

5 

15 

2 

16 

8 

3 

4 

6 

16 

Noie  di  una  gamma  do  re 


mi  fa 


sol 


la 


si 


Loro  valori  relativi  1 


Valori  |ter  le 
gamme  superiori 


4 

8 


9 

5 

4 

3 5 

15 

8 

4 

3 

2 3 

8 

9 

5 

8 

3 10 

15 

4 

2 

3 

3 t 

4 

9 

5 

16 

• 4 

15 

2 

3 

2 

9 

10 

32 

3 

**4 

15 

23°.  Dalla  serie  dei  rapporti  già  stabilita  possono  ricavarsi  i va- 
lori assoluti  di  tutti  i suoni  delia  scala  musicale,  qualora  si  conosca 
il  numero  assoluto  delle  vibrazioni  di  una  corda  che  rende  una 
nota  determinata.  Tal  cognizione  può  aquistarsi  con  varii  mezzi, 
per  es.  colla  ruota  dentala  di  Savart  o colla  sirena  di  Cagniard-La- 
tour  si  trova  che  il  suono  più  grave  del  violoncello  ò prodotto 
da  128  per  ogni  minuto  secondo;  chiamando  dot  un  siffotto 
suono,  avremo  le  altre  note  di  una  gamma  distinto  col- 
lo stesso  indice  1,  ed  espresse  coi  numeri  assoluti  delle  vibra- 
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zìodì,  moltiplicando  successivamente  il  numero  128  pei  rapporti 
9 5 4 

-g- , -j- , y , . . . ; cioè  avremo  i valori  della  tavola  seguente  : 

do,  re,  mi,  fa,  sol,  la,  si, 

128  144  160  170  192  214  240. 

he  note  delle  gamme  più  acute  o più  gravi  che  distinguere- 
mo cogl’indici  2,  3,  4,....  ovvero — 1 , — 2,  — 3, risultano 

dalla  moltiplicazione  o divisione  delle  note  ora  scritte  pei  numeri 
2.  4,  8,  cc.  Così  re,=  2re1:±=288;/a1=4/a1  = 836,  ed  è la  nota 
del  diapason  o corista  clic  serve  per  accordare  gli  strumenti  di 
un'orchestra;  mi, =8mi,=*  1280, /b§  = 16 /a,= 2720  ,....;so/, 
= 250  sol,  = 491 52  : per  contrario 

1 1 1 

soL,  — -j  sol , = 96  ; si.,  = — «,=  60;  do.,  = y do,  = 1 6 . 

24°.  rimiti  de’  Muoni  prrccttlhlll,  e della  lunghezz» 
delle  onde  M>nore  ncir  aria.  Innanzi  di  proseguire  la  teoria 
tisica  della  musica,  osserviamo  che  la  sensibilità  dell’udito  uma- 
no non  si  estende  a tutti  i suoni  possibili,  ma  è limitata  sì  per 
riguardo  all’intensità,  come  per  riguardo  all’altezza  de’ suoni.  Se- 
condo l’es|>erieuze  fatte  da  Savart  colla  sua, ruota  un  po' modificata, 
quando  l’intensità  sia  bastevole  a fare  impressione  sull’organo 
dell' udito,  comunemente  possono  percepirsi  i suoni  prodotti  da 
un  numero  di  vibrazioni  non  inferiore  a 16,  e non  superiore  a 
48000  per  ogni  minuto  secondo.  Ne  viene  quindi  che  i suoni  sensi- 
bili, onde  si  compone  la  scala  musicale,  si  estendono  dal  do., 
= 16  lin  presso  al  sol,  = 49152,  cioè  per  più  di  undici  gamme 
od  anche  ottave;  giacché  le  sette  note  di  ciascuna  gamma  colla 
prima  nota  della  gamma  seguente  costituiscono  ciò,  che  in  musica 
dicesi  una  oliava.  Generalmente  nelle  composizioni  di  musica  si 
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fa  uso  di  sei  o sette  ottave:  peraltro  la  voce  dell’ uomo  si  es- 
tende d’ordinario  dal  sol , al  fa „ cioè  può  produrre  da  192  a 
680  vibrazioni  per  secondo;  c la  voce  della  donna  arriva  dal  re, 
lino  al  lak , e però  è capace  di  dare  da  576  a 1712  vibrazioni  per 
ogni  minuto  secondo. 

Conosciuta  la  velocità  del  suono  nell’ aria  e il  numero  delle 
vibrazioni  che  corrisponde  ad  una  data  nota,  può  facilmente  cal- 
colarsi la  lunghezza  di  ciascuna  onda  sonora:  a questo  fine  ba- 
sta riflettere  che  siccome  un’  onda  sonora  si  forma  e si  propaga 
ad  ogni  duo  vibrazioni  del  corpo  sonoro,  così  nello  spazio  per- 
corso dal  suono  in  un  minuto  secondo  si  conterrà  un  numero 
di  onde  uguale  alla  metà  del  numero  delle  vibrazioni  fatte  pure 
in  un  secondo  dal  medesimo  corpo;  e però  a determinare  la  lun- 
ghezza di  ciascuna  onda,  non  si  avrà  a fare  altro  che  dividere  il  detto 
spazio  o Ta  velocità  del  suono  per  la  metà  del  numero  delle  vibra- 
zioni relative  a una  data  nota.  A cagiou  d’ esempio,  essendo  di  340 
metri  la  velocità  media  del  suono  nell’ aria,  la  lunghezza  dcH’on- 

340 

da  corrispondente  al  do,  = 128  sarà  di  metri  '^j-  = 5»«,  312:  e 

stando  ai  limiti  dei  suoni  sensibili  che  abbiamo  accennato  di  so- 
pra, la  lunghezza  dell’onda  relativa  al  suono  più  grave  sarà 
340w 

— — =42*»,  5;  e la  lunghezza  dell’onda  relativa  al  suono  più 

z* 

340« 

acuto  sarà  =0*»,  014  circa. 

25°.  Intervalli  e accordi  delle  note  muwleall-  Nella  mu- 
sica dicesi  tono  il  grado  di  altezza  di  un  suono:  e la  voce  per 
passare  da  un  tono  a un  altro  dee  fare  tanto  più  di  sforzo,  quan- 
to più  grande  è l’intervallo  che  separa  i due  suoni:  l’ intervallo  di 
due  suoni  è maggiore  o minore,  a misura  che  il  loro  rapporto  si 
allontana  più  o meno  dalla  unità;  e però  nella  scala  musicale  chia- 
masi intervallo  di  due  note  il  rapporto  del  numero  di  vibrazioni 
dell’  una  al  numero  di  vibrazioni  dell’ altra.  Ecco  gl’  intervalli  del- 
le note  consecutive  di  un'ottava,  ossia  i rapporti  di  ciascuna  nota 
alla  nota  precedente: 
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do  re  mi  fa  sol  la  si  do 


9 5 4 3 5 15 
8 4 3 2 3 8 


Intervalli 


9 10  16.  _9_  Ji>  ± 16 
8 9 15  8 9 8 15  * 


9 

Tre  solamente  sono  gl’  intervalli  differenti:  il  primo  ^ è un  poco 
piu  grande  del  secondo  y = y . , e il  terzo  ^ è piu  pic- 


colo del  secondo  y = jg  . , ed  e quindi  che  il  primo  si 


appella  tono  maggiore , il  secondo  tono  minore , il  terzo  semitono 
maggiore  comecché  non  sia  precisamente  la  metà  del  primo  inter- 
vallo. 

Già  abbiamo  detto  altrove  che  l'accordo  è la  simultaneità  di  due  o 
più  suoni:  l’accordo  è tanto  più  grato  all’orecchio  e consonante,  quan- 
to più  semplici  sono  i rapporti  dei  suoni  simultanei,  ossia  quanto 
più  brevi  sono  gl’  intervalli  di  tempo  tra  le  coincidenze  delle  loro 
vibrazioni.  Quindi  l’accordo  più  perfetto  è l’ unisono,  ossia  quel- 
lo di  due  corpi  che  nello  stesso  tempo  fanno  lo  stesso  numero  di 
vibrazioni:  viene  appresso  l’accordo  di  ottava , cioè  quello  di  due 
note  che  disiano  tra  loro  di  una  ottava  intiera,  come  do,  e do,, 
re,  e re,,  ec.;  c in  queste  la  ooincideuza  ha  luogo  j>er  tutte  le 
vibrazioni  della  nota  più  bassa.  Seguo  l’accordo  delle  note  do  e 
sol , che  nella  scala  distano  di  cinque  posti;  e in  questo  accordo  di 

3 

quinta,  stando  i numeri  delle  vibrazioni  fra  loro  come  1 a y ossia 


come  2 a 3,  accade  la  coincidenza  ad  ogni  due  vibrazioni  del  do 
e ad  ogni  tre  del  sol.  É pur  consonante  l'accordo  di  terza , o di 
due  note  distanti  di  due  intervalli,  come  sarebbero  do  c mi,  re 
e fa:  il  primo  accordo  è detto  di  terza  maggiore,  perchè  le  note 
distano  di  due  toni;  il  secondo  è detto  accordo  di  terza  minore , 
perchè  le  note  distano  di  un  tono  c mezzo.  Anche  gli  altri  accor- 
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di  sodo  più  o meno  consonanti,  e specialmente  l'accordo  di  lena 
e di  quinta  insieme,  per  es.  delle  tie  note  do,  mi,  sol,  in  cui  i 
rispettivi  numeri  di  vibrazioni  stanno  come  4:  5:  6;  ma  è disso- 
nante l’ accordo  del  do  e re,  avvenendo  la  coincidenza  delle  vibra- 
zioni ad  intervalli  troppo  lunghi,  cioè  ad  ogni  otto  vibrazioni  del 
do  e ad  ogni  nove  del  re. 

Da  ultimo  avvertiamo  che  gl’  intervalli  fra  le  note  consecutive 
della  scala  diatonica  essendo  troppo  grandi,  i professori  di  musica 
gli  accorciano  per  ravvicinare  le  note  e abbracciare  uu  maggior 
numero  di  suoni  sensibilmente  diversi.  A questo  line  s'  inseriscono 
tra  le  note  di  ciascuna  gamma  altre  note  di  un  numero  di  vibra- 
zioni rispettivamente  maggiore  o minore  dei  numeri,  da  cui  risul- 
tano le  note  laterali;  cioè  s’inseriscono  le  stesse  note  laterali  mol- 


tiplicale per  , ovvero  per  : queste  note  intercalate  si  di- 


stinguono coi  nomi  di  diesis  e di  bemolle ; sicché  una  nota  diesis 

25 

deve  innalzarsi  moltiplicandola  per  , e una  nota  bemolle  deve 


24  9 

abbassarsi  moltiplicandola  per  . Cosi  re6*»-  = . 


24  27 

25  ~ 25 


9 ,.  9 25  75  n 

"=  8 ■rtJ‘''  = T-U=U-  Ora"do 


l’intervallo  fra 


81 

due  note'  è di  — , la  differenza  de  ’ due  suoni  è poco  sensibile, 

oU 


e non  si  distingue  se  non  da  un  orecchio  bene  esercitato:  perciò 
quella  frazione,  che  è l’ intervallo  fra  il  tono  maggiore  c il  tono 
minore,  costituisce  il  più  piccolo  degl’  intervalli  che  si  usano  nel- 
la musica;  dicesi  comma,  e uua  nota  viene  alzala  o abbassala  di 


26°.  Nnooi  roti  mini  tanti  e di  coni  Ili  nu  zio  tir.  Conclliu- 
diamo  il  presente  capo  assegnando  la  ragione  di  tre  fenomeni. 

1.  Se  due  corde  lese  all’unisono  sieno  vicine  tra  loro  e si  fac- 
cia vibrare  una  di  esse,  anche  l’altra  comincia  a tremolare  e do- 
po breve  tratto  v ibrando  dà  lo  stesso  suono  della  prima.  La  ragio- 
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ne  di  questo  fatto  è chiara:  perchè  siccome  in  un  pendolo  con  uu 
menomo  impulso,  per  es.  col  soffio  della  bocca,  si  eccita  prima  un 
piccolissimo  moto  oscillatorio  che  poi  s’ ingrandisce  a poco  a poco, 
ripetuto  opportunamente  l’ impulso  ad  ogni  vibrazione;  così  i tre- 
miti comunicati  all'aria  da  una  corda  vibrante  scuotono  un'altra 
corda  vicina,  e possono  in  poco  di  tempo  imprimerlo  uu  moto  on- 
dulatorio che  la  faccia  risaonare,  se  i successivi  impulsi  derivati 
dalla  prima  .corda  nella  seconda  non  si  alterino  scambievolmente 
ma  si  accumulino.  Ora  la  seconda  corda  essendo  tesa  all'  unisono 
colla  prima  e perciò  disposta  ad  oscillare  in  uguali  intervalli  di 
tempo  colla  medesima,  i detti  impulsi  si  rinnovano  opportunamente 
alla  fine  delle  singole  vibrazioni;  le  quali  per  conseguenza  di  picco- 
lissime che  sono  da  principio  nella  corda  non  tocca,  diverranno  ben 
presto  sensibili,  fino  a produrre  un  suono  identico  a quello  della 
corda  toccata:  che  anzi  la  stessa  cosa  deve  accadere  o accade  di  fat- 
to con  più  o meno  difficoltà,  quantunque  la  corda  vibrante  non  sia 
all’  unisono,  ma  possa  dividersi  in  parti  aliquote  uguali  alla  lun- 
ghezza della  corda  non  tocca;  perchè  in  questo  caso,  sebbene  gl’im- 
pulsi provenienti  dalla  prima  corda  non  succedano  alla  line  di 
ciascuna  oscillazione  della  seconda,  tuttavia  si  ripetcno  regolarmente 
ad  ogni  due  o più  oscillazioni,  e così  possono  determinare  la  corda 
non  tocca  a rendere  il  proprio  suono. 

2.  Quando  si  fa  vibrare  una  corda  che  dia  per  es.  il  do,  oltre  a 
questo  suono  principale  si  sentono  parecchie  fiate  anche  degli  al- 
tri suoni  più  acuti  che  diconsi  concomitanti  o armonici : tra  i suoni 
secondarii  si  distinguono  specialmeute  1’  ottava  del  suono  princiJ 
pale,  l’ ottava  della  sua  quinta  sol,  e la  sua  doppia  ottava;  cioè /si 
odono  distintamente  i suoni  prodotti  da  un  numero  doppio,  triplo 
e quadruplo  di  vibrazioni  di  quel  suono  principale.  Or  cotesto  fat- 
to trova  la  sua  spiegazione  in  ciò  che  si  è notato  nel  numero  (20°.), 
vale  a dire  che  una  corda  vibrante  si  divide  naturalmente  e si  sud- 
divide in  diversi  numeri  di  parti  aliquote,  ciascuna  delle  quali  o- 
scilla  separatamente  senza  che  sia  punto  disturbata  dalle  vibrazioni 
delle  altre  parti,  e rende  un  suono  tanto  più  acuto  quanto  è mino- 
re la  sua  lunghezza. 
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3.  Accade  talora  che  in  uno  strumento  musicale  intonandosi  in- 
sieme due  o più  suoni,  si  generi  di  per  sè  un  nuovo  suono  che  di- 
cesi di  combinazione,  o almeno  a certi  periodi  di  tempo  si  senta 
un  rinforzo  dei  suoni  prodotti  che  chiamasi  battimento.  La  spiega- 
zione di  questo  fenomeno,  che  il  prof.  Tariini  osservò  pel  primo, 
è pur  facile.  In  due  suoni  che  fanno  accordo  tra  loro,  vi  ha  coin- 
cidenza di  vibrazioni  e conseguentemente  di  onde  sonore  a certi  in- 
tervalli di  tempo  uguali:  dunque  a ciascuno  di  cotesti  intervalli  suc- 
cederà un  rinforzo  di  suoni  o un  battimento  ; e se  i successivi  bat- 
timenti sono  talmente  prossimi  che  in  un  minuto  secondo  se  ne 
formi  un  numero  sufficiente  alla  percezione  di  un  suono  continuo, 
dovrà  sentirsi  un  novello  suono  che  accompagnerà  i suoni  diretta- 
mente  eccitati,  e sarà  di  loro  più  grave.  Cosi  facendo  risuonare 
insieme  il  do,  e il  sol,,  che  stanno  fra  loro  come  2 a 3,  la  («inci- 
denza avverrà  ad  ogni  due  vibrazioni  del  primo  tono  e ad  ogni 
tre  del  secondo,  e di  tali  coincidenze  in  un  minuto  secondo  se  ne 
accumulerà  un  numero  più  che  bastevole  alla  produzione  del  suo- 
no; dunque  oltre  al  do,  e al  sol, , si  udirà  eziandio  il  do , genera- 
to dalle  vibrazioni  coincidenti;  giacché  a queste,  che  sono  la  metà 
delle  vibrazioni  della  nota  do,  corrisponde  la  prima  nota  della 
gamma  prossimamente  inferiore.  Se  le  due  note  prese  ad  esempio, 
come  ancora  le  altre  dell'  istrumento,  non  fossero  perfettamente 
d' accordo,  non  si  distinguerebbe  più  il  rispettivo  suono  di  combi- 
, nazione,  ma  si  sentirebbe  solo  un  semplice  battimento  a periodi  più 
o meno  grandi:  nella  qual  cosa  può  riporsi  un  criterio  per  giudica- 
re che  le  voci  dello  strumento,  per  es.  di  un  organo,  non  sono  bene 
armonizzate  e debbono  accordarsi. 

CAPO  III. 


STRUMENTI  PNEUMATICI. 

27°.  Origine  del  «meno  negli  «tiramenti  du  liete.  Negli 
strumenti  da  Italo  l’origine  prima  e la  cagione  principale  del 
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suono  non  è da  riporsi,  come  negli  altri  strumenti  musicali,  nelle 
'vibrazioni  delio  parti  solide;  ma  sì  nelle  vibrazioni  della  colonna 
d’ aria  racchiusa  ne'  tubi  diritti  o curvi,  onde  sono  composti  gli  stes- 
si strumenti.  Invero  se  negli  strumenti  da  tiato  il  suono  si  originas- 
se precipuamente  dalle  vibrazioni  delle  parli  solido,  grandemente 
influirebbe  sulla  qualità  e quantità  del  medesimo  suono  sì  la  mate- 
ria degli  strumenti  più  o meno  elastica  ed  acconcia  a vibrare,  c si 
ancora  la  loro  grossezza  divisibile  in  un  maggiore  o miuor  numero 
di  parli  vibranti;  per  conseguenza  dagli  strumenti  pneumatici 
dovrebbero  risultare  diversi  suoni,  sia  a pari  grossezza  per  la  di- 
versità della  materia,  sia  ad  ugual  materia  per  la  diversità  di 
grossezza,  come  appunto  succede  negli  islromenli  da  corda  o che 
risuouano  per  la  percossa.  Or  questa  conseguenza  non  si  avvera; 
perchè  sofliando  con  un  medesimo  grado  di  forza  ne'  tubi  di 
uguale  lunghezza  e di  differente  materia  o grossezza,  si  sentono 
bensì  de' suoni  di  diversa  tempra  o metallo , ma  tutti  identici 
quanto  al  tono  e all'  intensità:  dunque  negli  strumenti  da  tiato 
i suoni  non  vengono  prodotti  dalle  vibrazioni  delle  parli  solide, 
ma  dalle  vibrazioni  dell'aria  che  vi  si  contiene;  la  quale,  secon- 
docbè  è più  o meno  impedita  dalla  aderenza  e scabrosità  de'  varii 
tubi,  può  per  avventura  cagionare  la  diversa  tempra  o bontà  di 
uno  stesso  suono. 

Tu  ita  voi  la  perchè  la  colonna  d' aria  racchiusa  in  uno  strumento 
o tubo  possa  rendere  un  sur  no,  non  dee  esser  mossa  tutta  intiera; 
ma  bisogna  che  le  sue  parti  sieno  determinate  ad  oscillare,  a 
somiglianze  di  quelle  di  un  corpo  solido  messo  in  vibrazioni:  ed 
ecco  in  breve  come  si  producono  le  vibrazioni  dei  singoli  strati 
li'  aria  c si  genera  il  suono  negli  strumenti  da  fiato,  o ne'  tubi 
onde  questi  sono  geDCralmnte  composti.  Sofliando  con  un  manti- 
ce o colla  bocca,  l'aria  viene  introdotta  e spiala  nel  tubo  per 
un’apertura  conveuienlemeute  disposta;  ma  nello  stesso  tempo  ur- 
tando contro  i labbri  dell'apertura,  o contro  la  linguetta  di  cui 
questa  è talora  munita,  l' aria  s' insinua  nel  tubo  con  intermittenza 
e concepisce  un  moto  vibratorio,  che  si  comunica  di  mano  in  mano 
alle  parli  della  colonna  aerea  del  medesimo  tubo,  e vi  forma  delle 
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onde  somiglianti  a quelle  che  abbiamo  esposto  nel  numero  (11°-): 
da  quei  moti  vibratorii  e da  queste  onde  nascono  i suoni,  i quali  per 
altro  variano  di  tono  colla  lunghezza  dei  diversi  tubi,  ovvero  coll’  a- 
prire  o chiudere  or  l’ uno  ed  or  l’altro  dei  fori  opportunamente  pra- 
ticati nel  senso  longitudinale  di  un  stesso  tubo. 

28°.  Nodi  e ventri  delle  eolonne  dP  orlo  vibranti  nel 
tubi  sonori.  Mentre  nei  tubi  cilindrici  di  determinata  lunghezza 
si  propagano  le  vibrazioni  e le  onde  aeree,  in  alcune  sezioni  della 
colonna  vibrante  si  formano  varii  nodi  e ventri,  che  ora  prendiamo 
a spiegare  sia  nei  tubi  aperti  ad  una  sola  estremità,  sia  in  quelli 
aperti  ad  ambidue  i capi. 

* Rappresenti  AE(tig.  201.»  } un  tubo  aperto  all’  estremità  A A, 
e chiuso  all’  altra  estremità  EE;  e per  maggior  chiarezza  chia- 
miamo onda  dilatata  e onda  condensata  le  due  metà  per  es.  AB 
e BC  di  ciascuna  onda  intera  ABC,  ed  esprimiamo  con  2).  la 
lunghezza  costante  di  questa.  Le  onde  si  propagano  colla  velo- 
cità del  suono  dall’  orifizio  AA  verso  il  fondo  E,  ed  appena  giunte 
su  questo  fondo,  si  ripiegano  indietro  verso  I’  orifizio,  conser- 
vando in  questa  opposta  direzione  gli  stessi  gradi  di  velocità 
oscillatoria  e di  densità  delle  loro  parli:  per  esaminare  gli  ef- 
fetti di  siffatti  movimenti,  consideriamo  il  ritorno  della  prima 
onda  DED  = X,  che  supponiamo  condensata,  nel  momento  pre- 
ciso in  cui  il  suo  mezzo  tocca  il  fondo  chiuso  del  cannello. 
In  tal  momento  le  due  metà  dell'  onda  condensata,  una  diretta 
e l’ altra  riflessa,  si  trovano  soprapposte  l’ una  all’ altra;  dimodo- 
ché coincidano  fra  loro  sì  le  due  estremità  della  medesima  onda 
in  DD,  e sì  le  altre  parti  simmetriche  rispetto  allo  strato  dì 
mezzo:  perciò  restando  lo  strato  d’ aria  DD  alla  condizione  di 
densità  nativa,  le  densità  degli  altri  strati  sino  al  fondo  saranno 
crescenti  come  prima,  e raddoppiate  nella  loro  variazione;  men- 
tre per  converso  le  velocità  oscillatorie  si  ridurranno  tutte  a 
nulla,  quelle  della  semionda  diretta  essendo  elise  dalle  velocità 
uguali  c contrarie  della  semionda  riflessa.  Ma  cotesto  stato  di 
equilibrio  non  dura  che  l’ istante  considerato:  perchè  continuando 
a propagarsi  sì  l' onda  seguente  CD  che  ò diretta  e dilatala,  come 
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anello  l’ onda  DED  riflessa  o condensata,  lo  strato  aereo  DD  per 
essere  ugualmente  modificato  dalle  dilatazioni  della  prima  onda 
e dalle  condensazioni  della  seconda,  conserverà  sempre  la  sua  den- 
sità naturale  ; lo  strato  d’aria  contiguo  al  fondo  verrà  sempre  a 
provare  per  eccesso  o per  difetto  il  massimo  cangiamento  di  den- 
sità, e gii  strati  intermedii  possederanno  pure  una  densità  media 
fra  quelle  degli  strali  estremi  : per  1’  opposto  essendo  cospiranti 
in  DD  l'azione  diretta  dell’onda  rarefatta  CD  o l’azione  riflessa 
de  1’  onda  condensata  DED,  ed  inoltre  distruggendosi  immediata- 
mente per  la  riflessione  il  movimento  elio  ciascuna  onda  diretta 
tende  a produrre  in  EE,  ne  segue  che  eccettuati  gl’  istanti  della 
< «incidenza  fra  le  estremità  di  ciascuna  onda,  la  velocità  oscilla- 
toria dello  strato  DD  situato  alla  distanza  \ A dal  fondo  è massi- 
ma, quella  dello  strato  EE  aderente  al  feudo  è sempre  nulla,  e 
media  è la  velocità  degli  altri  strati  che  si  trovano  fra  quel 
primo  o quest’  ultimo.  Tenendo  dietro  colla  mente  all’ulteriore  pro- 
pagazione e soprapposizione  delle  onde  diretto  c riflesse,  ci  per- 
suaderemo facilmente  che  come  lo  strato  N contiguo  al  fondo,  co- 
sì gli  strali  N',  !S",  N'",  ...  posti  alle  distanze  X,  2A,  3X,...  dal 
fondo  stesso  del  tubo  e soggetti  in  pari  tempo  alle  azioni  uguali 
ed  opposte  di  due  onde  della  stessa  specie,  restano  immobili  e 
soffrono  un  cangiamento  massimo  di  densità  ; e che  come  lo  strato 
V alla  distanza  TX  dal  fondo,  così  pure  gli  strati  V',  V",  V'",  .... 

3 5 7 

collocati  alle  rispettive  distanze  -j  X,  -g-  X , X , ....  dai  mede- 
simo fondo  sino  alla  bocca,  sono  animati  da  una  velocità  massima 
di  oscillazione,  ma  ritengono  costantemente  la  nativa  densità.  Que’ 
primi  strati  d’aria,  che  non  hanno  velocità  oscillatoria  e soffrono  un 
cangiamento  massimo  di  densità,  si  chiamano  nodi  della  colonna 
vibiantc;  gli  altri  strati  che  posseggono  una  velocità  massima  senza 
modificazione  nella  densità,  si  dicono  ventri  della  stessa  colonna. 

I vari!  suoni  in  un  tubo  di  data  lunghezza  dipendono,  come 
vedremo,  dalia  lunghezza  delio  ondo  dilatale  o condensate,  e per 
conseguenza  dal  numero  dei  nodi  o dei  ventri,  della  colonna  vi- 
brante. Ora  poniamo  che  il  tubo  AE  dia  un  suono  determinato: 
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è chiaro  che  se  nel  tubo  si  apra  uu  foro  laterale  uel  posto  di  ua 
'ventre  per  es.  V,  il  suoqo  primitivo  non  sarà  punto  alterato;  perchè 
la  densità  dell’  aria  interna  in  V essendo  già  uguale  alla  densità 
dell'aria  esterna,  le  oscillazioni  della  colonna  aerea  uon  verran- 
no certamente  impedite  o turbate  per  la  sua  libera  comunicazio- 
ue  coll’  atmosfera  nei  punto  predetto.  Che  anzi,  siccome  ci  mo- 
stra pure  l’esperienza,  non  succede  veruna  alterazione  di  suono, 
sebbene  1’  apertura  si  estenda  a tutto  il  contorno  del  tubo  e si 
separi  la  parte  DE  dal  resto  AD  : ma  in  questo  caso  avrem- 
mo un  tubo  aperto  da  ambe  le  estremità;  e così  è manifesto  che 
in  tali  tubi  si  formano  varii  nodi  e ventri,  come  nei  tubi  chiusi 
da  un  capo.  La  sola  differenza  fra  le  due  specie  di  tubi  si  è che  nei 
tubi  aperti  da  uua  sola  estremità  deve  esistere  un  nodo  al  fondo 
e un  ventre  alla  bocca,  laddove  nei  tubi  aperti  da  ambe  le  es- 
tremità debbono  formarsi  due  ventri  ai  due  capi. 

29*.  Lrffi  delle  vibrazioni  o de'  suoni  ne’  tubi  eliln- 
si  da  un  rapo.  Affinchè  la  colonna  d'  aria  vibrante  in  un  tu- 
bo chiuso  da  un'  estremità  renda  up  suono  perfetto  e musicale,  è 
necessario  che  si  abbia  un  nodo  al  fondo  del  tubo  e un  ventre  alla 
bocca:  quando  una  tal  condizione  è soddisfatta,  I'  aria  nella  boc- 
ca del  tubo  conservando  sempre  uua  densità  uguale  a quella  del- 
l' aria  atmosferica,  si  manterrà  in  equilibrio  con  questa  e vibre- 
rà regolarmente  a guisa  di  una  corda  o verga;  ma  se  per  contra- 
rio la  colonna  non  terminasse  alla  bocca  in  un  ventre,  non  sussi- 
sterebbe sempre  l’equilibrio  dell'  aria  situata  all’  apertura  coll’aria 
esterna,  e però  le  onde  aeree  venendo  in  ogni  istante  ad  alterarsi, 
non  produrrebbero  che  un  suono  confuso  ed  imperfetto. 

Ora  in  tubo  di  lunghezza  / la  suddetta  condizione  può  verifi- 
carsi in  molti  modi.  Il  più  semplice  è che  la  luugheza  dell'onda 
dilatala  o condensala  sia  il  doppio  della  lunghezza  del  tubo:  allo- 
ra esisterà  un  solo  nodo  al  fondo  e uu  solo  ventre  alla  bocca  ; 
e sarà  il  caso  in  cui  il  tubo  comincia  a dare  un  suouo  ben  di- 
stinto, e più  grave  di  quanti  altri  può  dare.  Ter  determinare 
in  questo  caso  il  numero  n delle  vibrazioni  eseguite  nell'  unità 
di  tempo  o in  un  minuto  secondo  , ricordiamo  che  un  tal  nu- 
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mero  corrisponde  appuntino  al  numero  delle  onde  rarefatte  e con- 
densate che  si  generano  pure  in  un  minuto  secondo  : dunque 
esprimendosi  la  lunghezza  il  di  ciascuna  di  queste  onde  (24.*) 
pel  rapporto  della  velocità  c del  suono  al  numero  n di  tutte,  si 
c c 

avrà  ìl  = — , e per  conseguenza  n = . Pertanto  nel  caso 

di  un  solo  nodo  e di  un  solo  ventre,  il  numero  delle  vibrazioni 
che  la  colonna  aerea  fa  tfoll’unilà  di  tempo  in  un  tubo  sonoro,  ov- 
vero il  suono  rappresentato  dal  medesimo  numero,  ha  per  valore 

il  rapporto  . Il  secondo  modo  di  trarre  un  suono  dal  tubo 

/ è questo,  che  l'aria  sia  spinta  con  tal  forza,  da  formare  nello 
stesso  tubo  due  nodi  e due  ventri:  in  questo  caso,  dovendo  sem- 
pre trovarsi  un  nodo  al  fondo  o un  ventre  alla  bocca,  la  lun- 

2/ 

ghezza  dell’  onda  condensala  e dilatala  risulta  = — ; c però  il 

*1 

numero  delle  vibrazioni  nell’unità  di  tempo,  o il  valore  del  suono 

3c 

corrispondente  sarà  dato  dal  rapporto  ^ . Appresso  viene  il  suo- 
no prodotto  dalle  vibrazioni  che  formano  nel  tubo  l tre  nodi 
e tre  ventri:  iu  tal  caso  siccome  si  sviluppano  nel  tubo  due  onde 

il 

e mezza  ; così  la  lunghezza  di  ciascuna  onda  sarà  , e il 

• o 


5c 

rapporto  esprimerà  il  numero  delle  vibrazioni  nell’unità  di  tem- 
po o il  suono  eccitato. 

Continuando  a ragionare  somigliantemente  per  gli  altri  casi, 
siamo  condotti  a stabilire  la  legge  seguente:  quando  i aria  è 
spinta  in  un  ludo  chiuso  ad  un  capo  con  forza  crescente,  i suoni 
prodotti  crescono  gradatamente  in  altezza  e sono  rappresentali 

dalla  serie  dei  rapporti  , ~ , ; ovvero  dalla 


serie  dei  numeri  dispari  1, 3, 5,7, , chiamando  1 il  suono  più 

grave  che  possa  dare  il  tubo , ossia  il  suono  fondamentale.  É anche 
evidente  quest' altra  legge  : in  due  tubi  disuguali  i suoni  di  uno 
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stesso  ordine,  per  es.  i suoni 


fondamentali 


stanno 


fra  loro  nella  ragione  inversa  delle  lunghezze  l ed  f. 

30°.  Legni  delle  vibrazioni  dell'  aria  o del  Kaoni  In  un 
tulio  aperto  da  ambe  le  ewt remila.  Nei  tubi  aperti  dall' li- 
na e dall’  altra  parte,  per  ottenere  un  suono  distinto  e non  alterato, 
è necessario  che  ai  due  estremi  si  trovino  due  ventri  di  vibrazione: 
quindi  è che  risuonando  un  tubo  aperto,  per  tutta  la  sua  lunghez- 
za l si  distenderanno  una,  due,  tre, ...  onde  di  condensazione  o 
di  dilatazione,  secondochè  si  abbiano  uno,  due,  tre, ....  nodi  della 
colonna  d'aria  vibrante;  e in  questi  diversi  casi  saranno  /, 


— / , -g-  /, ....  le  rispettive  lunghezze  di  ciascuna  onda  condensa- 


ta o dilatata.  Dalla  qual  cesa  si  conchiude  che  dunque  i successivi 
numeri  di  vibrazioni  compite  nell’unità  di  tempo,  o i suoni  che 

c Se  3c 

risultano,  liauno  per  espressione  i rapporti  y , ~ , -y-  ; 


e che  però,  essendo  preso  per  unità  il  suono  più  grave  o fonda- 

£ 

mentale  y , sussiste  la  seguente  legge:  soffiando  in  un  tubo  aper- 


to da  ambi  t lati  con  energia  crescente,  i suoni  prodotti  crescono 
pure  in  altezza  e sono  successivamente  rappresentali  dalla  serie  ilei 
numeri  naturali  1,  2.  3,....  Nei  tubi  aperti  di  diversa  lunghezza 
vale  la  stessa  legge,  che  abbiamo  enunciata  di  sopra  pei  diversi 
tubi  chiusi  da  una  parte. 

£ 

Il  suono  fondamentale  y di  un  tubo  aperto  ai  due  capi  ò l’ ot- 


c 

tava  acuta  del  suono  più  grave  , che  si  fa  sentire  in  un  tubo  di 

oc 

uguale  lunghezza  chiuso  ad  una  estremità:  il  secondo  suono  -y  , 

che  risulta  da  un  doppio  numero  di  vibrazioni,  è l’ottava  del  suo- 

3c 

no  fondamentale  ; il  terzo  suono  y è 1'  ottava  della  quinta  nota 
dopo  il  suono  fondamentale,  ecc.  Donde  apparisce  che  soffiando  in 
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uu  tubo  eoo  diversa  energia  o variando  il  modo  di  spingere  in  esso 
l'aria,  si  ottengono  parecchi  suoni  della  scala  musicale.  Per  otte- 
nere i suoni  intermedii,  sogliono  i tubi  di  alcuni  istromenti  (flauto, 
clarinetto,  ec.)  forarsi  lateralmente:  se  un  foro  qualunque  corri- 
sponde a un  ventre  di  vibrazione  che  ha  una  stessa  densità  coll'  a- 
ria  esterna,  la  colonna  vibrante  non  si  altera  e il  suono  non  si  mo- 
dilica  punto:  ma  se  il  foro  non  corrisponde  a un  ventre,  allora  la- 
sciandolo aperto  e otturando  gli  altri  colle  dita,  per  la  comunicazio- 
ne coll'  aria  esterna  si  formerà  un  ventre  nuovo  alla  sezione  del 
medesimo  foro,  e così  essendo  tale  sezione  la  base  di  una  colonna 
aerea  più  corta  del  tubo,  la  quale  vibra  separatamente  dal  resto,  i 
successivi  suoni  di  questa  saranno  rispettivamente  più  elevati  dei 
suoni  successivi  di  tutto  il  tubo. 

31°.  La  teoria  che  abbiamo  esposto  intorno  agli  strumenti  da  fia- 
to, deve  attribuirsi  a Daniele  lìeruoulli  come  a primo  autore, 
quantunque  essa  fosse  già  stata  iudicata  da  Sauveur.  Colia  teo- 
ria non  si  accorda  esattamente  1'  esperienza,  la  quale  ci  dà  dei 
suoni  più  gravi  di  quel  che  consentano  le  leggi  dimostrate:  cagio- 
ne di  questa  discordanza  si  è che  1'  aria  d'ordinario  nou  mellesi  di- 
rettamente in  vibrazione  all’  imboccatura  su  tutto  if  contorno  del 
tulio,  uè  può  impedirsi  una  certa  agitazione  irregolare  dei  primi 
strali  aerei;  che  le  vibrazioni  interne  non  si  trasmettono  all'  aria 
esterna  senza  una  reazione,  la  quale  modilìca  un  poco  la  densità 
dello  strato  vibrante  alla  bocca  del  tubo;  che  il  fondo  del  tubo  par- 
tecipa alle  vibrazioni  dell' aria  interna  ed  esercita  su  di  esse  una 
qualche  influenza;  che  finalmente  le  particelle  laterali  dell’  aria  in- 
terna non  vibrano  sempre  in  una  direzione  parallela  all’asse  del  tu- 
bo come  suppone  la  teoria,  ma  sono  talora  trasportale  da  movimen- 
ti obliqui. 

Tuttavia  Dulong  colle  sue  esperienze  ed  ossei  vazioni  accertò  che 
restando  costante  la  lunghezza  di  una  colonna  vibrante  in  un  tu- 
bo, le  cagioni  perturbatrici  che  abbiamo  testé  noverate,  influi- 
scono ugualmente  sul  suono,  qualunque  sia  il  fluido  elastico  che 
si  fa  risuonare.  Quindi  la  teoria  di  Bernoulli  può  applicarsi  alla 
determinazione  della  velocità  del  suono  nei  diversi  gas,  non  ostan- 
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te  le  suddette  difficoltà  che  s’incontrano  nella  pratica.  Chiaman- 
do c,  c'  la  velocità  del  suono  nell’  aria  e in  un  altro  gas  qualun- 
que, n ed  »'  i suoni  fondamentali  dei  due  fluidi  oscillanti  in  un 

C (f 

tubo  l aperto  alle  due  estremità;  avremo  n=— -,  n'=  y , e 

però  c'  = c — . I suoni  « ed  , ovvero  i corrispondenti  nu- 
meri di  vibrazioni  si  determinano  sperimen talmente,  paragonando- 
ne i toni  con  quelli  della  sirena  ; e così  espressa  col  numero  1 
la  velocità  c dell’aria,  o adottando  il  valore  di  essa  già  stabilito 
con  altro  metodo,  veniamo  a conoscere  la  velocità  d di  un  al- 
tro gas. 

32°.  Or  gii  delia  voce  e deli’  adii».  L’ organo  della  voce 
umana,  il  quale  in  gran  parte  deve  considerarsi  come  un  istru- 
mento  pneumatico,  sembra  collocato  nell’  estremità  superiore  della 
trachea,  Ossia  nella  laringe.  L’  aria  esterna,  respirata  e raccolta 
nei  polmoni,  0 da  essi  sospinta  su  in  un  canale  che  sale  tino  al- 
le radici  della  bocca  e chiamasi  trachea  ; si  getta  quindi  in  un 
canale  più  angusto,  da  cui  è terminala  la  trachea  e che  si  dice 
laringe : quivi  adunque  ristretta  1’  aria  in  più  breve  spazio,  deve 
comprimersi  e dilatarsi  oscillando  come  in  un  tubo;  e le  sue  on- 
dulazioni si  comunicano  all’  aria  esterna  per  mezzo  della  glottide , 
che  è un'apertura  ovale  terminante  la  laringe,  e le  cui  labbra 
mettonsi  pure  in  vibrazione  all'  uscire  dell'  aria. 

L’  organo  dell'  udito  si  compone  di  tre  parti  o cavità.  L'esterna 
è la  cavità  visibile  dell'orecchio  o il  padiglione-,  comunica  con  un 
canale  alquanto  tortuoso  e che  si  va  restringendo  a poco  a poco  ; 
questo  canale  è detto  meato  uditorio,  ed  è cosperso  di  un  cerume 
amaro,  che  impedisce  gl’  insetti  dall’  insinuarsi  nell’  orecchio.  La 
cavità  media  incomincia  all’  estremità  del  meato,  ed  è separata 
dalla  cavità  esterna  per  mezzo  di  una  membrana  tesa  o timpano : 
si  chiama  cassa  del  timpano  ; è piena  d'aria  che  vi  penetra  per  la 
tromba  di  Eustacchio  , la  quale  è un  canale  disteso  dalla  parte  po- 
steriore della  bocca  fino  alla  detta  cassa;  è anche  munita  di  quattro 
ossicini,  che  servono  a temperare  1'  asprezza  di  alcuni  suoni,  e 
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a trasmetterò  le  vibrazioni  del  timpano  alla  cavità  interna.  Questa 
terza  cavità  è divisa  dalla  media  per  mezzo  di  due  fori,  chiusi 
ambidue  da  una  membrana:  dall’  uno  de’  due  fori  o finestra  ro- 
tonda si  stacca  la  chiocciola  ossia  un  condotto  osseo  fatto  a spi- 
re, che  comunica  con  tre  canali  d’osso  semi-circolari , e termi- 
na  dietro  la  membrana  dell’  altro  foro  o finestra  ovale  in  una  cavità 
detta  vestibolo.  Il  nervo  acustico  dal  cervello  si  dirama  in  più 
parti,  e queste  iiniscouo  per  immergersi  in  un  umore,  di  che  sono 
pieni  il  vestibolo  e le  spire  della  chiocciola:  quindi  le  vibrazioni 
sonore  si  trasmettono  al  nervo  acustico  dal  detto  umore,  a questo 
dagli  ossicini  della  cavità  media  e dal  timpano,  cui  mettono  in 
moto  vibratorio  le  onde  d'  aria  condotte  dal  padiglione  c dal 
meato  uditorio.  » 
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CAPO  I. 

NOZIONI  PRELIMINARI  E LUCE  DIRETTA 

33°.  L’  Ottica  tratta  della  luce,  che  è quel  principio  per  cui  si 
rendono  visibili  i corpi.  I corpi  per  rispetto  alla  luce,  sono  lumino- 
si od  oscuri:  luminosi  si  dicono  que’  corpi,  cbe  spargono  una  luce 
propria,  e vedonsi  per  sè  stessi  ; oscuri  poi  si  chiamano  quegli  al- 
tri corpi,  i quali  non  possono  vedersi  che  per  la  luce  ricevuta  dai 
primi  e riverberata  all’ intorno.  1 corpi  non  luminosi  sono  anche 
diafani  ovvero  opachi , secondochè  si  lasciano  attraversare  dalla  lu- 
ce o ne  impediscono  il  passaggio  pel  loro  mezzo:  tuttavia  non  v’  ha 
corpo  cho  ridotto  in  lamine  assai  sottili  non  divenga  più  o meno 
pellucido , tale  cioè  da  far  passare  una  porzione  più  o meno  grande 
Voi.  II.  32 
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della  luce;  laonde  l' opacità  dipende  più  dalla  grossezza  dei  corpi, 
che  dalla  loro  natura. 

34°.  Propagazione  della  luee.  raggio  e cono  luminoso. 

lu  un  mezzo  omogeneo  la  luce  si  propaga  in  linea  retta.  Dispon- 
gaci tre  dischi,  muniti  ciascuno  di  un  forellino  piccolissimo  nel 
centro,  a qualche  distanza  fra  loro;  e si  applichi  Y occhio  al  foro  del 
primo  disco:  non  ci  verrà  fatto  di  vedere  un  punto  luminoso  o 
una  fiammella  al  di  là  del  terzo  foro  a notabile  distanza,  se  i tre 
forcllini  non  sieno  tulli  in  una  stessa  linea  retta.  Di  più  facendo 
entrare  per  una  piccola  apertura  in  una  camera  oscura  la  luce 
del  Sole,  vediamo  il  cammino  di  questa  tracciato  in  linea  retta 
dagli  atomi  di  polvere,  che  nuotano  nel)'  aria  e ne  sono  illumi- 
nati. In  line  per  tacere  di  altri  fatti,  quando  un  diaframma  opa- 
co vieno  rischiarato  da  una  parte,  la  sua  ombra  su  di  un  piano 
parallelo  dalla  parte  opposta  è sempre  una  tìgura  simile  allo  stes- 
so diaframma:  or  questo  non  potrebbe  avvenire,  se  la  luce  non  si 
propagasse  in  linea  retta  tra  il  contorno  del  diaframma  e il 
contorno  dell'  ombra. 

La  linea  retta  per  la  quale  si  propaga  la  luce,  dicesi  raggio  lumi- 
noso. Da  un  punto  luminoso  la  luce  è raggiata  in  tutti  i versi:  può 
quindi  ud  punto  luminoso  considerarsi  nello  spazio,  come  il  centro 
di  una  sfera  di  luce  che  si  diffonde  indefinitamente  per  ogni  parte  ; 
e ogni  punto  di  un  corpo  lucido  o illuminalo  è il  vertice  di  un  cono 
luminoso. 

35°.  vaturu  «iella  luce.  Intorno  alla  natura  e alla  propaga- 
zione della  luce  si  sono  immagiuale  due  ipotesi,  e adottati  due  siste- 
mi diversi.  Alcuni  pensarono  con  Newton  che  la  luce  consistesse 
in  un  fluido  o sostanza  materiale,  sottilissima  e imponderabile;  che  le 
molecole  di  questa  materia  lanciate  continuamente  per  ogni  verso  dai 
corpi  luminosi  traversassero  lo  spazio,  e giugnessero  tino  a noi  con 
grandissima  velocità;  che  in  fine  dall'  azione  delle  medesime  mole- 
cole sui  nostro  occhio  nascesse  la  sensazione  della  luce,  e la  visione 
degli  oggetti:  tale  si  è il  sistema  della  emissione.  Altri  sosten- 
nero col  Descartes  e col  Gesuita  P.  Grimaldi,  e più  comunemen- 
te sostengono  oggidì  che  la  luce  consiste  nel  moto  ondulatorio 
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di  un  etere  sommamente  elastico  e sottile  ; il  quale  siccome  si 
suppone  diffuso  nell’  universo  ed  anche  ne’  corpi  fra  atomo  ed  a- 
torno,  così  si  risguarda  come  incapace  di  opporre  una  resistenza 
sensibile  alle  masse  ponderabili  che  si  muovono  in  esso  : secon- 
do questo  sistema,  che  dicesi  delle  ondulazioni,  il  molo  dell’ete- 
re viene  eccitato  dalle  particella  vibranti  del  corpo  luminoso;  e 
trasmcttcsi  quindi  di  strato  in  strato  sotto  la  forma  di  onde 
sferiche  lino  al  nostro  occhio,  e così  col  suo  urlo  sulla  retina  pro- 
duce in  noi  la  sensazione  della  luce  e la  visione  de’  corpi;  a quel 
minio  appunto  che  la  percezione  del  suono  è determinata  dai  mo- 
vimenti vibratori'!,  che  originali  nell'  aria  dalle  molecole  oscillanti 
di  un  corpo  sonoro  e propagatisi  tutto  all'intorno,  vengono  infi- 
ne ad  urtare  e scuotere  il  timpano  del  nostro  orecchio.  Peral- 
tro a spiegare  compiutamente  i fenomeni  ottici,  si  ammette  una 
differenza  tra  le  vibrazioni  dell’  aria  nella  produzione  del  suono 
e le  vibrazioni  dell’etere  luminoso:  la  differenza  è questa  che  do- 
ve le  molecole  aeree  oscillano  nella  direzione  del  raggio  sonoro 
o perpendicolarmente  alla  superficie  delle  onde  sferiche,  le  vibra- 
zioni degli  atomi  eterei  si  fanno  invece  secondo  una  direzione  nor- 
male al  raggio  luminoso,  o tangenzialmente  alla  superficie  delle 
onde. 

Non  è poi  a maravigliare  che  il  movimento  dell’  etere  lumi- 
noso si  propaghi  in  una  direzione,  e le  vibrazioni  degli  atomi  si 
facciano  in  un’  altra  direzione  e sieno  trasversali.  Una  corda  di- 
stesa sul  suolo  e scossa  trasversalmente  per  un  capo  in  un  piano 
verticale,  si  muove  serpeggiando:  c così  le  vibrazioni  della  me- 
desima corda  sono  trasversali  nel  senso  della  scossa,  ma  il  suo 
movimento  si  trasmette  nel  senso  della  lunghezza  da  molecola  a 
molecola  sino  all'  altro  capo  : un’  acqua  stagnante,  se  venga  agi- 
tata dalla  caduta  di  un  sassolino,  si  muove  tutta  all'  intorno,  e 
nel  tempo  stesso  un  corpo  galleggiante  s' innalza  alternamente  o 
si  abbassa  sotto  il  livello  dell’  acqua;  e così  le  molecole  di  que- 
sta vibrano  in  direzione  verticale,  ma  le  onde  si  propagano  cir- 
colarmente in  un  piano  orizzontale.  Questi  due  fatti,  senza  reca- 
re in  mezzo  la  spiegazione  che  ne  ha  dato  Fresnel  in  uua  sua. 
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Memoria,  bastano  a mostrarci  come  vibrando  gli  atomi  dell’etere 
luminoso  in  una  direzione,  possano  ciononostante  trasmettere  il 
loro  movimento  in  una  direzione  perpendicolare  a quella  in  cui 
fanno  le  proprie  vibrazioni;  le  quali  del  resto,  secondo  le  diverse 
circostanze,  or  sono  rettilinee,  ed  or  curvilinee  in  forma  di  picco- 
li cerchietti  od  ellissi. 

36°.  I fenomeni  della  luce  difratta  e della  interferenza  di  due 
o più  raggi  luminosi  non  possono  accordarsi  col  sistema  dell’  e- 
missione.  Citiamo  due  soli  fatti.  — 1.  Eulrino  i raggi  solari  per 
un  piccolo  forellino  in  una  camera  oscura;  e posto  nel  cono  lumi- 
noso un  corpicciuolo  opaco,  come  un  capello  o uu  filo  sottilissimo 
di  metallo,  si  ricevano  i raggi  a qualche  distanza  su  di  un  dia- 
framma : P ombra  de!  cadilo  o del  filo,  che  si  osserva  proietta- 
ta sopra  lo  stesso  diaframma,  non  è del  tutto  oscura  nè  ugual- 
mente illuminata,  e si  trova  più  estesa  di  quello  che  essa  dovreb- 
be essere  giusta  le  regole  della  geometria  e la  propagazione  della 
luce  in  linea  retta.  È quindi  a conchiudere  che  i raggi  luminosi 
rasentando  la  superficie  de’  corpi  soffrono  una  tale  moditicazione, 
per  cui  s’ inflettono  o meglio  si  dispergono  ciascnno  in  più  altri 
raggi:  questa  moditicazione  della  luce,  che  il  Grimaldi  osservò 
pel  primo,  fu  distinta  col  nome  di  dijj'ramne.  Se  i raggi  intro- 
dotti nella  camera  sono  omogenei,  per  es.  rossi,  ciò  che  si  ottie- 
ne intercettando  con  un  vetro  rosso  presso  il  foro  della  camera  le 
altre  specie  di  raggi  o colori  onde  si  compone  la  luce  bianca;  al- 
lora nella  direzione  parallela  all’  ombra  che  manda  il  tilo  metal- 
lico, sia  nell’  interno  della  medesima  ombra,  sia  nell’  esterno  dal- 
1’  una  parte  e dall’  altra,  veggonsi  parecchie  striscia  o frange  al- 
ternativamente oscure  e illuminate  di  luce  rossa  : la  larghezza  di 
questo  frange  è diversa  per  le  differenti  specie  di  luce,  e però  so- 
no esse  varioponle  o iridescenti  per  la  luce  bianca,  non  sovrap- 
ponendosi esattamente  la  frango  nei  diversi  colori;  ma  in  ogni  ca- 
so spariscono  del  tutto,  quando  si  sopprimono  i raggi  provenien- 
ti da  un  solo  lato  del  filo.  — 2.  In  una  camera  oscura  si  faccia- 
no penetrare  i raggi  di  una  luce  omogenea  per  due  aperture  cir- 
colari, assai  piccole  e vicine  fra  loro;  e le  immagini  delle  aper- 
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ture  si  ricevano  sopra  un  diaframma  bianco  un  poco  ai  di  là  del 
punto,  ìd  cui  s' intersecano  i due  coni  luminosi  : anche  in  questo 
caso  si  formano  le  frange  luminose  ed  oscure  nel  segmento  co- 
mune, ossia  in  quella  parie  in  cui  le  due  immagini  circolari  si 
sovrappongono  1'  una  all'  altra.  £ questo  un  fenomeno  di  diffra- 
zione insieme  e di  interferenza,  dovuto  cioè  all'  azione  scambie- 
vole di  due  raggi  o fascelti  luminosi,  che  derivano  da  una  me- 
desima sorgente  e si  tagliano  sotto  un  angolo  piccolissimo  : dico 
che  un  tal  fenomeno  è dovuto  all'azione  scambievole  dei  raggi; 
perchè  le  frange  scure  si  dileguano  al  chiudersi  di  una  apertura, 
e il  segmento  suddetto  rimane  uniformemente  illuminalo. 

Ora  questi  ed  altri  fatti  relativi  all'  interferenza  e alla  diffra- 
zione della  luce  non  possono  spiegarsi  nel  sistema  dell'emissione, 
e sono  anzi  ad  esso  affatto  contrarii  ; giacché  in  somma  riescono 
a questo  che  in  certi  casi  luce  aggiunta  a luce  genera  oscurità  , 
come  anche  luce  sottratta  da  luce  produce  illuminazione.  All’op- 
posto nel  sistema  delle  ondulazioni  tutti  quei  fatti  si  spiegano  fa- 
cilmente; perchè  se  la  luce  consiste  nei  moti  vibratorii  di  un  ete- 
re, è chiaro  che  incontrandosi  due  raggi  prossimamente  paralleli, 
come  i moti  così  le  luci  debbono  comporsi  e dare  una  risultante 
or  doppia,  or  nulla  ed  ora  intermedia. 

Per  dichiarar  ciò  più  sensibilmente,  e mostrare  come  i falli  al- 
legati sieno  una  conseguenza  immediata  del  sistema  delle  ondula- 
zioni, rappresentiamo  colle  rette  XY , X'Y' , X"Y"  ( fìg.  202.»  ) 
tre  raggi  di  uno  stesso  colore  ; cogli  intervalli  uguali  ABC,  A'B'C', 
A"B"C"  le  lunghezze  delle  onde  luminose,  che  si  formano  ad  o- 
gni  due  vibrazioni  degli  atomi  eterei;  e colle  ordinate  perpendi- 
colari delle  linee  sinuose  rappresentiamo  pure  quanto  alla  inten- 
sità e alla  direzione  le  velocità  oscillatorie  degli  atomi  di  ciascu- 
na onda  a un  dato  istante,  le  quali  velocità,  come  nella  propa- 
gazione  del  suono,  si  oppongono  nelle  due  semi-onde  e diminui- 
scono ugualmente  dai  punti  medii  di  queste  sino  ai  punti  estremi. 
Ciò  posto,  i due  raggi  XY  ed  X'Y',  ovvero  XY  ed  X"Y"  si  con- 
cepiscano coincidenti  od  incrociati  in  un  punto  sotto  un  angolo 
piccolissimo  : se  i due  sistemi  di  onde  sono  in  concordanza , os- 


Dìgitized  by  Google 


502  CORSO  DI  MECCANICA  — APPENDICE 

sìa  se  le  parti  dell’  uno  corrispondono  esattamente  alle  parti  omo- 
loghe dell'  altro,  come  ne’  due  primi  raggi  ; allora  è manifesto  che 
le  velocità  vibratorie  degli  atomi  eterei  nella  loro  soprapposizione 
saranno  tutte  raddoppiate,  e che  ne  dovrà  quindi  risultare  un  rin- 
forzo di  luce:  ma  se  i due  sistemi  sono  tra  loro  in  discordanza , 
ossia  se  differiscono  nel  lor  cammino  di  una  semi-onda,  come  nei 
due  secondi  raggi;  allora  la  velocità  che  apporta  a ciascun  ato- 
mo 1'  un  sistema  di  onde,  saranno  uguali  e contrarie  alla  veloci- 
tà recate  dall’  altro  sistema,  e si  avrà  per  conseguenza  distruggi- 
mento di  moto  e ainichilazione  di  luce.  Quando  l'uno  de’  due  si- 
stemi si  avanzi  sull’  altro  o ritardi  di  una  o più  ondo  intiere,  os- 
sia di  un  numero  pari  di  semi-onde,  si  produrrà  evidentemente  lo 
stesso  effetto  che  nel  primo  caso;  si  otterrà  poi  il  medesimo  ef- 
fetto del  secondo  caso,  quando  un  sistema  sia  più  avanti  dell'al- 
tro o più  addietro  di  un  numero  dispari  di  semi-onde:  ed  è ap- 
punto da  queste  successive  differenze  nella  propagazione  delle 
onde  e nel  cammino  dei  raggi,  che  derivano  le  frange  alterna- 
mente luminose  ed  oscure  nei  fenomeni  dell’  interferenza  e della 
diffrazione  della  luce.  , 

37°.  Conchiudiamo.  Non  pare  che  i fenomeni  della  luce  possa- 
no concepirsi  in  altro  sistema,  che  in  quello  dell'emissione  o del- 
le ondulazioni:  escluso  dunque  il  sistema  dell'emissione  dai  feno- 
meni della  luce  diffratta  c della  interferenza  de'  raggi  luminosi, 
dobbiamo  solo  ammettere  e seguire  il  sistema  delle  ondulazioni  e 
moli  vibratorii  di  un  etere  ; dal  qual  sistema  come  si  spiegano  as- 
sai bene  tutti  gli  altri  fenomeni  della  luce,  così  discendono  na- 
turalmente quelli  della  diffrazione  e della  interferenza. 

Le  vibrazioni  eteree  dallo  spazio  libero  si  propagano  attraverso 
i corpi  trasparenti  per  mezzo  dell’  etere,  che  trovasi  nell’  interno 
de’  medesimi  corpi  tra  molecola  e molecola,  o fra  atomo  ed  ato- 
mo. Inoltre  a quel  modo  che  l’ intensità  di  un  suono  dipende  dal- 
1'  ampiezza  più  o meno  estesa  delle  oscillazioni  eseguite  nell'aria, 
e la  varietà  dei  suoni  gravi  od  acuti  è prodotta  dalla  diversa  do- 
rala delle  medesime  oscillazioni;  così  dalla  diversa  energia  delle 
vibrazioni  che  fanno  gli  atomi  dell'etere,  dipenderà  la  maggiore 
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o minore  vivacità  di  una  stessa  luce;  e dai  vani  numeri  delle  vi- 
brazioni compiute  in  un  dato  tempo  risulteranno  le  diverse  spe- 
cie di  luce  o di  colori,  ond’è  composta  la  luce  bianca.  Da  ulti- 
mo come  nel  suono,  così  nella  luce  la  velocità  di  propagazione  è 
sempre  la  stessa,  qualunque  sia  la  forza  della  luce  o il  suo  co- 
lore ; ma  ciò  che  non  si  avvera  nel  suono,  è probabile  che  la  ve- 
locità della  luce  sia  vincolata  solamente  alla  elasticità  o alla  den- 
sità dell’  etere,  o possa  quindi  determinarsi  per  la  formola 
( Acust.  6°  ) stabilita  da  Newton  rispetto  al  suono.  Noi  vogliamo 
qui  trovare  la  velocità  della  luce  con  alcuno  dei  metodi  usati. 

38°.  velocità  deli»  luce.  La  propagazione  della  luce  non  è 
istantanea,  ma  successiva;  cioè  la  sua  velocità  è tale,  che  deve 
essa  impiegare  il  tempo  di  8'  e 13"  incirca  a percorrere  unifor- 
memente la  distanza  tra  il  Sole  e la  Terra.  Questa  è la  conse- 
guenza che  Roemer,  astronomo  danese,  trasse  pel  primo  dal  ri- 
tardo degli  ecclissi  che  si  osservano  nel  più  prossimo  dei  quattro 
satelliti  di  Giove. 

1 diversi  piani  in  cui  si  muovono  i pianeti  e i loro  satelliti, 
generalmente  sono  di  poco  inclinati  fra  loro  : ed  è perciò  che 
il  primo  satellite  di  Giove  ad  ogni  sua  rivoluzione  si  ecclissa  immer- 
gendosi nell’  ombra,  che  questo  pianeta  manda  dalla  parte  opposta 
al  Sole:  e siccome  il  satellite  impiega  sempre  42  ore  e mezza  in- 
circa (42^«  28'  35")  a fornire  la  sua  orbita  intorno  a Giove  ; 
così  i suoi  ecclissi  essendo  molto  frequenti  e succedendosi  rego- 
larmente ad  uguali  intervalli  di  tempo,  potranno  spesso  osservarsi 
e potrà  insieme  calcolarsi  con  esattezza  l’ istante  del  loro  avveni- 
mento. Ora  dalle  osservazioni  già  fatte  dagli  astronomi  ò certo  che 
quando  Giove  sta  in  opposizione  col  Sole,  e la  Terra  si  trova  e 
rimane  sensibilmente  per  qualche  tempo  alla  minima  distanza  da 
quel  pianeta,  gli  intervalli  fra  due  ecclissi  consecutivi  del  satellite 
sopraddetto  sono  costanti  ed  uguali  al  numero  di  ore  e minuti 
che  abbiamo  testé  notato;  che  di  più  quando  la  Terra  procedendo 
nella  sua  orbita  intorno  al  Sole  si  allontana  da  Giove,  il  quale 
frattanto  si  scosta  poco  dalla  primitiva  posizione,  l’intervallo  ap- 
parente fra  due  ecclissi  del  satellite  va  crescendo,  e un  tale  ac~ 
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rappresentiuo  OC,  OA  le  velocità  rispettive  della  luce  e del  moto 
annuo  della  terra,  il  quale  può  prossimamente  riguardarsi  come 
uniforme.  L'  occhio  partecipa  al  movimento  della  terra,  ma  at- 
teso il  principio  del  moto  relativo,  riceverà  dall'  etere  luminoso 
la  medesima  impressione,  come  se  esso  restasse  immobile,  o la 
luce  oltre  alla  velocità  propria  OC,  fosse  animata  ancora  dalla 
velocità  OB  uguale  e contraria  a quella  della  terra:  fatto  dun- 
que il  rettangolo  OBDC,  e condotta  la  diagonale  OD,  1'  occhio 
dell’  osservatore  verrà  scosso  dall’  etere  luminoso  secondo  la  dire- 
zione S'O  della  medesima  diagonale,  che  esprime  il  molo  risul- 
tante della  luce;  e così  deviando  il  raggio  visuale  verso  la  parte 
in  cui  si  muove  la  Terra,  la  stella  non  sarà  più  riferita  alla  sua 
posizione  reale  S,  ma  apparirà  situala  in  un  altro  punto  S'.  L’an- 
golo SOS',  che  misura  il  cangiamento  osservato  nella  posizione 
della  stella , dicesi  1’  aberratone  della  luce  che  essa  c’  invia,  ed 
ò uguale  intorno  a 20". 

La  tangente  del  detto  angolo,  o dell’  aberrazione  di  una  stella 
fìssa,  si  esprime  evidentemente  pel  rapporto  tra  la  velocità  del 
globo  terrestre  e quella  della  luce.  Dunque  supposto  il  molo 
annuale  della  terra  e supposta  ancora  la  velocità  di  un  tal  molo 
che  è di  sette  leghe  e mezza  in  circa  per  secondo,  si  ricava  la 
velocità  della  luce 


> 


v 7 leghe,  5 7 5 

— tang  20"  ~ 0,00009696 


= 77351  k?- , 


la  quale  è ben  d’accordo  con  quella  trovata  già  da  Roòmer.  Vi- 
ceversa ammessa  la  successiva  propagazione  e la  velocità  della  lu- 
ce, deve  ancora  ammettersi  necessariamente  il  moto  della  terra 
intorno  al  sole,  per  ispiegare  i fenomeni  di  aberrazione  osser- 
vati nelle  stelle. 

L’aberrazione  che  nasce  dal  moto  diurno  della  terra,  è insen- 
sibile ed  arriva  appena  alla  terza  parte  di  un  minuto  secondo, 
essendo  la  velocità  nel  moto  diurno  della  terra  la  sessantesima 
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parte  della  velocità  nel  moto  annuale.  L’  aberrazione  poi  che 
risulta  dal  moto  annuo  del  globo  terrestre,  dietro  le  osservazioni 
astronomiche  è la  medesima  per  tutte  le  stelle  tisse,  benché  que- 
ste si  trovino  da  noi  a distanze  molto  diverse  ; ne  segue  quin- 
di che  la  luce  si  propaga  dalle  singole  stelle  tino  a noi  con 
una  velocità  uniforme  ed  uguale  per  tutte,  dipendendo  questa 
dal  solo  rapporto  tra  la  velocità  del  movimento  annuale  della 
terra  e la  tangente  dell'  angolo  di  aberrazione.  In  fine  siccome 
la  distanza  delle  stelle  tisse,  che  sono  a noi  più  vicine,  su- 
pera di  ducento  mila  volte  la  distanza  del  sole  dalla  terra;  per- 
ciò la  luce  che  esse  ci  mandano,  per  giungere  fino  al  nostro 

occhio  impiegherà  un  tempo  = 200000.  8'  13",  ossia  noi  non 

potremo  vedere  le  stelle  più  prossime  alla  nostra  terra  se  non 
per  la  luce  da  loro  emessa  più  di  tre  anni  innanzi  : quanto 

alle  stelle  telescopiche,  esse  sono  così  lontane  da  noi,  che  la 
loro  luce  non  perviene  a fare  impressione  sui  nostri  occhi,  se 
non  dopo  alcuno  migliaia  di  anni  da  che  si  è dipartita  dal 
proprio  centro. 

40°.  Il  fenomeno  dell’  aberrazione  si  osserva  in  tutti  gli  astri, 
cioè  nelle  stelle  sì  fisse  come  erranti;  ma  nel  definire  la  posi- 
zione vera  di  un  astro  e lo  spostamento  dovuto  all’  aberrazione 
della  luce,  si  deve  tener  conto  dello  spostamento  apparente 

che  è prodotto  da  altre  cagioni,  per  es.  dalla  parallassi  e dal- 
la rifrazione  astronomica  : di  questa  seconda  cagione  parleremo  . 
in  un  altro  capo,  ora  diciamo  alcuna  cosa  della  prima. 

L'astro  A (tig.  204»),  veduto  da  diversi  luoghi  della  su- 
perficie terrestre  TT\  viene  riferito  a diversi  punti  della  sfera 
celeste  : il  perchè  a togliere  ogni  differenza  che  quindi  risulta 
nelle  osservazioni  di  un  astro  fatte  in  varie  stazioni,  usano  gli 
Astronomi  di  riportarlo  a quei  punto  del  cielo,  nel  quale  il  me- 
desimo astro  si  vedrebbe  da  chi  fosse  situato  nel  centro  C della 
terra  ; e così  chiamiamo  apparente  la  posizione  U a cui  si  rife- 
risce nella  sfera  celeste  I’  astro  A veduto  dal  punto  T,  vera  o 
reale  la  posizione  IT  in  cui  si  osserverebbe  dal  punto  C,  e pa- 
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rollassi  la  distanza  tra  l'una  e 1’  altra  posizione,  ossia  1’  angolo 
CAT  = p. 

Sia  TO  1’  orizzonto  sensibile;  e dicansi  r il  raggio  del  globo 
terrestre,  3 la  distanza  dell'  astro  dal  centro  della  terra,  i la 
sua  altezza  sull’  orizzonte  ossia  1'  angolo  ATO.  Nel  triangolo  ATC 
sussistendo  la  proporzione  r : 3=sen p : sen(90°-ha  ) , si  rica- 
verà 1’  equazione 

(y)  sen  p = -4  cos  a 

per  determinare  le  parallassi  di  un  astro  o la  sua  distanza  da 
noi. 

Tra  le  conseguenze  che  possono  dedursi  dalla  forinola  (y),  ad- 
ditiamo le  seguenti.  1.  La  parallassi,  la  quale  produce  sempre 
l' effetto  di  abbassare  la  posizione  di  un  astro  in  uno  stesso  cir- 
colo verticale,  è tanto  minore  o maggiore,  quanto  1'  astro  è più 
lontano  o vicino  all’  orizzonte;  sicché  dessa  diviene  minima  o 
nulla  per  un  astro  cho  passa  al  zenith  Z,  e massima  pel  me- 
desimo astro  nel  momento  che  approda  all’  orizzonte:  chiaman- 

f 

do  p'  questa  parallassi  massima  ed  orizzontale , sarà  sen  p'  = -j  ; 

e quindi  la  parallassi  rispondente  a qualunque  altezza  dell’a- 
stro sull’  orizzonte,  o la  parallassi  di  altezza , potrà  esprimersi 
per  sen p=senp' cosa.  — 2.  Tra  i varii  astri  devono  avere  una 
maggiore  parallassi  quelli,  che  a parità  di  altre  circostanze  souo 
più  vicini  alla  terra;  e la  distanza  di  tutti  gli  altri,  che  non 
hanno  veruna  parallassi,  deve  essere  indefinitamente  grande:  tale 
si  è la  disianza  che  ci  separa  dalle  stelle  fìsse,  di  cui  finora 
non  si  è scoperta  una  parallassi  sensibile.  — 3.  Essendo  assai 
piccole  le  parallassi  degli  astri  trovate  finora,  potranno  esse  so- 

f 

stituirsi  ai  rispettivi  loro  seni:  perciò  saranno  p=-r-cosa, 

f 

e />'=  -j-  ; cioè  le  parallassi  orizzontali,  e quelle  pure  di  una 

< 
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medesima  allena,  stanno  nella  ragione  inversa  delle  distonie  de- 
gli astri  dal  centro  della  terra. 

41°.  intcnwttù  delia  luce.  Per  ioteosità  della  luce  prendia- 
mo la  quantità,  con  cui  essa  rischiara  1'  unità  di  superfìcie  di 
un  corpo  opaco.  Ciò  inteso,  se  i raggi  che  partono  da  una 
sorgente  luminosa,  sono  paralleli  fra  loro,  è chiaro  che  fatta 
astrazione  del  potere  assorbente  dei  mezzi,  V intensità  della  lu- 
ce si  conserverà  costante  a qualunque  distanza. 

Se  poi  i raggi  sono  divergenti  e la  luce  si  propaga  sfe- 
ricamente intorno  al  centro  luminoso  in  un  mezzo  privo  affat- 
to di  forza  assorbente,  la  sua  intensità  varia  in  ragione  inver- 
sa de'  quadrali  delle  distanze.  Perchè  1’  intensità  della  luce  nel 
sistema  delle  ondulazioni  si  misura,  come  quella  del  suono,  dal- 
la metà  della  forza  viva  con  cui  1’  etere  luminoso  agisce  sul- 
la unità  della  superfìcie  rischiarata;  ed  è perciò  la  medesima 
intensità  direttamente  proporzionale  al  quadrato  delle  velocità 
oscillatorie,  onde  sono  animati  gli  atomi  dell'  etere  : ma  le  sem- 
plici velocità  di  oscillazione  negli  atomi  eterei  , propagandosi 
tutt'  all'  intorno,  variano  in  quella  stessa  ragione  che  abbiamo 
già  dimostrato  (Acust.  16°.)  per  le  molecole  aeree  nel  suouo, 
cioè  inversamente  alle  distanze  dal  centro  luminoso:  è dunque 
manifesta  la  legge  che  abbiamo  asserita  sulla  variazione  del- 
l' intensità  di  una  luce,  la  quale  si  diffonda  con  raggi  divergen- 
ti; sicché  una  data  superficie  sarà  quattro  o nove  volte  meno  illu- 
strata a una  distanza  doppia  o tripla  dalla  sorgente  luminosa. 

Avvertiamo  che  1'  aria,  1’  acqua,  il  vetro  e gli  altri  corpi 
diafani,  per  mezzo  ai  quali  si  trasmettono  i raggi  luminosi,  sono 
tulli  più  o meno  resistenti  e intercettano  una  parte  sensibile  della 
luce:  egli  è perciò  che  questa  nell’  attraversare  quei  corpi  s’ inde- 
bolisce più  che  nou  porti  la  ragione  inversa  dol  quadrato  delle 
distanze. 

42°.  Qrandrzzn  apparente  degli  oggetti.  Anche  le  gran- 
dezze apparenti  degli  oggetti  dipendono  dalle  distanze,  onde  questi 
sono  veduti.  La  grandezza  apparente  lineare  di  un  oggetto  assai 
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lontano  suole  misurarsi  dall’  angolo  ottico;  cioè  dall’  angolo  che  fan- 
no i due  raggi,  i quali  si  spiccano  dai  punti  estremi  dell’  oggetto  e 
s’intersecano  nel  centro  dell’occhio:  in  ragione  dell’angolo  otti- 
co è la  grandezza  dell'  immagine  dipinta  sulla  retina  nel  fondo  del- 
l’ occhio;  e siccome  da  codesta  immagine  siamo  noi  usati  di  apprez- 
zare le  qualità  di  un  oggetto  lontano,  che  essa  rappresenta  e da  cui 
è prodotta,  così  siamo  pure  condotti  ad  estimare  la  grandezza  del- 
l’oggetto dall’angolo  ottico.  Quindi  è che  uno  stesso  corpo  o due  cor- 
pi uguali,  collocati  a diverse  distanze,  ci  appariranno  diversamente 
grandi;  per  converso  duo  corpi  di  diversa  grandezza,  posti  a propor- 
zionate distanze  dall’ occhio,  ci  sembreranno  uguali  fra  loro:  perchè 
gli  angoli  ottici,  sotto  i quali  vediamo  i due  corpi,  sono  diversi  nel 
primo  caso  ed  uguali  nel  secondo. 

Sia  ora  AD  (tig.  205. a ) un  oggetto  terminato  per  una  parte  dal- 
l’ aste  ottico  00',  ossia  da  un  raggio  visuale  che  passa  pel  centro 
dell’  occhio  od  è perpendicolare  alla  sua  superficie.  Supponiamo  che 
1’  oggetto  non  sia  veduto  obliquamente,  ma  sia  normale  all'  asse;  e 
dinotiamo  rispettivamente  con  a,  d,  « la  grandezza  vera,  la  di- 
stanza dall'occhio,  e l’angolo  ottico  o la  grandezza  apparente 

del  medesimo  oggetto  : avremo  tang  w = ; e quindi  avremo 

anche 


quando  la  distanza  d sia  mollo  grande  rispetto  ad  a , e l’ oggetto  si 
vegga  per  conseguenza  dall'  occhio  sotto  un  angolo  assai  piccolo. 
S’  inferisce  che  dunque  le  grandezze  lineari  apparenti  di  due 
corpi  stanno  tra  loro  nella  ragione  diretta  delle  grandezze 
vere , e nella  ragione  inversa  delle  loro  distanze  dalT  occhio. 

43°.  l.a  formola  fa')  serve  a trovare  il  diametro  reale  dei  corpi 
celesti,  conosciuta  che  sia  la  loro  distanza  dalla  terra  e determi- 
nato il  loro  diametro  apparente.  Sieno  per  esempio  AA'=2a  il 
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diametro  vero  del  sole;  OD =d  la  distanza  della  terra  odi 
un  osservatore  dal  disco  solare  o dal  suo  centro,  AOA'  = 2oj  il 
diametro  apparente  ovvero  1’  angolo  ottico,  sotto  il  quale  è vedu- 
to il  sole.  Preso  per  unità  il  raggio  del  globo  terrestre,  dalle 
osservazioni  astronomiche  si  deduce  d = 24000  incirca,  e 2« 
= 32'  3",  3 = 0,009324  parti  di  raggio  : dunque  la  formola  fa') 
ci  darà  pel  diametro  reale  del  sole 

2o  = 2wd  = 0,009324  x 24000  = 224  circ.  , 

e così  il  raggio  del  globo  solare  sarà  112  volte  maggiore  del 
raggio  terrestre.  Ed  essendo  i volumi  delle  sfere  come  i cubi 
dei  raggi  rispettivi,  ne  viene  che  il  volume  del  sole  sia  1404928 
volte  più  grande  del  volume  della  terra. 

44°.  Ritornando  alla  grandezza  apparente  degli  oggetti,  è certo 
che  T idea  la  quale  noi  ci  formiamo  di  questa  grandezza,  di- 
pende principalmente  dalla  immagine  dipinta  nel  fondo  del  nostro 
occhio  o dall’  angolo  visuale;  di  sorte  che  diminuito  d’assai  un 
tale  angolo  e divenuto  insensibile,  s’ impiccoliranno  pur  di  molto 
all’  aspetto  e si  ridurranno  a punti  lucidi  gli  oggetti  eziandio 
grandissimi.  Di  qua  viene  che  i corpi  visibili,  comechè  sepa- 
rati tra  loro  e lontani  gli  uni  dagli  altri,  appariscano  uulladi- 
meuo  vicini  e contigui,  quando  le  loro  distanze  scambievoli  sono 
vedute  sotto  angoli  poco  o niente  sensibili  : quinci  è pure  che 
le  rette  parallele,  prolungate  a gran  distanza  ed  osservate  da 
una  estremità,  sembrino  convergere  sempre  più  verso  l’altra, 
facendosi  tanto  minore  1’  angolo  ottico  de)  comune  perpendicolo, 
quanto  questo  è più  rimoto  dall’  occhio;  e che  per  conseguenza 
una  torre  verticale  e abbastanza  elevata  sembri  inclinarsi  verso 
1’  osservatore  che  dal  piede  ne  riguarda  la  cima,  riferendo  il 
medesimo  osservatore  1’  altezza  della  torre  alla  retta  perpendi- 
colare che  passa  pel  suo  occhio  : tinalmente  procede  dalla  stessa 
cagione  che  un  arco  di  mediocre  ampiezza  si  vegga  in  Ionia- 
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nanza  a guisa  di  una  linea  retta,  e che  perciò  una  sfera  si  tra- 
sformi pur  da  lontano  e rassembri  a un  circolo;  poiché  all’  occhio 
di  chi  rimira,  appaiono  come  semplici  punti  le  distanze  tra  l'arco 
e la  corda  corrispondente. 

Vero  è peraltro  che  nè  varia  sempre  la  grandezza  estimata  di 
un  oggetto,  variando  l' angolo  ottico  o visuale;  nè  rimanendo  co- 
stante questo  angolo,  rimane  sempre  la  stessa  quella  grandezza. 
1.  Al  variare  dell’angolo  ottico,  non  sempre  si  cambia  la  stima 
che  noi  facciamo  della  grandezza  di  un  oggetto;  perchè  dentro  cer- 
ti limiti  noi  siamo  usi  di  estimare  lo  dimensioni  degli  oggetti  da 
una  cotale  abitudine  di  giudizio,  per  cui  a distanza  discreta  sen- 
za badare  all'  angolo  visuale  noi  veniamo  a formarci  uu'  idea  ba- 
stantemente giusta  della  loro  grandezza:  così  è giusta  l’ idea  cbe 
noi  acquistiamo  intorno  alla  altezza  di  un  uomo  veduto  alla  di- 
stanza, per  esempio,  di  30  metri;  e cosiffatta  idea  non  si  altera 
punto,  sebbene  appressandosi  a noi  il  medesimo  uomo,  cresca  del 
continuo  l'angolo  visuale.  — 2.  Viceversa  restando  sensibilmente 
costante  l' angolo  ottico,  non  sempre  si  mantiene  la  stessa  ai  no- 
stri sguardi  la  grandezza  apparente  di  un  oggetto:  perchè  nelle 
distanze  smisurate  noi  crediamo  i corpi  tanto  più  grandi  ed  estesi, 
quanto  cc  li  figuriamo  più  lontani,  e per  giudicare  della  loro 
maggiore  o minor  lontananza  da  noi,  oltre  all'angolo  ottico  attendia- 
mo precipuamente  al  numero  degli  altri  oggetti  interposti,  e al 
grado  meno  o più  intenso  di  luce  onde  i corpi  sembrano  illustrati. 
Quindi  un  medesimo  oggetto  ci  pare  più  grande  di  notte  che  di 
giorno;  perchè  quantunque  esso  venga  osservato  sotto  uno  stesso 
fangolo  visuale,  pure  a motivo  della  luco  assai  debole  si  reputa  di 
notte  più  lontano  e perciò  appunto  più  esteso  di  quello  che  sia 
realmente:  quindi  anche  il  sole  ci  apparisce  maggiore  nell'orizzon- 
te che  al  meridiano  o in  altre  altezze  intermedie;  la  ragione  si 
|è,  perchè  conservandosi  quasi  costante  jter  tutto  un  giorno  1’  an- 
golo ottico,  noi  siamo  condotti  a giudicare  che  il  sole  disti  più 
dal  nostro  occhio  nell' orizzonte  che  in  altra  posizione  abbastanza 
elevala,  sì  per  gli  oggetti  che  allora  si  frappongono  tra  noi  e 


Digitized  by  Google 


512 


CORSO  DI  MECCANICA  — APPENDICE 


T aslro,  o sì  ancora  per  la  luce  men  viva  onde  si  dipinge  nel  fon- 
do dell’  occhio  la  sua  immagine  : in  fine  per  tacerò  di  altri  fatti 
ed  illusioni  ottiche,  le  quali  trovano  la  loro  spiegazione  nel  prin- 
cipio esposto  di  sopra,  una  linea  retta  di  sufficiente  lunghezza  sì 
rappresenta  all’  occhio,  che  la  mira  da  lontano  e non  può  disccr- 
nere  la  differenza  de’  varii  raggi  visuali,  sotto  la  forma  di  un  ar- 
co che  ci  rivolge  la  parte  concava;  e per  la  stessa  ragione  in  un 
luogo  largamente  aperto  i confini  dell’orizzonte  mostrano  1’  a- 
spetto  di  un  gran  circolo,  e il  cielo  ha  la  sembianza  di  una 
sfera  vuota. 

45*.  Noto  apparente  degli  oggetti.  Vi  hanno  delle  appa- 
renze ottiche  non  solo  nella  grandezza  e nelle  figure  dei  cor- 
pi, ma  anche  nel  loro  movimento.  Suppongasi  retto  l’ angolo 
ADO  (fig.  206. a ),e  sieno  DA=t>  la  velocità  reale  dell’ogget- 
to D,  e DO  = d la  sua  distauza  dall’occhio  situato  in  0:  l’an- 
golo AOD  = a rappresenterà  la  velocità  apparente  dello  stesso 
oggetto,  e sarà 


(y")  tang*=^  . 

Dalla  qual  formola  si  traggono  varie  conseguenze.  1.  Se  il 
rapporto  tra  la  velocità  v,  o lo  spazio  percorso  nell’  unità  di 
tempo,  e la  distauza  d è impercettibile,  tale  sarà  pure  l’ango- 
lo a,  e però  1’  oggetto  ci  apparirà  come  immobile;  e poiché  il 
detto  rapporto  della  velocità  vera  alla  distanza  dall’  occhio  ò im- 
percettibile, sia  negli  oggetti  vicini  che  si  muovono  assai  lenta- 
mente, sia  negli  oggetti  lontani  che  si  muovono  eziandio  con  mol- 
ta celerilà;  perciò  sì  gli  uni  come  gli  altri  non  ci  faranno  per- 
cepire il  loro  molo,  e ci  sembrerà  che  stiano  in  riposo.  Così  è in- 
sensibile all’  occhio  il  moto  di  una  freccia,  la  quale  indichi  le 
ore  nella  mostra  di  un  oriuolo  divisa  in  ventiquattro  parti 
uguali,  ed  insensibile  è pure  il  moto  diurno  delle  stelle  in- 
torno alla  terra:  in  ambidue  i movimenti  ad  ogni  minuto  se- 
condo è percorso  un  arco  di  quindici  secondi;  dunque  il  moto 
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di  un  corpo  non  potrà  percepirsi,  se  lo  spazio  descritto  in  un 
minuto  secondo  sia  osservato  sotto  un  angolo  di  15,  o di  un  nu- 
mero minore  di  secondi.  — 2.  Se  due  oggetti  hanno  una  mede- 
sima velocità,  il  più  lontano  dall’ occhio  sembrerà  muoversi  più 
lentamente  dell’ altro:  perocché  a quel  modo  che  per  un  og- 
getto sussiste  l’equazione  (•/') , per  l’altro  varrà  l’equazione 

consimile  lang  x = ; quindi  si  stabilisce  la  proporzione  tang  t: 

t)  t/  ' 

tanga'=-j-:  , dove  supposta  » = »'  e d>d\  sarà  *<<*'. 

3.  Se  due  corpi  si  muovono  con  velocità  proporzionali  alle  di- 
stanze dall’occhio,  i loro  moti  apparenti  riusciranno  uguali  ; 
viceversa  se  i moti  di  due  corpi  appariscono  uguali,  le  loro  ve- 
locità reali  saranno  proporzionali  alle  rispettive  distanze  dai- 
l’ occhio:  difatti  dalla  proporzione  testé  notata  risulta  a == 

quando  si  pone-j=  ^ ; e per  eouverso  risulta  v : v'=d:d' 

quando  sia  a=a\  — 4.  In  ispecie  risulteranno  tra  loro  uguali 
le  velocità  apparenti  di  due  oggetti  , per  esempio  D e A , i 
quali  sieno  ugualmente  distanti  dall’  osservatore  ed  abbiano  una 
medesima  velocità  reale.  Ma  in  questo  caso  se  si  risguardi  pure 
un  terzo  oggetto  H che  sia  immobile,  si  manifesta  una  nuova 
apparenza;  ed  è che  i due  oggetti  D e A sembreranno  stare  in 
riposo,  e l’ oggetto  H parrà  muoversi  nel  senso  opposto  a quello 
in  cui  realmente  si  muovono  i due  primi:  ciò  accade  perchè  D 
ed  A non  mutano  posizione  fra  loro,  ma  solo  la  cambiano 
rispetto  ad  II;  e quindi  1’  occhio  scorgendo  sempre  uguale  l’ an- 
golo visuale  DOA,  e sempre  maggiori  gli  angoli  HOD  ed  HOA, 
stimerà  immobili  i due  oggetti  D ed  A,  e attribuirà  all’  ogget- 
to fisso  li  un  moto  contrario  a quello  ondo  i primi  sono  animati. 
Cosi  uua  nuvola,  sospinta  dal  vento  verso  una  banda  del  cielo, 
sembra  che  stia  in  riposo;  laddove  la  luna  che  dalla  nuvola  è at- 
traversata sembra  correre  velocemente  verso  la  banda  opposta: 
in  questa  illusione  ottica  le  parti  della  nuvola  conservano  tra  loro 
Voi.  II.  33 
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la  stessa  distanza,  o il  moto  proprio  della  luna  per  un  certo  tem- 
po non  è punto  sensibile. 

Finora  abbiamo  supposto  che  fosse  fermo  l'occhio  di  chi  riguarda 
da  lungi  un  oggetto  in  moto.  Se  per  converso  fosse  immobile  l’og- 
getto D,  c l’ occhio  procedesse  in  linea  retta  da  0 in  0',  lo  stes- 
so oggetto  dovrebbe  muoversi  apparentemente  nella  direzione  con- 
traria: perchè  l’occhio  situato  in  0,  mirando  l’oggetto  lontano  D,  lo 
riferisce  al  punto  K ; e mirandolo  poi  dalla  posizione  0',  io  riferi- 
sce al  punto  K'.  Per  somigliante  ragione  un  oggetto  sembrerà  re- 
* trocedere,  quando  si  muova, insieme  coll’occhio  con  minor  velocità 
di  questo  verso  una  medesima  parte  dello  spazio.  Finalmente  se 
l’occhio  si  muova  con  gran  velocità,  gli  oggetti  laterali,  anche  vi- 
cini e fermi,  sembreranno  muoversi  in  direzione  contraria:  così  ai 
naviganti  pare  che  le  terre  c le  città  si  dilunghino  dalla  nave  e va- 
dano indietro;  a chi  viaggia  in  celere  cocchio,  pare  che  corrano 
in  seuso  opposto  gli  alberi  e le  persone  che  incontra  per  via;  e 
chi  volteggia  rapidamente  in  tondo,  crede  che  girino  le  case  e gli 
altri  oggetti  che  gli  stanno  d’intorno. 

46°.  ombra  e penombra.  L’ombra  e la  penombra,  co- 
me accennammo  già  nel  numero  (34°.),  sono  un  effetto  della 
propagazione  rettilinea  della  luce.  Se  tra  un  punto  luminoso  cil  una 
superficie  illuminala  si  collochi  un  corpo  opaco  che  intercetti  in 
parte  i raggi  provenienti  dal  punto,  una  porzione  più  o meno  grande 
della  superficie  resterà  priva  affatto  di  luce,  ossia  nell’  ombra : là 
è dunque  1’  ombra,  dove  da  un  centro  di  luce  non  giunge  alcun 
raggio  luminoso  per  l’ interposizione  di  un  corpo  opaco;  e si  deter- 
mina geometricamente  quell'ombra,  circoscrivendo  a questo  corpo 
uu  cono  o una  piramide  che  abbia  per  vertice  lo  stesso  centro  di 
luce.  Se  poi  la  sorgente  di  luce  ha  qualche  dimensione  ed  è un 
corpo  luminoso,  il  corpo  opaco  che  si  frappone  tra  la  sorgente  e 
la  superficie  illuminata,  getterà  su  questa  uu'  ombra  corrisponden- 
te a ciascun  punto  del  corpo  luminoso:  ne  viene  quindi  che  per 
l' interposizione  dei  corpo  opaco  un  tratto  della  superficie  illumina- 
ta rimanga  senza  veruna  luce  o nell' ombra,  e intorno  a questa 
un  altro  tratto  sia  parzialmente  privato  di  luce  e resti  nella  pe- 
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nombra-,  là  è dunque  la  penombra,  dove  a molivo  di  un  corpo  o- 
paco  inlcrposto  non  possono  penetrare  che  solo  alcuni  raggi  del 
còrpo  luminoso. 

4 7°.  Rappresenti  A A'  (fig.  207*  .)  il  diametro  o la  grandezza 
vera  di  un  corpo  luminoso,  e sia  BC  = a 1*  altezza  di  un  corpo 
sopra  l’ orizzonte  00':  condotte  pel  punto  B due  rette  al  lembo  su- 
periore ed  inferiore  del  corpo  lucido,  e prolungatele  sino  alla  ret- 
ta orizzontale  00';  è chiaro  che  nell’  intervallo  CD  non  potrà  pe- 
netrare nessun  raggio  di  luce  e vi  domine) à l'ombra,  e che  nel- 

» 

l’intervallo  ED  mancherà  un  numero  sempre  maggiore  di  raggi  da 
E lino  a D,  e vi  sarà  la  penombra.  Ora  si  cerca  la  lunghezza  sì 
dell’ombra  CD  = u,  come  della  penombra  ED=p. 

Quanto  all’ombra,  si  chiami  a l'angolo  ADO,  o l’altezza  appa- 
rente del  lombo  superiore  del  corpo  lucido  sull'  orizzonte:  il  trian- 
golo rettangolo  BCD  ci  darà  m=  ^ ^ . Onde  1.  la  lunghezza 

dell'ombra  che  da  un  corpo  opaco  verticale  si  proietta  sopra  un 
piano  orizzontale,  è reciproca  alla  tangente  trigonomplrica  dell’al- 
tezza apparente  del  corpo  luminoso  — 2.  l a lunghezza  dell’ombra 
sta  all'altezza  del  corpo  opaco,  come  il  coseno  dell'altezza  apparen- 
te del  corpo  lucido  al  suo  seno;  poiché  dall'  equazione  ora  stabili- 
ta si  ricava  la  proporzione  w:  « = 1:  tang  z = cos  at  sena.  — 3. 
Dalla  medesima  equazione  si  deduce  altresì  che  la  lunghezza  del- 
l’ ombra  è uguale  all'altezza  del  corpo  opaco,  quando  l’altezza  ap- 
parante de!  corpo  lucido,  ossia  l’angolo  <*,  è scmiretto;  che  l’om- 
bra svanisce  quando  * = 90°;  c che  per  converso  diviene  infinita, 
quando  a=0°. 

Quanto  poi  alla  penombra,  si  chiamino  *'  l’angolo  A'EO  ossia 
l’ altezza  apparente  del  lembo  inferiore  del  corpo  lucido,  ed  w l’an- 
golo AB  A'  ossia  la  grandezza  apparente  dello  stesso  corpo  : essen- 
do la  penombra  p uguale  alla  differenza  CE  — CD,  per  ragione 
dei  due  triangoli  rettangoli  CBE  c CBD  si  avrà 

a a asen(z — «')  a scnw 

^ tang  a'  tang  a sen  a sen  J sen  z sen  a! 
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Onde  la  penombra  sarà  tanto  più  estesa,  quanto  più  alto  è il 
corpo  opaco,  e quanto  il  corpo  lucido  è più  grande  o meno  ele- 
vato sull’ orizzonte:  le  stelle  fisse  non  dànno  penombra,  perché 
rispetto  ad  esse  la  grandezza  apparente  o>  è uguale  a 0°. 

48*.  Se  il  corpo  lucido  o il  corpo  opaco  sono  due  sfere,  giova 
cercare  in  questo  luogo  la  parte  della  sfera  opaca  che  resta  illu- 
minata, e determinare  la  figura  e la  lunghezza  dell’  ombra,  per 
farne  quindi  nell'  astronomia  1’  applicazione  agli  ecclissi  del  sole 
e della  luna. 

Sieno  C la  sfera  luminosa  o C'  la  sfera  opaca  (fig.  208.»  ),  col-  4 
le  tangenti  comuni  A A'  e BB',  e coi  raggi  rispettivi  CA=  r , 

(7 A'  =rJ  : essendo  rettilinea  la  propagazione  della  luce  , nessun 
raggio  che  provenga  di  là  dai  punti  A e B,  potrà  incontrare  la 
sfera  opaca;  e però  la  parte  illuminala  e la  figura  dell’  ombra  ven- 
gono determinate  dalle  suddette  tangenti  e dal  loro  prolungamen- 
to. Quanto  alla  porzione  illuminata  nella  sfera  opaca,  condotta  la 
retta  CC'  = a che  è la  distanza  fra  i centri  delle  due  sfere,  per 
determinarla  basta  trovare  la  metà  x = A'D  dell’  arco  A'DB'  che 
la  rappresenta.  Dal  punto  C'  si  tiri  la  retta  C'E  parallela  ad  AA'  : 

CE 

il  triangolo  rettangolo  CC'E  ci  darà  la  relazione  cos  ECC'  = -7^7- 

= -■  — ; ma  nel  quadrilatero  AA'C'C  essendo  retti  gli  angoli 

A ed  A',  sono  supplementarii  fra  loro  gli  altri  angoli  in  C e C', 
e perciò  cos  ECC' = — cos  A'C'C  = — cosx;  dunque  per  risolvere 

f' f 

la  questione  proposta  si  avrà  la  formola  cos  x — — - — . Quin- 
di se  sia  r > r' , cioè  la  sfera  lucida  maggiore  dell’opaca  ; sarà 
x > 90*,  e così  la  porzione  illuminata  si  estenderà  oltre  a un  e- 
misferio:  se  poi  sia  r = r',  risulterà  x=90°,  e resterà  rischia- 
rata solo  la  metà  della  sfera  opaca  : infine  se  si  supponga  r <V, 
verrà  x<90*,  e per  conseguenza  la  prima  sfera  non  giungerà 
ad  illuminare  neppure  la  metà  della  seconda. 

Quanto  alla  forma  dell’  ombra,  che  la  sfera  opaca  manda  dal- 
la parte  opposta  a quella  da  cui  riceve  la  luce,  nel  primo  ca- 
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so  essa  è un  cono  A'OB'  : perchè  essendo  AT/D'  < 90*  ed  in- 
sieme C'A'Q  = 90*,  sarà  la  somma  degli  angoli  A'C/D'  -f-  C'A'O 
< 180*  ; e perciò  lo  tangenli  comuni  A A'  e BB',  prolungale  ebe 
sieuo,  convergeranno  in  un  punlo  0 colla  reità  ccnlralo  CC*. 
Nel  secondo  caso,  in  cui  le  due  sfere  sono  uguali,  la  somma 
degli  angoli  ora  menzionali  è di  due  retti;  epperò  lo  tangen- 
ti comuni  riuscendo  parallele  fra  loro,  la  figura  dell’ombra  sa- 
rà quella  di  un  cilindro  indefinito.  Nel  terzo  caso  in  cui  la 
sfera  lumiuosa  si  suppone  minore  della  sfera  opaca,  la  somma 
dei  medesimi  angoli  risulta  maggiore  di  180*;  e quindi  lo  co- 
muni taugenli  divergeranno  dalla  retta  de’ centri,  o l’ombra 
avrà  la  forma  di  un  cono  troncato  inverso. 

49*.  Fermiamoci  a considerare  il  primo  caso,  quando  la  sfe- 
ra luminosa  è più  grande  della  sfera  opaca,  e cerchiamo  la 
lunghezza  C'0  = s dell’ ombra  finita  e conica  A'OB'.  Dai  tri- 
angoli simili  ACO,  A'C'O  abbiamo  la  proporzione  o-t-3:  i — r:  r*; 
dunque  la  lunghezza  del  eono  ombroso  sarà 


(y'") 


or' 

-r7  ’ 


Per  addurre  un  qualche  esempio,  siono  1.  C il  sole,  c C'  la 
terra:  preso  per  unità  il  raggio  r'  del  globo  terrestre,  sappiamo 
che  il  raggio  r del  globo  solare  è = 112  incirca;  so  dunque  si 
ponga  a= 24000  che  è la  distanza  media  del  centro  della  terra 

dal  centro  del  sole,  la  formola  (/")  ci  darà  z=  =216 

in  circa  per  la  lunghezza  del  cono  d’  ombra,  che  la  terra  proiet- 
ta dietro  di  sè  dalla  parte  opposta  al  sole.  Ciò  mostra  che  la  luna 
può  entrare  nel  cono  ombroso  della  terra,  essendo  la  sua  distan- 
za media  dal  ceutro  di  questa  a un  dipresso  uguale  a 60  raggi 
terrestri-,  che  anzi  penetrando  la  luna  nel  cono  ombroso  della  ter- 
ra, può  anche  immergervisi  interamente;  poiché  il  diametro  del- 
la luna  è circa  un  quarto  di  quello  della  terra,  e d’altronde  una 
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sezione  trasversale  del  cono  ombroso  ha  il  diametro  uguale  alla 
metà  del  diametro  terrestre  nel  puuto  medio  dell’  asse  che  dista 
di  108  unità  dal  centro  della  terra,  e perciò  ha  un  diametro  an- 
che maggiore  alla  distanza  di  60  unità  o raggi  terrestri.  — Per- 
chè la  luna  s’ immerga  realmente  nell’  ombra  della  terra  c si  ec- 
clissi,  è mestieri  che  essa  stia  in  opposizione  col  sole,  e la  terra 
si  trovi  tra  il  globo  solare  e il  globo  lunare.  Se  la  luna  si  mo- 
vesse nel  piano  dell’oibita  terrestre,  i suoi  ecclissi  accadrebbero 
ad  ogni  opposizione  o ad  ogni  plenilunio:  ma  siccome  1'  orbita  lu- 
nare è inclinala  al  piano,  nel  quale  si  muove  la  terra  intorno  al 
sole;  così  gli  ecclissi  della  luna  non  succedono  che  in  certe  op- 
posizioni particolari,  iu  quelle  cioè  in  cui  il  centro  della  luna 
si  trova  nei  nodi  o vicino  ai  medesimi,  dove  la  sua  orbita 
taglia  il  piano  dell’  eclittica.  In  queste  circostanze  gli  ecclissi 
di  luna  saranno  totali  o parziali,  secondochè  essa  s'immerge  in- 
teramente od  in  parte  nei  cono  ombroso  della  terra.  — Mentre  la 
lana  sta  per  entrare  nell' ombia  od  emergere  dalla  medesima, 
un  osservatore  la  vede  impallidire  tanto  più  quanto  essa  è più 
prossima  al  cono  ombroso.  Un  tal  fenomeno  deve  ripetersi  dal- 
la penombra  che  si  forma  tuli'  intorno  all’  ombra  terrestre,  e 
la  quale  si  determina  conducendo  le  rette  indefinite  All'K,  BA'H 
che  tocchino  i lembi  inferiore  del  solo  e superiore  della  terra,  e 
viceversa:  stando  la  luna  negli  S|>azii  KB'O  ed  HA'O,  dove  re- 
gna la  penombra  e arrivano  i raggi  di  una  porzione  sola  del- 
l’emisfcrio  solare,  il  suo  splendore  dovrà  tanto  più  illanguidir- 
si, quanto  essa  più  si  avvicina  al  cono  ombroso  A'OB\ 

Sieno  2.  C il  sole,  e C'  la  luna.  Rappresentando  sempre  col- 
l’unità il  raggio  terrestre,  abbiamo  r = 112  ed  r/==0,  2728  ; 
sappiamo  inoltre  dall'astronomia  che  in  numeri  approssimati  la 
distanza  massima  del  sole  dalla  luna  èa  = 24500,  c la  minima 
è a = 23700:  quindi  applicando  la  forinola  (/"),  troveremo  che 
la  massima  lunghezza  dell’ ombra  lunare  è s=59,  82;  e la  mi- 
nima è z — 57,  86.  Dunque  poiché  la  massima  distanza  del  cen- 
tro terrestre  dal  centro  della  luna  si  esprime  pel  numero  64,  e 
la  minima  per  il  numero  56;  perciò  il  cono  d’ ombra  luuare  può 
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arrivare  fino  alla  regione  della  terra  e stendersi  puranco  al  di 
là  di  essa,  a così  produrre  un  ccclissi  più  o meno  completo  del 
globo  solare.  — Gli  ecclissi  di  sole,  che  meglio  si  direbbero  ecd is- 
si di  terra,  non  hanno  luogo  che  rei  novilunio  o nella  congiun- 
zione della  luna,  quando  questo  astro  si  trova  presso  i nodi  del- 
la sua  orbita  tra  il  sole  e la  terra.  Se  l'ombra  della  luna  arriva 
sino  alla  terra,  vi  sarà  ecclissi  totale  pei  paesi  situali  nella  por- 
zione MN  della  superficie  terrestre,  che  è compresa  dall'ombra; 
ed  ecclissi  parziale  pei  paesi  laterali,  che  son  posti  nella  penon- 
bra  KB'OA'H:  se  poi  il  cono  d’  ombra  lunare  non  si  estende  fino 
alla  terra;  allora  da  ogni  punto  dell’  emisferio  terrestre  che  è ri- 
volto verso  il  sole,  scorgendosi  intieramente  o in  parte  il  disco 
solare,  non  potrà  accadere  se  non  un  ecclissi  parziale.  Ma  in 
questo  caso  succede  un  fenomeno  speciale;  ed  è che  da  ogni 
punto  della  porzione  M'N'  di  superficie  terrestre,  la  quale  rimane 
intercetta  dalla  nappa  opposta  nel  vertice  al  cono  ombroso,  la  lu- 
na si  vede  proiettata  come  un  cerchio  nero  sul  disco  solare,  di 
modo  che  ne  lascia  scoperta*  tutta  all’  intorno  una  parte  in  forma 
di  corona  luminosa:  un  tale  ecclissi  dicesi  annullare;  c sarà  an- 
che centrale  per  quei  paesi,  nei  quali  la  retta  che  congiunge 
1’  occhio  dell’  osservatore  col  centro  del  sole,  passa  eziandio  pel 
centro  della  luna. 

Le  nozioni  svilluppate  in  questo  primo  capo  riguardano  princi- 
palmente la  luce  diretta:  passiamo  ora  a trattare  iu  due  capi 
distinti  della  luce  riflessa  e della  luce  rifratta. 


•CAPO  IL 

LUCE  RIFLESSA. 

50°.  La  luce  quando  incontra  la  superficie  de’  corpi,  parte  pene- 
tra nell’  interno  di  questi  attraversandoli  sotto  forma  raggiante,  o 
venendo  dai  medesimi  corpi  assorbita  e spenta;  e parte  è sparpaglia- 
ta all’  esterno  e diffusa  in  tutte  le  direzioni  se  la  superficie  sia  sca- 
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bra,  ovvero  è rimbalzata  e riflessa  regolarmente  se  la  superficie  sia 
tersa  e ben  levigata  o formi  uno  specchio.  Le  leggi  con  cui  si  fa  * 
questa  riflessione  specolare  della  luce,  sono  come  nella  riflessione 
del  moto  di  corpi  elastici  le  due  seguenti:  1 il  raggio  inci- 
dente e il  riflesso  si  trovano  costantemente  in  udo  stesso  piano 
normale  alla  superficie  riflettente;  2.  1’  angolo  d’ incidenza  è 
sempre  uguale  all'  angolo  di  riflessione,  cioè  sono  sempre  u- 
guali  fra  loro  gli  angoli  fatti  dal  raggio  incidente  e dal  raggio  ri- 
flesso colla  retta  normale  alla  superficie  specolare  nel  punto  d' in- 
cidenza. 

Supposte  queste  leggi  che  si  verificano  sperimentalmente,  per 
esempio  coll’  osservare  in  un  cerchio  graduato  1’  andamento  di 
un  raggio  diretto  e riflesso  su  di  uno  specchietto  centralo;  prendia- 
mo ad  esaminare  e a spiegare  per  mezzo  della  matematica  i 
fenomeni  della  luce  riflessa  negli  specchi  piani  o curvi,  e tra 
i curvi  consideriamo  specialmente  gli  specchi  sferici  concavi  o con- 
vessi, i quali  sopra  gli  altri  si  possono  costruirò  con  maggior  grado 
di  perfezione  e sono  di  maggiore  uso  nella  formazione  degli  stru- 
menti ottici. 

51°.  BlflttMlonc  della  luce  sugli  «pecchi  «ferie!  concavi. 

Rappappresenti  SS'  (fig.  209.»  ) uno  specchio  sferico,  cioè  un  seg- 
mento di  superficie  sferica;  e sieno  CA=r  il  raggio,  C il  centro  di 
curvatura,  ed  A il  centro  di  figura  dello  specchio  o il  punto  di  mez- 
zo della  sua  superficie  riflettente:  la  retta  indefinita  AB,  che  passa 
pei  due  centri  di  curvatura  e di  figura,  dicesi  asse  principale  dello 
specchio;  ogni  altra  retta,  la  quale  passi  pel  centro  C e per 
un  punto  qualunque  della  superficie  specolare,  si  chiama  asse 
secondario ; e l’angolo  centrale,  che  ha -per  misura  1’  arco  SA  S' 
o la  sezione  fatta  nello  specchio  con  un  piano  condotto  per 
1’  asse  principale,  appellasi  1’  apertura  del  medesimo  specchio.  Ciò 
posto,  un  raggio  di  luce  F'M  che  procede  da  un  punto  lumi- 
noso Fr  situato  sopra  un  asse  qualunque,  per  es.  sopra  l'asse 
principale  AB,  cada  in  M sullo  specchio  sferico  dalla  parte  con- 
cavai  e venga  quinci  riflesso  secondo  la  direzione  MF  : si  ccr- 
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ca  la  posizione  del  punto  F , in  cui  il  raggio  riflesso  incontra 
il  detto  asse  AB. 

Si  conduca  la  normale  o il  raggio  CM  al  punto  d' inciden- 
za ; e si  chiamino  à , ò'  le  distanze  FA  , F'À  dei  punti  F , 

F dallo  specchio,  ed  a 1’  angolo  ACM.  Essendo  uguali  fra  lo- 
ro gli  angoli  di  incidenza  e di  riflessione,  vale  a dire  gli  an- 
goli F'MC  ed  FMC,  uel  triangolo  FF'M  sarà  diviso  per  niotà 
dal  raggio  MC  l’ angolo  in  M , e perciò  il  lato  opposto  FF' 
\errà  tagliato  dal  medesimo  raggio  in  parli  proporzionali  agli 
altri  duo  lati  ; sicché  abbiamo  la  proporzione  CF  : CF'  = MF:  MF', 
ovvero  l’equazione 

r — 3 V/V*  + (r  — 5)1  — 2r(r  — 8)  cosa 

& — r — r)*-+-2»-(8' — r)cos« 

% 

e da  cotesla  equazione  può  facilmente  ricavarsi  il  valore  della 
distanza  £,  per  la  quale  si  determina  in  qualunque  caso  la  po- 
sizione cercata  del  punto  F. 

52*.  Ma  se  l’apertura  dello  specchio  è assai  piccola,  quale 
suol  essere  negli  strumenti  ottici,  allora  essendo  prossimamen- 
te cosaci,  l’equazione  precedente  diviene 

r — <J r — (r  — 8)  $ 

737  ~ r + (3'— r)  ~ 7 ’ 

0 questa  si  può  scrivere  sotto  le  tre  formolo 

* r*  1.1  2 

2^  — r ’ 3 8'  r ’ 

8=y(l4“  w=r)- 


<o 
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Considerando  per  es.  la  prima  di  queste  formolo  , vediamo 
che  la  distanza  del  punto  F dallo  specchio  è indipendente 
dall’  angolo  a,  e conseguentemente  dalla  direzione  del  raggio 
incidente;  dunque  in  uno  specchio  sferico  di  piccola  apertura,  i 
raggi  luminosi  che  partendo  dal  punto  F'  di  un  asse  AB  ca- 
dono sulla  superficie  specolare,  dopo  la  riflessione  vanno  tutti 
a riunirsi  sensibilmente  in  uno  stesso  punto  F del  medesimo 
asse  AB,  e vi  dipingono  un’  immagine  del  punto  raggiante  F': 
viceversa  se  il  punto  luminoso  fosse  in  F,  i raggi  divergenti 
verso  lo  specchio,  sarebbero  da  questo  riflessi  e concentrati  nel 
punto  F',  e da  una  tale  reciprocità  deriva  che  i due  punti  si  chia- 
mino fochi  l’uno  rispetto  all’altro,  o fochi  coniugali  dello  specchio 
sferico  concavo. 

Quando  i raggi  luminosi  provengono  da  un  punto  F'  molto  di- 
staste dallo  specchio,  e cadono  sopra  di  esso  paralleli  all'asse  AB, 
allora  potendo  farsi  S'  — ac  per  es.  nella  seconda  formola  (e),  ri- 

f 

sulla  evidentemente  <3'=  y ; cioè  negli  specchi  sferici  di  piccola 

apertura  i raggi  di  luce  che  vengono  parallelamente  all’asse,  dopo 
la  riflessione  si  concentrano  tutti  sul  medesimo  asse  nel  punto  me- 
dio del  raggio  di  curvatura:  in  questo  caso  il  punto  F si  appella 
foco  principale , o semplicemente  foco  dello  specchio;  e la  sua  di- 
stanza ~ dalla  superficie  riflettente  prende  il  nome  di  disianza  fo 

cale  principale , ovvero  di  disianza  focale  senz’altro. 

Analizzando  la  terza  formola  (e),  possiamo  in  fine  determinare  la 
posizione  del  foco  coniugato  o dell’ immagine  di  un  punto  luminoso 
nelle  diverse  sue  distanze  dallo  specchio. 

53°.  Facciamo  pertanto  diverse  ipotesi;  e sia  1.  3'>f:  sarà 

f 

2^  — r>r,  ed  ^ — - una  frazione  propria  e positiva;  stando 
dunque  alla  terza  formola  (<•),  è chiaro  che  nel  presente  caso  risul- 
terà la  distanza  3 > ~ ed  insieme  < r,  e però  il  foco  coniuga- 
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to  o l’ immagine  del  punto  raggiatile  si  formerà  tra  il  foco  princi- 
pale e il  centro  di  curvatura  dello  specchio. 

2.  Si  supponga  S'  = r:  avremo  ^ — - =1,  e quindi  <J  = r; 

cioè  i raggi  riflessi  dallo  specchio  sferico  convergono  verso  il  cen- 
tro, nel  quale  è situato  il  punto  luminoso. 

3.  Poniamo  che  il  punto  raggiante  si  trovi  tra  il  foco  principa- 

le  e il  centro  di  curvatura,  sicché  abbiasi  ò'  > -y  ed  insieme 

< r:  in  questa  ipotesi  essendo  2<5'  — r > 0 ed  acche  < r,  la 

frazione  — — sarà  impropria  e positiva;  per  conseguenza  dalla 

formola  che  analizziamo,  verrà  la  distanza  coniugata  > r,  e il 
foco  corrispondente  cadrà  al  di  là  del  centro  della  superfìcie  spe- 
colare. 

4.  Se  il  punto  radiante  sia  posto  nel  foco  principale  dello  spec- 
chio, la  sua  immagine  dovrà  formarsi  a una  distanza  infinita,  ossia 
i raggi  incidenti  dovranno  riflettersi  in  direzioni  parallele  all’asse: 
ciò  è manifesto  da  quanto  abbiamo  detto  nel  numero  precedente, 
e s’inferisce  altresì  dalla  nostra  formola  (e.  3“  .),  che  ci  sommini- 

stra  à — ac  per  <S'=  y . 

f 

5.  Da  ultimo  si  ponga  i'<  ^ , e il  punto  luminoso  sia  collo- 
cato in  F'  (fìg.  210»  .)  tra  il  foco  principale  e la  superfìcie  dello 
specchio:  in  questo  caso  la  differenza  2*'— r è negativa,  ed  insieme 
minore  di  r quanto  al  valore  numerico;  perciò  essendo  negativo  il 

f 

rapporto  — - , e numericamente  maggiore  dell’  unità,  dalla 

consueta  formola  emerge  pur  negativa  la  distanza  focale  coniugata 
5.  Adunque  nell’ ipotesi  che  abbiamo  fatta,  il  foco  coniugalo  si 
troverà  in  un  punto  F sul  prolugamento  dell’  asse  dietro  la  su- 
perficie specolare:  e come  i raggi  diretti  F'M,  F'M'  cadono  sullo 
specchio  divergendo  gli  uui  dagli  altri;  cosi  saranno  pure  riflessi 
secondo  le  direzioni  divergenti  MN  ed  M'N',  e non  s’incontreranno 
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se  non  prolungati  mentalmente  dalla  parte  opposta  dello  specchio. 
Il  foco  ora  considerato  dicesi  virtuale,  i fochi  considerali  di  sopra 
si  chiamano  reali ; la  differenza  tra  i fochi  reali  e virtuali  è questa, 
che  i primi  risultano  dal  concorso  reale  dei  raggi  riflessi  in  un  pun- 
to, dove  si  dipinge  veramente  un' immagine  del  punto  luminoso 
e si  può  ricevere  su  di  un  diaframma;  laddove  nel  foco  virtuale 
non  si  riuniscono  realmente  i raggi  ma  i loro  prolungamenti,  e 
l’occhio  osservandolo  vi  vede  un’  immagine  aerea  del  punto  lumi- 
noso, come  se  i raggi  riflessi  procedessero  dal  foco  medesimo. 

54*.  Passiamo  ora  a considerare  un  oggetto  F'H'  posto  di- 
nanzi ad  un  specchio  sferico  concavo  SS'  (tig.  211»  ).  Da  cia- 
scun punto  della  faccia  che  è rivolta  verso  lo  specchio , par- 
tono de’  raggi  luminosi  che  cadendo  sulla  superficie  specolare 
vengono  riflessi  e concentrati  nel  rispettivo  foco  coniugato  : di 
che  si  forma,  e si  dipinge  un’  immagine  FH  deH’oggelto;  e di 
tale  immagine  potremo  fissare  geometricamente  i limili  e la  po- 
sizione, tirando  pei  punti  estremi  dell’  oggetto  i due  assi  ACF', 
BOB'  e determinando  su  di  questi  i fochi  F , H coniugati  di 
quelle  estremità. 

Per  trovar  poi  la  relazione  tra  la  grandezza  lineare  dell’og- 
getto e della  sua  immagine,  osserviamo  che  per  ragione  della 
piccola  apertura  dello  specchio  possono  riguardarsi  come  uguali 
sì  le  due  rette  ACF',  BCH',  e sì  per  conseguenza  (52.*  e)  le 
altre  due  AF,  BII  : quindi  i due  tria  igoli  CFH  c CF'fl',  di- 
mostrandosi isosceli  e simili,  ci  daranno  la  proporzione 

FU:  F'fl'=CF:  CF'  = r — <5  : ò' — r; 
dalla  quale  ricaveremo 


FH  = 


rd' 


F'H' 
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sostituitovi  anche  il  valore  di  3 preso  dalla  prima  forinola  [e.  52.8): 
quindi  abbiamo  la  relazione  domandata 


(0 


FH  = 


r 

I^r 


FA'. 


55°.  Dà  questa  formolo  e dalle  cose  notate  nel  numero  (53.°) 
discendono  i seguenti  corollarii.  1.  So  1'  oggetto  è più  distante 
dallo  specchio  che  il  centro  di  curvatura,  ossia  se  si  pono^,>r> 
1*  immagine  dello  stesso  oggetto,  siccome  quella  dei  singoli  punti, 
sarà  reale  e si  formerà  nell'  aria  libera  tra  il  foco  principale  e il 
centro  di  curvatura:  oltre  a ciò  dovrà  essa  apparire  capovolta, 
trovandosi  i punti  estremi  dell'  oggetto  e i loro  fochi  nei  rispetti- 
vi assi  ACP  , BOH'  di  qua  e di  là  dal  centro  C,  dove  i mede- 
simi assi  si  tagliano  : in  line  l’ immagine  sarà  minore  dell’  ogget- 
to ; perchè  essendo  2<3'  — r > r , nella  formola  (e')  il  fattore 

è una  frazione  propria.  Che  anzi  quell’  immagine  di- 
verrà tanto  più  piccola,  accostandosi  al  foco  principale,  quanto 
più  grande  è la  distanza  dell’  oggetto  dalla  superficie  dello  spec- 
chio. 

2.  Viceversa  se  si  suppone  3'  <r,  ed  insieme  > ~ , ossia  se 

1’  oggetto  è situato  tra  il  foco  principale  e il  centro  di  curvatura, 
F immagine  sua  si  dipingerà  al  di  là  del  medesimo  centro;  sarà 
sempre  rovesciata,  ma  più  grande  dell’  oggetto;  e si  dileguerà  del 
tutto,  quando  l’oggetto  si  colloca  Del  foco  principale,  e i raggi  di 
luce  provenienti  da  ciascun  punto  dello  stesso  oggetto  sono  rifles- 
si sullo  specchio  in  direzioni  parallele. 

3.  Se  l’oggetto  è tra  lo  specchio  ed  il  foco  principale,  sicché 

f* 

abbiasi  o'<  la  sua  immagine  sarà  virtuale,  non  altrimenti 
che  le  immagini  dei  singoli  punti  da  cui  risulta  : quindi  essa  com- 
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parirà  diritta  dietro  la  superficie  spccolare,  stando  le  duo  eslre- 
mità  dell’  oggetto  e i loro  fochi  da  una  medesima  parte  dell’an- 
golo C,  sotto  il  quale  s’ intersecano  gli  assi  corrispondenti;  e di 
più  riuscirà  maggiore  dello  stesso  oggetto,  come  è chiaro  per  sè, 
e s’  intende  ancora  dall’essere  la  differenza  2ò/ — r più  piccola 

f 

di  r quanto  al  valore  numerico,  e perciò  il  fattore  — — as- 

solutamente più  grande  dell’  unità  nella  formola  (e'). 

■*6\  Rlflp.<ii*ionr  della  luce  sugli  * per  e Ili  Mirrici  rfnvewl. 

La  differenza  tra  gli  specchi  sferici  concavi  e convessi  consiste  in 
questo,  che  i primi  presentano  la  loro  cavità  al  punto  luminoso 
e all’  oggetto,  mentre  i secondi  gli  presentano  la  propria  conves- 
sità: dunque  in  uno  specchio  sferico  convesso  SS'  (tìg.  21 2. a ) , 
rispetto  alla  riflessione  dei  raggi  vibrati  da  un  punto  lumiùoso  F', 
ovvero  da  un  oggetto  F'H',  potremo  adoperare  le  formole  (e)  ed 
(e'j,  già  stabilite  per  la  determinazione  delle  distanze  focali  e 
delle  immagini  in  uno  specchio  sferico  concavo,  cangiando  solo  il 
se*: no  del  raggio  r di  curvatura  che  trovasi  dalla  parte  opposta 
alla  superfìcie  specolare.  Pertanto  nel  caso  d’uno  specchio  sferico 
convesso  valgono  le  formole 

& !L_  \ 

2*'-+- r ’ 2\  2 d'H-r/’ 


delle  quali  le  prime  due  ci  fanno  conoscere  la  distanza  focale  o 
la  posizione  del  foco  coniugato  F di  un  punto  luminoso  F',  e la  ter- 
za ci  dà  la  grandezza  dell’  immagine  FH  di  un  oggetto  lumino- 
so od  illuminato  F'H'. 

Quanto  ai  fochi  in  uno  specchio  sferico  convesso,  dalla  prima 
delle  tre  formole  ora  scritte  apparisce  chiaro  che  la  distanza  fo- 
cale $ risulta  sempre  negativa,  e che  perciò  il  foco  coniugato  F 
del  punto  radiante  F'  è sempre  virtuale  o situato  dietro  la  sujier- 
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Scie  specolare.  Inoltre  un  tal  foco  si  forma  generalmente  tra  la 
parte  concava  dello  specchio  e il  punto  medio  del  raggio  CA,  che 
prolungalo  passa  pel  puuto  luminoso;  perchè  essendo  frazione  prò- 

f f 

pria  sì  il  rapporto  r •>  e sì  la  diflercuza  1 — > dalla  se- 

V 

conda  delle  formolo  superiori  si  dimostra  <5<  — io  valore  asso- 
luto: allora  solamente  il  foco  coincide  col  punto  medio  del  rag- 
gio di  curvatura  e chiamasi  foco  principale,  quando  il  punto  ra- 
diante è posto  a una  distanza  infinita  dallo  specchio,  e i raggi  lu- 
minosi cadono  sulla  superficie  convessa  parallelamente  all’asse  CAF'. 

Quanto  poi  all'immagine  FU  di  un  oggetto  FU',  essa  è sem- 
pre virtuale,  come  virtuali  sono  sempre  le  immagini  o i fochi  dei 
singoli  punti  dell’ oggetto  medesimo:  di  più  essa  è diritta,  perchè 
trovasi  col  suo  oggetto  dalla  stessa  parte  dell’  angolo  F'CII'  degli 
assi  estremi:  da  ultimo  è costantemente  più  piccola  dell’  oggetto, 
siccome  è evidente  per  sè,  e si  ricava  ancora  dalla  terza  far  mola 
(e"),  dove  il  primo  fattore  è minore  dell’unità. 

57°.  RlflcNNlone  della  luee  negli  atperelii  plani.  La  cur- 
vatura di  un  circolo  o di  una  superficie  sferica,  c il  suo  raggio 
stanno  tra  loro  in  ragione  inversa;  c cosi  la  curvatura  è nulla,  e 
la  superfìcie  diventa  piana  quando  il  raggio  si  supponga  infinito. 
Adunque  considerato  il  raggio  r come  infinito  nelle  formolo  per  es. 
(e)  ed  (e')  degli  specchi  sferici,  e perciò  trascurala  la  quantità  23* 
in  confronto  del  medesimo  raggio,  le  due  uguaglianze  che  quinci 
risultano  <$= — 3',  FH  = — F'H',  avranno  luogo  in  uno  spec- 
chio piano,  e tutto  insieme  daranno  la  ragione  dei  fenomeni  che 
succedono  per  la  riflessione  dei  raggi  luminosi  io  cosiffatto  spec- 
, chio. 

Dalla  prima  di  queste  equazioni  s’ inferisce  che  in  uno  specchio 
piano  SS'  (fig.  213. » ),  F immagine  o il  foco  F di  un  punto  lu- 
minoso F'  è sempre  virtuale,  e che  apparisce  dietro  la  superficie 
specolare  a una  distanza  uguale  a quella,  in  cui  si  trova  il  punto 
radiante  dinanzi  alla  medesima  superficie:  similmente  dalla  seoon- 
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da  equazione  si  ricava  che  l’ immagine  virtuale  FH  è uguale  in 
grandezza,  ed  è anche  simmetrica  col  suo  oggetto  F'H'  rispetto  al- 
la faccia  SS'  dello  specchio;  giacché  ogni  punto  dell’oggetto,  co- 
me F'  ed  H',  ha  un  foco  simmetrico  F ed  H rispetto  ad  SS'. 

Per  conoscere  nei  casi  particolari  la  posizione  dell’  immagine,  si 
avverta  che  l’ oggetto  colla  propria  immagine  fa  sempre  un  angolo 
doppio  di  quello  che  forma  collo  specchio.  Difalli  essendo  l’ imma- 
gine e l’oggetto  simmetrici  rispetto  allo  specchio,  le  tre  rette 
SS',  HF  ed  H'F',  da  cui  questo  e quelli  sono  rappresentati,  con- 
correranno in  uno  stesso  puDto  C;  e nei  due  triangoli  uguali  BHC, 
BR'C  saranno  uguali  gli  angoli  HCB  ed  H'CB:  perciò  chiamando  * 
ed  w gli  angoli  che  l’ oggetto  fa  rispettivamente  colla  sua  imma- 
gine e collo  specchio,  avremo  <t=2<.>.  Quindi  se  lo  specchio  è pa- 
rallelo all’orizzonte,  gli  oggetti  verticali  si  mostreranno  capovolti 
nella  loro  immagine;  perchè  in  questo  caso  si  ha  q = 90°,  ed 
a = 180°;  se  poi  lo  specchio  fosse  inclinato  all’ orizzonte  sotto  un 
angolo  semiretto,  gli  oggetti  verticali  dovrebbero  apparire  orizzon- 
tali; perchè  sarebbe  allora  w = 45°,  ed  «—90°:  in  line  se  Io  spec- 
chio sia  posto  verticalmente,  l’ immagine  di  un  oggetto  verticale  sa- 
rà diritta  e parallela  allo  stesso  oggetto;  perchè  in  tal  caso  come  ab- 
biamo w = 0°,  così  otteniamo  ancora  i=0°. 

58°.  L’immagine  di  un  punto  o di  un  oggetto  luminoso  si  può 
anche  moltiplicare  in  diverse  maniere.  Sieno  per  es.  i due  specchi 
piani  SS',  SS"  (tig.  21 4*  .)  congiunti  ad  angolo,  o un  punto  ra- 
diante K sia  posto  nell’  angolo  S'SS".  Condotte  lo  rette  KF,  FF', 
FF",  . . . alternamente  perpendicolari  al  primo  e al  secondo  spec- 
chio, e prese  KA  = AF,  FB  = BF',  F'C  = CF", ....  ; i punti 
F , F'  , F", . . . saranno  i luoghi  di  altrettante  immagini  dell’  og- 
getto K,  cui  potrà  veder  tutte  un  occhio  convenientemente  situato: 
la  ragione  si  è,  perchè  ciascuno  dei  punti  menzionati  è insieme  im- 
magine rispetto  a uno  specchio,  e fa  le  veci  di  oggetto  risguardo 
all’altro.  In  somigliante  modo  tirate  le  rette  Kf,  ff  , ('(" , . . . 
alternamente  normali  al  secondo  e al  primo  specchio,  e fatte 
Ka—af,  fb—bf ' , fc=cf'ì  ....  ; per  la  molteplice  e succe- 
ssa riflessione  fra  i due  specchi  , si  otterrà  un’  altra  serie 
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di  immagini  f,  f,  del  medesimo  oggetto  o punto  ra- 

diante K. 

Il  numero  delle  immagini  cresco  coll’  impiccolirsi  l’ angolo  dei 
due  specchi;  e quando  questi  sieno  paralleli,  le  immagini  si  di- 
pingono tutte  su  la  stessa  normale  KF  indefinitamente  prolunga- 
ta. In  ogni  caso  le  successive  immagini,  provenendo  dai  raggi  una, 
due  o più  volte  riflessi,  debbono  apparire  tanto  meno  vivaci, 
quanto  sono  più  moltiplicate.  Sopra  la  molteplice  riflessione  che 
si  opera  negli  specchi  posti  ad  angolo,  è fondato  il  caleidoscopio 
di  Brewster. 

Il  fenomeno  della  moltiplicazione  delle  immagini  spesso  si  osser- 
va ancora  in  un  solo  specchio  di  vetro  abbastanza  grosso.  Succe- 
de ciò  per  la  doppia  riflessione  che  si  fa  sulla  faccia  anteriore  di 
vetro,  e sulla  faccia  posteriore  di  metallo:  e come  una  parte  di  luce, 
riflessa  dalla  seconda  faccia  sulla  prima,  è rimandata  da  questa  a 
quella;  così  può  accadere  che  alcuni  raggi  luminosi  giungano  al- 
T occhio  dopo  tre  riflessioni,  altri  dopo  cinque  o più  riflessioni  in 
numero  dispari,  e perciò  si  dieco  a vedere  parecchie  immagini  di 
uno  stesso  oggetto  o punto  radiante. 

59°.  Illflmlonr  In  altre  «perle  di  specchi.  Oltre  agli 
specchi  piani  e sferici,  possono  anche  considerarsi  altro  specie  di 
specchi;  ma  intorno  a questi  e alle  immagini  che  vi  si  formano 
per  riflessione,  basterà  che  notiamo  in  breve  le  cose  seguenti. 

Gli  specchi  cilindrici  partecipano  dei  piani  nella  loro  lunghez- 
za e degli  sferici  convessi  nella  loro  larghezza:  dunque  in  uno 
specchio  cilindrico  V immagine  virtuale  conserva  le  dimensioni  del- 
1'  oggetto  quanto  alla  lunghezza,  ed  è impiccolita  quanto  alla  lar- 
ghezza; o così  un  oggetto  regolare,  riflesso  da  un  tale  specchio, 
comparirà  sformato,  e per  converso  un  oggetto  bizzarro  o un  di- 
segno confuso  potrà  mostrarsi  ben  formato  e distinto.  Similmente 
gli  specchi  conici  equivalendo  ai  piani  secondo  la  lunghezza,  e 
secondo  la  larghezzza  agli  specchi  sferici  convessi  di  raggio  che 
diviene  sempre  più  corto  dalla  base  al  vertice  del  ceno,  ue  se- 
gue che  l’ immagine  corrisponde  all’oggelto  in  quelle  parti  che  ri- 
Vol.  II.  34 
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sguardano  la  lunghezza  di  uno  specchio  conico,  ma  che  si  va  sem- 
pre più  assottigliando  dalla  base  al  vertice  del  cono  in  quelle  al- 
tre parti  che  risguardano  la  larghezza  dello  specchio. 

Per  ciò  che  appartiene  agli  specchi  parabolici,  nel  numero  (XI) 
dell'Introduzione  alla  Meccanica  abbiamo  veduto  che  un  diametro 
della  parabola  generatrice  e il  corrispondente  raggio  vettore  fan- 
no di  qua  e di- là  angoli  uguali  colla  tangente  o colla  normale 
presso  il  punto  d’fncontro:  dunque  i raggi  luminosi  che  cadono 
sulla  parte  concava  di  uno  specchio  parabolico,  andranno' tutti  a 
riunirsi  nel  foco  della  parabola  generatrice;  e viceversa  i raggi  che 
dal  foco  cadono  divergenti  nella  superficie  di  uno  specchio  paraboli- 
co di  qualunque  apertura,  saranno  lutti  riflessi  in  direzione  parallela 
all'asse.  Ciò  stesso  si  avvera  prossimamente,  come  abbiamo  veduto, 
negli  specchi  sferici  di  piccola  apertura:  ma  appunto  perchè  in 
questi  specchi  il  sito  di  riunione  dei  raggi  riflessi  non  è un  pun- 
to matematico,  ma  una  serie  più  o meno  grande  di  punti  lungo 
l'asse  e intorno  al  medesimo;  perciò  in  essi  succede  sempre  un 
certo  divagamento  del  foco  o aberrazione  di  sfericità,  che  impedi- 
sce più  o meno  la  formazione  distinta  delle  immagini  e che  noi 
vogliamo  ora  determinare. 

60°.  Aberrazione  di  «ferirità  negli  npecehl.  Sia  SS' 

(lig.  209. » ) uno  specchio  sferico  di  raggio  CA  = r;  F'  un  punto 
radiante,  posto  per  es.  sull'asse  principale  AB  alla  distanza 
F'A=d';  FM  un  raggio  luminoso,  riflesso  dalla  superficie  specola- 
re  nella  direzione  MF  : cerchiamo  con  più  esattezza  la  distanza 
FA  = 3 del  punto  F,  in  cui  il  raggio  riflesso  incontra  l’asse  del- 
lo specchio. 

Indicando,  come  abbiamo  fatto  in  un  altro  numero,  con  a l’ango- 
lo ACM,  e con  £ la  perpendicolare  MN  condotta  dal  punto- M sai- 

l’asse,  avremo  prossimameute  AN=  ^ ; giacché  negli  specchi 

di  piccola  apertura  il  perpendicolo  x di  poco  differisce  dall'  arco 

AM,  e si  possono  ancora  trascurare  le  sue  potenze  superiori  alla  se- 

„ . ...  , NC»  r— AN  . x * 

conda  : quindi  essendo  cos  a = ^ = — - — =1  — ^ „ 
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nell’equazione  del  numero  (51°,)  saranno 


e però  la  medesima  equazione  diverrà 


Quindi  si  deduce 

(a'_r)J-(r-a)J'=[(3'-r)(-j — | )-(r-9)(  j ^ )]f 
=[(4'— ) — (r— )]tt 

=-M^(4-*4K 

e per  conseguenza. 
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a= 


rò' 

28'  — r 


(r—  3)(ov— r)  l 1 
2r(25'  — r)  [ 8 


1 

7 


Pertanto  il  valore  della  distanza  8 si  compone  di  due  termi- 
ni, dei  quali  1'  uno  è di  grandezza  finita  ed  uguale  per  lut- 
ti i raggi  riflessi,  1’  altro  poi  è tanto  più  piccolo,  quanto  più 
vicini  all’  asse  dello  specchio  sono  i raggi  diretti:  pei  raggi  in- 
cidenti nelle  parti  prossime  all’  asse,  la  distanza  8 può  rap- 
presentarsi seuza  errore  sensibile  col  solo  primo  termine,  c può 
stabilirsi  in  F il  punto  di  riunione  de’  raggi  riflessi;  pei  rag- 
gi incidenti  verso  le  estremità  dello  specchio,  la  distanza  8 ri- 
sulta minore,  e il  punto  di  riunione  sarà  in  f più  dappresso 
alla  superfìcie  riflettente  ; gli  altri  raggi  dopo  la  riflessione  si 
concentreranno  lungo  V asse  nei  punti  situali  tra  F ed  f.  Da 
questo  sparpagliamento  del  foco,  che  appellasi  aberrazione  di  sfe- 
ricità ed  è dipendente  dall’  apertura  c dalla  forma  sferica  dello 
specchio,  deriva  che  1’  immagine  del  punto  luminoso  F'  non 
sia  del  tutto  precisa , incrociandosi  i raggi  riflessi  in  una  pic- 
cola porzione  ff  dell’  asse,  c condensandosi  in  cerchietti  nor- 
mali intorno  al  medesimo. 

Ora  so  pel  punto  F,  dove  si  raccolgono  i raggi  riflessi  vi- 
cino all’  asse,  conducasi  la  retta  FD  perpendicolare  al  medesi- 
mo asse,  e si  prolunghi  fino  all’  incontro  dell'  ultimo  raggio  ri- 
flesso che  passa  per  f,  è chiaro  che  i raggi  incidenti  sull’ar- 
co AS,  dopo  la  riflessione  passeranno  tutti  per  la  retta  FD  : 
la  piccola  porzione  F f dell’  asse  chiamasi  aberrazione  longitudi- 
nale di  sfericità , quest’  altra  retta  FD  dicesi  aberrazione  late- 
rale pur  di  sfericità.  — Quanto  alla  prima  aberrazione,  è mani- 
festo per  le  cose  discorse  che  essa  vien  data  dal  secondo  termine 
dell'  ultima  equazione,  purché  s' intenda  espressa  con  x la  semi- 
apertura  dello  specchio:  avremo  dunque 


F/-= 


(r-W-r)  ( 
2r(2d'  — r)  \ 
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« quindi  sostituendo  i valori  approssimali  della  quantità  3,  e del  bi- 

1 1 

nonno  -j  -+-  y , presi  dalle  due  prime  formolo  (s.  52°),  avre- 
mo ancora 

— r )t°V  — r)  _ (i^  — r»)(y— r) 

2r(23' — r)  " r r(23' — r)*  ’ r ’ 

ossia 


F /= 


(*'-«•)* 
(23' -r)’ 


per  l’aberrazione  longitudinale  di  sfericità.  — Quanto  all’  aberrazio- 
ne laterale,  essendo  prossimamente  lang  f—'j-  = ~ » 

sarà  pure 


FD=F f.  tang  f 


(*-r  y 

3'(23'-r) 


Quando  i raggi  cadono  paralleli  sulla  superticie  specolare,  e la 
distanza  & può  considerarsi  come  infinita,  allora  l’aberrazione  lon- 
gitudinale e laterale  di  sfericità  si  riducono  rispettivamente  alle 

espressioni  ; onde  in  questa  ipotesi  1’  aberrazione 

longitudinale  sta  alla  laterale  come  r : ìx , ossia  come  il  raggio 
all’  apertura  dello  specchio. 

61°.  Notiamo  qui  in  line  che  siccome  i raggi  vibrati  da  un 
ponto  luminoso  e ridessi  su  di  un  arco  circolare  non  si  dirigono 
esattamente  verso  un  medesimo  punto  dell’ asse,  ma  lo  incontrano 
in  vani  punti  consecutivi  da  F sino  in  f\  così  ciascuno  di  essi  do- 
po la  riflessione  dovrà  tagliare  il  raggio  contiguo  in  un  punto, 
che  sarà  perciò  illuminato  più  dei  punti  laterali:  ciò  stesso  sue- 
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cede  generalmente  nei  raggi,  che  da  un  punto  luminoso  van- 
no a cadere  in  un'altra  linea  qualunque,  e sono  da  questa  rim- 
balzali e riflessi.  La  serie  dei  punti  in  cui  si  tagliano  i raggi  suc- 
cessivi, o i)  luogo  geometrico  delle  conligue  intersecazioni  costi- 
tuisce una  curva,  la  quale  rifulge  di  maggior  luce  che  Io  spazio  circo- 
stante^ si  distingue  col  nome  di  caustica  per  riflessione:  a una  super- 
ficie riflettente  corrisponde  in  generale  una  caustica,  che  si  estende 
in  due  dimensioni.  La  natura  delle  linee  caustiche  dipende,  come 
ò chiaro,  dalla  diversa  natura  delle  linee  riflettenti,  e dalla  varia 
direzione  dei  raggi  incidenti.  Noi  ci  teniamo  dal  determinare  col 
calcolo  la  caustica  di  una  data  curva  riflettente,  per  non  protrarre 
soverchiamente  oltre  i giusti  confini  la  presente  appendice,  e [las- 
siamo subito  a trattare  della  luce  rifratta. 


CAPO  III. 

LUCE  RIFRATTA. 


62°.  Lecci  delta  rifrazione  semplice.  Passando  un  raggio 
di  luce  da  un  mezzo  ad  un  altro  di  densità  differente,  se  cade 
normalmente  alla  superficie  che  separa  i due  mezzi,  prosegue  il 
suo  cammino  senza  deviar  punto  dalla  primitiva  direzione;  ma  se 
cade  obliquamente  alla  medesima  superficie,  esso  allora  cangia  di 
direzione  e si  rifrange  colle  due  leggi  seguenti:  1.  il  raggio  inci- 
dente e il  raggio  rifratto  si  trovano  sempre  in  uno  stesso  piano 
normale  alla  superficie  di  separazione  de’ due  mezzi;  2.  i seni  de- 
gli angoli  d’incidenza  e di  rifrazione,  cioè  i seni  degli  angoli  fat- 
ti dal  raggio  incidente  e dal  raggio  rifratlo  colla  retta  perpendi- 
colare alla  superficie  di  separazione  nel  punto  d’ incidenza,  hanno 
tra  loro  un  rapporto  costante  per  gli  stessi  mezzi. 

Queste  leggi  si  dimostrano  sperimentalmente:  se  per  es.  si  riem- 
pia di  acqua  un  vaso  emisferico  AB' A'  (fig.  215.»  ),  e si  faccia 
cadere  nel  centro  C della  superficie  liquida  AA'  un  raggio  lumi- 
noso, si  vedrà  che  il  raggio  HC,  passando  dall’  aria  nell’  acqua,  si 
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rifrange  e prende  una  nuova  direzione  CK  più  vicina  alla  norma- 
le BCB';  e per  converso  il  raggio  KC,  passando  dall’  acqua  nel- 
l’ aria,  si  allontana  dalla  medesima  retta  normale  alla  superficie  di 
separazione  de’ duo  mezzi,  e segue  la  direzione  CH.  Oltre  a ciò 
i due  raggi,  diretto  e rifratto,  si  vedranno  situati  nel  piano  del 
circolo  ABA'B';  e misurando  gli  angoli  HCB,  KCB'  nella  circonfe- 
renza graduata  del  medesimo  circolo,  potrà  verificarsi  che  il  rap- 
porto de'  loro  seni  non  varia  punto,  qualunque  sia  l’ inclinazione 
del  raggio  incidente. 

63°.  Nel  passaggio  di  un  raggio  lumiuoso  da  uu  mezzo  omoge- 
neo ad  un  altro  pure  omogeneo,  indichiamo  con  i ed  r gli  angoli 
d’incidenza  e di  rifrazione,  e con  « il  rapporto  dei  loro  seni,  sicché 

S611  i 

abbiasi =n:  la  quantità  n costante  per  ciascun  mezzo,  si 

sen  r 1 1 

chiama  indice  di  rifrazione;  ed  è maggiore  o minore  dell’  unità,  se- 
condo che  più  o meno  denso  del  primo  è l’ altro  mezzo  in  cui  passa 
il  raggio,  e questo  si  rifrange  avvicinandosi  o scostandosi  più  dalla 
perpendicolare  alla  superfìcie  di  separazione  nel  punto  d’incidenza. 
De’  due  mezzi  il  più  denso  è ancora  il  più  rifrangente;  e se  » rap- 
oresenta  l’ indice  di  rifrazione,  quando  il  raggio  luminoso  fa  passag- 
gio dall’  uno  di  essi  mezzi  nell’  altro,  il  medesimo  indice  sarà  reci- 

1 

proco  e rappresentato  da  , quando  il  raggio  passi  viceversa  dal 
secondo  mezzo  nel  primo. 

Un  raggio  luminoso  può  esser  sempre  rifratto,  quando  passa  da 
un  mezzo  men  denso  e rifrangente  ad  un  mezzo  più  denso  e più  ri- 
frangente; perchè  in  questo  caso  essendo  sen  t frazione  propria  ed 

sen  i 

n impropria,  sarà  sen  r =.  — — minore  dell’  unità,  c l’ angolo  r di 

rifrazione  sarà  reale.  Ma  non  accade  sempte  la  stessa  cosa  nel  pas- 
saggio di  uu  raggio  da  un  mezzo  più  rifrangente  ad  un  altro  meno 
denso:  in  questa  ipotesi  essendo  » una  frazione  propria,  la  quantità 

senr  = — — risulterà  sempre  minore  dell’unità,  e l’angolo  r reale, 

tinchè  il  valore  sen  i si  mantiene  inferiore  ad  n:  all’  angolo  d’ in- 
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cidenza  i,  per  es.  K'CB',  di  tal  grandezza  che  sia  sent  = n,  corri- 
sponderà un  angolo  di  rifrazione  r ovvero  ACB  retto,  e il  raggio 
ritratto  rasenterà  la  superficie  AA'  comune  ai  due  mezzi:  per  un  an- 
golo d’ incidenza  i,  per  es.  K"CB',  maggiore  di  K'CB  , verrebbe 
ksen r > 1 , e l’angolo  di  rifrazione  r immaginario;  cioè  il  raggio 
incidente  K"C  non  potrebbe  emergere  dal  mezzo  più  denso,  ma 
ritletterebbesi  tutto  internamente  alla  comune  saperlicie  in  CA"  col- 
le leggi  di  riflessione  riferite  nel  capo  precedente.  L’angolo  d’ in- 
cidenza, al  quale  corrisponde  un  angolo  retto  di  rifrazione,  dicesi 
angolo  limile,  e si  ottiene  dalla  formola  seui=n:  così  essendo 
3 

n=-j  =0»  *78  nel  passaggio  di  un  raggio  luminoso  dall'acqua 
• 2 

nell’aria,  ed  n=-^-=  0,  666  pel  vetro  ordinario  rispetto  all’a- 
ria, l’angolo  limite  nel  primo  caso  sarà  = 48°  36',  e nel  secon- 
do sarà  = 41°  48'  in  circa. 

Premesse  queste  nozioni,  dobbiamo  noi  considerare  e spiegare 
col  calcolo  i fenomeni  della  luce  ritratta  principalmente  nelle  len- 
ti e in  altri  strumenti  ottici:  ciò  faremo  dopo  di  avere  accennata 
la  rifrazione  astronomica,  che,  come  si  disse  nel  numero  (40°.), 
produce  insieme  colla  parallassi  uno  spostamento  apparente  nella  si- 
tuazione degli  astri. 

64°.  infrazione  astronomica.  La  terra  TT'  è circondala 
per  ogni  verso  dall’ atmosfera  UH'  (tig.  216.»  );  e questa  può  ri- 
guardarsi come  composta  di  strali  sferici,  concentrici  alla  mede- 
sima terra  e sottilissimi,  nei  quali  la  densità,  costante  in  ciascu- 
no, va  crescendo  incessantemente  dai  più  allo  al  più  basso.  Quindi 
è che  un  raggio  luminoso  AM,  il  quale  provenga  da  un  astro  A, 
all’ entrare  dallo  spazio  vuoto  nell’ atmosfera  in  M,  non  seguirà  la 
via  retta  AMT';  ma  rifrangendosi  continuamente  e accostandosi  al- 
le perpendicolari,  ossia  ai  raggi  condotti  dal  centro  C ai  punti  di 
passaggio  da  uno  strato  atmosferico  in  un  altro,  descriverà  una  cur- 
va MM’  concava  verso  la  superficie  terrestre,  e per  tal  modo  arriverà 
all’  occhio  di  un  osservatore  situalo  in  T : questi  ricevendo  così  il 
raggio  luminoso  nella  direzione  dell’  ultimo  elemento  delia  curva. 
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dovrà  vedere  1*  astro  A secondo  la  taogenle  TÀ',  e perciò  lo  riferi- 
rirà  al  punte  A'  della  sfera  celeste.  Adunque  come  la  parallassi 
abbassa  gli  astri  sotto  la  loro  posizione  reale,  così  per  converso  la 
rifrazione  della  luce  nell’  attraversare  J’ atmosfera,  gli  innalza  in  u- 
no  stesso  circolo  verticale;  e l’angolo  ATA',  che  ne  misura  l’ele- 
vazione, è ciò  che  dicesi  rifrazione  astronomica : va  questa  sceman- 
do insieme  coll’ angolo  d’ incidenza  dall’orizzonte  al  zenith;  sicché 
dessa  è nulla  per  un  astro  che  passa  al  zenith  Z di  un  osservato- 
re T,  ed  è massima  e valutata  fin  presso  a 33'  per  un  astro  vedu- 
to all’  orizzonte  TO. 

65°.  Segue  da  ciò  1.  che  gli  astri  si  trovano  ancora  sotto  l’o- 
rizzonte o sono  di  già  tramontali,  quando  si  vedono  nascere  o ap- 
prodare al  medesimo  orizzonte;  e il  disco  solare,  il  cui  diametro  ap- 
parente è quasi  di  33',  si  osserverà  interamente,  quantunque  abbia 
già  traversato  l’ orizzonte  e lo  tocchi  col  suo  lembo  superiore.  — 
2.  Che  il  sole  non  potrà  da  noi  osservarsi,  quando  sia  depresso  più 
di  33'  sotto  il  nostro  orizzonte;  ma  allora  i suoi  raggi  ripiegandosi 
sempre  per  rifrazione  e procedendo  per  un  cammino  curvilineo,  ar- 
rivano tuttavia  ad  illuminare  una  porzione  tanto  più  ristretta  dell’at- 
mosfera a noi  soprastante,  quanto  il  sole  più  si  abbassa  sotto  l’ o- 
rizzonte.  La  luce  riverberata  sino  al  nostro  occhio  dalle  molecole  di 
questa  porzione  atmosferica,  costituisce  ciò  che  chiamasi  il  crepu- 
scolo vespertino:  il  quale  crepuscolo  si  va  debilitando  di  mano  in 
mano  e cessa  del  tutto,  quando  il  sole  siasi  abbassato  di  18  gradi 
in  circa  sotto  l’ orizzonte;  come,  c converso,  per  un’  uguale  depres- 
sione solare  incomincia  il  crepuscolo  mattutino,  c la  sua  luce  va 
quindi  crescendo  sempre  più  tino  allo  spuntar  del  sole.  — 3.  Che 
il  sole  c la  luna  nell’  orizzonte  o presso  al  medesimo,  debbono  mo- 
strarsi ai  nostri  sguardi  sotto  una  forma  ovale.  Perchè  da  una  par- 
te il  diametro  apparente  di  questi  astri  essendo  maggiore  di  mez- 
zo grado,  il  lembo  superiore  del  loro  disco  nell’  orizzonte  sarà  nota- 
bilmente più  alto  dell’  inferiore;  e dall’  altra  parte  verso  l’ orizzonte 
crescendo  rapidamente  la  rifrazione  ai  diminuire  dell’  altezza,  ne 
deriva  che  il  lembo  inferiore  del  disco  solare  o lunare,  verrà  per  la 
medesima  rifrazione  sensibilmente  più  innalzato  che  il  lembo  supe- 
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riore:  di  tal  guisa  mentre  rimane  inalterato  il  diametro  orizzontale 
del  sole  o della  luna,  il  loro  diametro  verticale  dovrà  sembrare  ac- 
corciato; e i due  astri  presenteranno  perciò  un  sensibile  schiaccia- 
mento, e ci  appariranno  sotto  una  forma  ovale. 

66°.  nutazione  della  luce  nelle  superficie  sferiche. 

Sieno  ^ e n'  due  mezzi  omogenei  separati  dalla  superficie  sferica 
SAS'  (lìg.  217. a ),  ed  F'un  punto  luminoso,  situato  nel  primo  mez- 
zo sull’  asse  o retta  F'AF",  che  passa  pel  centro  C della  super- 
ficie: consideriamo  un  raggio  di  luce  F'M,  che  si  rifrange  nel 
secondo  mezzo  seguendo  la  direzione  MF",  e cerchiamo  la  po- 
sizione del  punto  F" , dove  il  raggio  rifratto  interseca  il  detto 
asse  F'AF". 

Dal  centro  si  conduca  il  raggio  di  curvatura  CM  = r al  pun- 
to d’ incidenza  : dicasi  « 1'  angolo  ACM,  e si  chiamino  <F,  3" 
le  rispettive  distanze  F'A,  F"A  dei  punti  F\  F"  dalla  super- 
ficie rifrangente  SAS':  tirate  anche  le  rette  MN,  CB,  CD  ri- 
spettivamente perpendicolari  all’asse,  ed  ai  raggi  incidente  e 
rifratto,  per  ragione  dei  triangoli  simili  F"MN  ed  F"CD,  F'MN 
ed  F'BC  abbiamo 

^F"M  = MN=  -gjrF'M. 

Onde  espresso  con  n il  rapporto  costante  tra  i seni  CB  e CD 
degli  angoli  d’ incidenza  e di  rifrazione,  si  ricava  l’equazione 

JF"M  F'M  CB  F'M 
CF"  ~ CF7  • CD  ~ CF”’ 


s/r'-h  (ò"  — r) * -+-  2r( ò"  — r)  cos  a 

_ t/f*  4-  (3'  -f  r)1  — 2r(ò'-f-r)cosa 
i'-f-r 


ossia 
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e con  questa  forinola  si  trova  il  valore  della  distanza  3",  per 
determinare  in  qualunque  caso  la  posizione  del  punto  F". 

67°.  Ma  se  1’  arco  SAS'  è abbastanza  piccolo,  quale  suol  es- 
sere negli  strumenti  ottici,  e il  raggio  luminoso  F'M  cade  nel- 
la superfìcie  di  separazione  vicino  all’  asse  F'AF"  ; allora  po- 
tendo farsi  senza  errore  sensibile  cos a = 1 , l’equazione  prece- 
dente si  trasmuta  in  quest’  altra 

(3"— r)-f-r  _ (3'n-r)  — r „ 

<5" — r ~ 3'-+-r  ’ 


ovvero 


3"  nò' 

ò1' — r 3'-+-r 

che  si  può  scrivere  sotto  la  forma 


(*) 


ò"  = 


nrò' 

(n  — 1)3'  — r 


Quindi  si  conebiude  che  la  distanza  ò"  essendo  indipendente 
dall’  angolo  a,  rimane  la  stessa  per  tutti  i raggi  che  cadono 
nella  superficie  di  separazione  de’  duo  mezzi,  e che  perciò  que- 
sti raggi  dopo  la  rifrazione  vanno  lutti  a riunirsi  in  un  medesi- 
mo punto  F",  e vi  dipingono  un’  immagine  dal  punto  radiante 
F':  la  quale  immagine  per  vero  dire  ò reale  o virtuale,  se- 
condochè  la  distanza  ò"  risulta  positiva  o negativa,  e i rag- 
gi ritratti  si  raccolgono  realmente  in  un  punto  F"  nel  mezzo 
f*',  ovvero  concorrono  prolungati  in  un  punto  F"  dell’  asse  nel 
primo  mezzo  ciò  che  dipende  dal  valore  dell’  indice  n,  ossia 
dalla  relativa  rifrangibilità  de’  medesimi  mezzi  p e |i\ 

Se  la  superficie  di  separazione  SAS'  invece  di  rivolgere  la 
convessità,  come  abbiamo  supposto,  rivolgesse  la  sua  cavità  al 
punto  radiante  F',  allora  il  raggio  r,  come  diretto  in  parte 
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conlraria,  dovrebbe  prendersi  negativo,  e la  forinola  superiore  di- 
verrebbe 


nr3' 


nr 


(n  — 1)3' -+-r 


n — 1 


r 

7 


sicché  in  tal  caso  la  distanza  3"  emerge  positiva  o negativa, 
e l’ immagine  del  punto  radiante  è reale  o virluaie,  secondo 

f 

che  esiste  n -+-  < , ovvero  > 1 . 

Se  poi  la  superficie  di  separazione  fosse  piana,  sarebbe  r—oo , 

fifS9 

e la  formola  (0)  ci  darebbe  3"==  — — =— n3';  sicché  in  que- 
st'altra  ipotesi  l’immagino  si  forma  sempre  dalla  parte  del  pun- 
to radiante  ed  è virtuale,  e la  sua  distanza  3"  dalla  superficie 
di  separazione  è maggioro  o minore  della  distanza  & del  pun- 
to radiante,  secondocbè  l’ indice  n è più  grande  o più  pic- 
colo dell'  unità,  e il  mezzo  / è più  o meno  rifrangente  del 
primo  mezzo  /*. 

fi  8°.  Rifrazione  della  luec  nelle  lenti.  Chiamasi  lente  UD 
mezzo  qualunque  diafano,  che  sia  terminato  da  due  superficie  sferi- 
che, ovvero  da  una  superficie  sferica  e da  una  faccia  piana:  quindi 
si  distinguono  le  lenti  in  varie  specie;  e diconsi  biconvesse,  'pia- 
no-convesse, concavo-convesse,  biconcave,  piano-concave , conves- 
so-concave  (fìg.  218. a ) secondo  la  diversa  natura  delle  loro  faci». 
Le  prime  tre  specie  di  lenti  sono  più  grosse  nel  mezzo  che  alle 
estremità,  Je  altre  per  converso  sono  nel  mezzo  più  sottili:  quelle 
si  dicono  lenii  di  convergenza,  perchè  concentrano  in  un  foco  reale 
o fanno  divergere  in  minor  grado  i raggi  che  procedono  da  un 
punto  luminoso;  queste  per  l’ opposta  ragione  si  chiamano  lenti  di 
divergenza. 

Asse  principale  o asse  di  una  lente  senz’  altro,  si  appella  la  retta 
che  passa  pei  centri  di  curvatura  delle  sue  facce;  e se  una  faccia 
è piaua,  Tasse  è la  retta  tirata  dal  centro  della  superficie  curva  per- 
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pendicolarmente  alla  superficie  piana.  Ogni  altra  retta,  con- 
dotta obliquamente  all'asse  principale  pel  centro  ottico,  che 
meglio  definiremo  in  altro  luogo,  si  chiama  asse  secondario  della 
lente. 

Le  lenti  per  lo  più  sono  formate  di  vetro:  piccola  è la  loro 
larghezza  o apertura;  ma  piccolissima  ne  è la  grossezza,  la  quale 
perciò  si  può  trascurare  in  confronto  dei  raggi  di  curvatura  e delle 
distanze  focali.  Noi  le  supponiamo  tali,  e cominciamo  dal  determina- 
re il  foco  nelle  lenti  biconvesse. 

69*.  Sia  LL'  (lig.  219»  ) una  lente  sferica  biconvessa;  C e C' 
sieno  i centri  delle  due  superficie,  da  cui  è terminata;  ed  r,  r'  i loro 
raggi  di  curvatura.  I raggi  F'M  che  provengono  da  un  punto  lumi- 
noso F'  situato  sull’  asse  principale  CC',  all’  entrare  dall'  aria  nel 
vetro  si  rifrangono  nella  superficie  anteriore  LAI/  secondo  la  dire- 
zione MN  più  vicina  alla  normale  CM;  e se  non  fossero  sottoposti 
ad  altra  rifrazione,  suderebbero  quindi  a riunirsi  tulli* nel  punto 
F'  dell’  asse,  come  abbiamo  dimostrato  di  sopra:  ma  i raggi  già 
rifratti  MN,  uscendo  dal  vetro  e ripassando  nell’aria,  si  rifrangono 
nuovamente  nella  superticie  posteriore  LA'L'  secondo  la  direzione 
NF  più  lontana  dalla  normale  C'N;  e così  i raggi  incidenti,  dopo 
di  avere  attraversato  la  lente,  dovranno  tutti  concentrarsi  in  un 
punto  F dell’  asse,  dove  si  trova  il  punto  radiante  F\  Quel 
primo  pnnto  dicevi  nella  lente  foco  coniugalo  rispetto  al  secondo 
punto  e ne  rappresenta  V immagino:  cercasi  ora  la  posizione  di 
un  tal  foco  F,  ovvero  la  sua  distanza  FA' = 3 dalla  lente, 
posto  che  si  conosca  la  distanza  F'A  — ò'  del  punto  luminoso  F' 
dalla  lento  medesima. 

Dinotando  con  n V indice  di  rifrazione  nel  passaggio  della  luce 
dall’  aria  nel  vetro,  abbiamo  già  veduto  nel  numero  (67°. ) che  la 
distanza  F"A=3"  del  punto  F",  in  cui  si  riunirebbero  i raggi 
vibrati  da  F'  e rifralti  nella  prima  superficie  sferica  LAL'  della 

tirò* 

lente,  vien  data  dalla  formola  3"=. — ^ — . Cotesta  forinola 

suppone  che  i raggi  incidenti  F'M  passino  dall’aria  nel  vetro 
/,  che  i medesimi  raggi  di  luce  cadano  nella  superficie  di  sepa- 
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razione  divergendo  da  un  punto  superiore  F',  e che  questa  su- 
perficie di  separazione  sia  convessa  dalia  parte  de' raggi  inciden- 
ti: se  i raggi  di  luce  passassero  per  converso  dal  vetro  / nell’  a- 

ria  (x,  nella  forinola  dovrebbe  scriversi  in  luogo  di  n ; e se 

di  più  i raggi  cadessero  convergenti  in  un  punto  inferiore  F"  sul- 
la superfìcie  di  separazione  e questa  fosse  coucava  dalla  parte  dei 
raggi  incidenti,  nella  stessa  forinola  converrebbe  cangiare  il  segno 
algebrico  alle  quantità  3'  ed  r,  tvvero  a due  altre  quantità  ana- 
loghe. Ora  queste  condizioni  si  verificano  tutte  pei  raggi  MN,  che 
si  rifrangono  nella  seconda  superfìcie  sferica  LA')/:  dunque  la 
distanza  3 del  loro  punto  di  riunione  dalla  medesima  super- 
ficie, dopo  la  rifrazione  avrà  un’  espressione  somigliante  a quel- 
la di  3";  e solo  dovremo  porvi  , — r'  invece  di  n ed  r,  e alla 

quantità  3'  dovremo  sostituire  l’altra  quantità — F"A'  = — F"A 
= — 3",  non  considerando  la  grossezza  della  lente.  Pertanto  oltre 
alla  formola  precedente  sussisterà  anche  V altra  formola 


e questa  seconda,  per  la  sostituzione  del  valore  3"  dato  dalla  prima, 
diviene 
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die  si  costuma  di  scrivere  eziandio  sotto  la  forma 


Quando  il  punto  lumiuoso  è molto  distante  dalla  lente,  sicché 
sia  S'  = oc , e i raggi  cadano  sulla  lente  parallelamente  al  suo  as- 
se; allora  la  distanza  ò prendo  un  valore  particolare,  che  distinto 
colla  lettera  <J,  si  esprime  per 


e chiamasi  distanza  focale  principale  della  lente  o semplicemente 
disianza  focale:  il  punto  F determinato  da  una  tal  distanza  di- 
cesi foco  principale,  o foco  della  lente  senza  altra  giuula. 

70°.  Le  formolo  (f/J  e (0")  che  abbiamo  stabilito  per  le  lenti 
biconvesse,  possiamo  applicarle  ancora  alle  altre  specie  di  lenti,  mu- 
tando convenientemente  i segni  algebrici  e i valori  dei  raggi  r ed 
r1:  consideriamo  solo  alcuni  casi. 

1.  Nelle  lenti  biconvesse  il  foco  principale  è sempre  reale,  es- 
3 

sendo  n > 1 , ed  = -g-  in  circa,  e risultando  perciò  positiva  la 

distanza  <J,  nella  formola  (0");  ma  il  foco  coniugato  di  un  punto 
luminoso  può  essere  anche  virtuale,  perchè  nella  formola  (O')  la 
distanza  3 proviene  positiva  o negativa  secondo  i diversi  valori 
della  quantità  <3\  Se  la  lento  è isoscele,  cioè  ugualmente  convessa 
dalle  due  parti,  la  distanza  del  foco  principale  sarà  uguale  al 

g 

raggio  di  «curvatura:  infatti  posto  r=r'  ed  nz=~. , la  formola 
v Z 

<0")  ci  dà 
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2.  In  una  lente  piano-convessa  il  foco  principale  è pur  reale, 
e la  sua  distanza  dalla  medesima  lente  è uguale  al  diametro  di 
convessità:  perocché  dovendo  farsi  r = ao  od  r'  = oo  , secon- 
doehè  si  rivolge  al  punto  radiante  la  superficie  piana  ovvero  la 
superficie  convessa  della  lente;  . dalla  formola  (&'')  emergerà  3[t 
= ir1  nel  primo  caso,  e 3t  = 2r  nel  secondo.  Quanto  al  foco 
coniugato  di  un  punto  luminoso  in  una  lente  piano-convessa  , 
la  formola  (6')  ci  mostra  che  esso  è reale,  so  la  distanza  3'  del 
punto  radiante  è maggiore  del  raggio  di  convessità  diviso  per 
n — 1 ; e che  per  contrario  è virtuale,  se  la  distanza  3'  è mi- 
nore del  detto  rapporto.  In  vero  supponendo  clic  al  punto  lu- 
minoso sia  rivolta  per  es.  la  faccia  convessa  della  lente,  abbiamo 
r'  = so , c per  conseguenza 


r 3' 

dunque  la  distanza  coniugata  3 riesce  positiva  o negativa,  e il  foco 
corrispondente  è reale  o virtuale,  secondochc  esista  ~r~  > 

1 r 

ovvero  < sr  , ossia  3’  > ovvero  < r . La  stessa  cosa  si 

w n — l 

conchiude  nel  caso  che  al  punto  radiante  si  presenti  la  superficie 

piana  della  lente. 

3.  In  una  lenta  concavo-convessa  o menisco  di  contorno  tagliente 
il  foco  principale  è reale,  purché  il  raggio  di  convessità  sia  minore 
del  raggio  di  cavità.  Imperocché  al  punto  radiante  o si  oppone 
la  faccia  convessa  della  lente,  oppure  la  faccia  concava:  nel  primo 
caso  r esprimerà  il  raggio  di  convessità,  ed  r'  qucHo  db  cavità  che 
dovrà  prendersi  negativo;  quindi  essendo  per  ipotesi  r <V, 

ossia  — > -y  quanto  al  valore  numerico,  si  avià  la  distanza 

focale 
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e sarà  reale  per  conseguenza  il  foco  della  lente.  Nel  secondo  caso 
dinota  r'  il  raggio  di  convessità,  ed  r il  raggio  di  cavità  cbe 
deve  farsi  negative;  perciò  essendo  per  ipotesi  rf  < r,  ossia 

11  . , 

y > — , si  avrà  pure 


e il  foco  principale  della  lente  sarà  reale.  Quando  poi  le  due  su- 
perficie del  menisco  hanno  un’  uguale  curvatura,  allora  il  foco 
coniugalo  sarà  virtuale  e cadrà  nello  stesso  punto  radiante:  per- 
chè in  questa  ipotesi  i due  raggi  r ed  r'  essendo  contrarii  di 
segno  ed  uguali  fra  loro,  la  formola  ($')  ci  dà 


e così  dalla  condizione  negativa  della  distanza  ò si  deduce  che  il 
foco  coniugato  è virtuale,  e dalla  sua  uguaglianza  colla  distanza  <?' 
s’inferisce  che  il  medesimo  foco  coincide  col  punto  radiante. 

4.  Nelle  lenti  biconcave  il  foco  coniugalo  o principale  è costante- 
mente  virtuale;  ciò  apparisce  chiaro  dalle  due  forinole  (&')  e (6")» 
dove  essendo  positiva  la  differenza  » — 1,  e negativi  i raggi  r 
ed  r',  le  distanze  focali  <J  e non  possono  avere  se  non  un  valore 
negativo.  Facilmente  s’ intende,  come  sieno  pur  virtuali  i fochi  nel- 
la quinta  e sesta  specie  di  lenti,  cioè  nelle  lenti  piano-concave, 
in  cui  si  ha  r = oo  ed  r’  < 0,  e in  una  lente  convesso-conca- 
va  o menisco  di  contorno  cilindrico,  purché  il  raggio  positivo  di 

Voi.  IL  35 
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convessità  sia  numericamente  maggiore  del  raggio  negativo  di  ca- 
vità. 

71°.  Esaminiamo  anche  il  caso,  in  cui  le  due  superlicie  della 
lcute  si  suppongono  piane,  e divengono  infiniti  ambidue  i raggi  r 
ed  r'.  In  siffatta  ijiotcsi  la  formola  (6')  riducasi  a 3= — ò\  come  in 
un  menisco  che  ha  uguali  le  opposte  curvature;  perciò  il  foco  coniu- 
galo anche  nel  caso  presente  è virtuale , e cade  nello  stesso  punto 
radiante:  vale  a dire  i raggi  che  attraversano  un  vetro  di  piccolissi- 
ma grossezza  terminato  da  facce  piane  e parallele,  non  sof- 
frono veruna  deviazione,  c sembreranno  all'  uscita  divergere  da 
quello  stesso  punto,  onde  si  dispergevano  innanzi  al  loro  ingresso 
nel  vetro. 

Quando  la  grossezza  del  vetro  a facce  piane  e parallele  non  è 
insensibile;  allora  sebbene  il  foco  non  cada  nel  punto  radiante  e 
si  avvicini  più  al  vetro,  nondimeno  i raggi  emergenti  sono  sem- 
pre paralleli  ai  rispettivi  raggi  incidenti.  Invero  sia  VV'(lìg.  220») 
il  vetro  a facce  parallele,  ed  F'M  uno  dei  raggi  emanati  dal  punto 
luminoso  F':  questo  raggio  all’entrare  nel  vetro  si  ripiegerà  secondo 
MN,  accostandosi  alla  normale  della  prima  superfìcie  nel  punto  M 
d’ incidenza;  e all’  uscire  dal  medesimo  vetro  si  rifrangerà  nuova- 
mente secondo  NE,  allontanandosi  dalla  normale  della  seconda  su- 
perficie nel  punto  N d’ incidenza.  Ora  il  raggio  emergente  NE  è 
parallelo  al  raggio  incidente  F'M,  incontrando  così  il  suo  prolun- 
gamento P asse  F'A  in  un  punto  F men  distante  dal  vetro  che  il 
punto  radiante  F';  perocché  dinotando  con  t ed  r gli  angoli  d'in- 
cidenza e di  rifrazione  nella  prima  faccia,  con  i’  ed  r'  gli  angoli  pur 
d' incidenza  e di  rifrazione  presso  la  seconda  faccia,  abbiamo  (63°.) 

seni  senr' 

senr  sen7  ’ 

dunque  essendo  r=3tv  per  ragione  dal  parallelismo  delle  due  facce 
del  vetro  e delle  loro  normali,  sarà  pure  l'angolo  i = r\  e conse- 
guentemente il  raggio  NE  parallelo  al  raggio  F'M. 
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72°.  Centro  ottico  nelle  lenti.  Nelle  superficie  di  una  lente 
LL'  (fig.  221. a ) e vicino  all’asse  principale  AA',  presi  di  qua  e 
di  là  due  punti  tali  B c B'  che  i piani  langeuti,  condotti  pei  me- 
desimi punti,  sieno  sensibilmente  paralleli;  e quindi  tirata  la  ret- 
ta BB',  chiamasi  centro  ottico  della  lente  il  punto  0,  in  cui  que- 
sta retta  incontra  il  suddetto  asse.  No  viene  che  i raggi  di  luce, 
che  passano  pel  centro  ottico  attraversando  la  lente,  non  verra  i-  ' 
no  punto  deviati  ; e potrà  un  raggio  emergente  considerarsi  co- 
me il  prolungamento  del  raggio  incidente  : la  ragione  si  è,  per- 
chè i raggi  luminosi  che  passano  pel  centro  ottico  di  una  lente, 
si  trovano  nel  caso  della  luce  che  attraversa  un  vetro  di  picco- 
lissima grossezza  a facce  piane  e parallele,  e che,  come  abbiamo 
veduto  (71°.),  continua  lo  stesso  cammino  senza  alcuna  deviazio- 
ne. Ogni  retta  condotta  pel  centro  ottico  abbiamo  già  dello  che 
chiamasi  asse  secondario  della  lente. 

Or  nella  lente  LL'  un  punto  luminoso  H\  posto  sopra  un  asse 
secondario  II'H,  deve  avere  il  suo  foco  o immagine  in  un  punto 
H situato  sul  medesimo  asse.  Imperocché  siccome  i raggi  emessi  da 
un  punto  F'  delibasse  principale  si  riuniscono  dopo  due  rifrazioni  iu 
un  altro  punto  F,  cosi  i raggi  del  punto  luminoso  H'  debbono 
dopo  di  avere  attraversato  la  lente  concentrarsi  tutti  in  un  solo 
punto  II:  ma  tra  i raggi  che  partono  dal  punto  IF  e cadono  sulla 
lente,  quello  che  coincide  coll’  asse  secondario  II'H  o passa  pel  cen- 
tro ottico,  non  è punto  deviato  c al  suo  uscir  dalla  lente  segue 
la  direzione  del  medesimo  asse:  dunque  il  punto  comuue  II,  in 
cui  dopo  la  seconda  rifrazione  si  raccolgono  i raggi  di  luce  vi- 
brati dal  punto  II',  deve  necessariamente  trovarsi  nell’  asse  se- 
condario II'H. 

73’.  Immagine  di  un  oggetto  nelle  lenti.  Poste  le  (OSO 
del  numero  precedente,  sia  F'H'  un  oggetto  collocato  di  fronte 
alla  lente  LL':  l’immagine  del  punto  estremo  F'  si  formerà  nel  fo- 
co coniugato  F sull’  asse  F'OF,  e quella  dell’  altro  punto  estremo 
H'  si  formerà  in  H sull’  asse  secondario  H'OH  ; per  consegueuia 
F immagine  lineare  di  tutto  I’  oggetto  F'H'  sarà  rappresentata  dal- 
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la  retta  FH.  Cercasi  la  relazione  tra  le  grandezze  dell'  oggetto  e 
della  sua  immagine. 

Poiché  possono  riguardarsi  come  uguali  sì  le  due  rette  OF  ed 
OH,  e sì  le  altre  due  OF'  ed  OH'  ; perciò  i due  triangoli  OFH* 
OFH'  saranno  isosceli  e simili.  Quindi  per  la  piccola  grossezza 
della  lente  essendo  prossimamente  OF  = A'F  = d,  ed  OF'  = AF' 
= 3',  avremo  la  proporzione  FH:  F'H'=OF:  OF'=d:  d';  la 
quale  colla  sostituzione  del  valore  8 già  trovato  di  sopra  (69°.  ù'), 
ci  darà 


che  è la  relazione  domandata  tra  la  grandezza  lineare  dell'  og-  ’ 
getto  e la  grandezza  dell  immagine  prodotta  dalla  rifrazione  nelle 
lenti. 

Ora  se  scrivasi  di  nuovo  1’  equazione  (&"),  e se  il  valore  della 

quantità  (n—  1)^ -p-j  quinci  ricavato  che  è 4-  si  ponga 

nell’  equazione  (&')  e in  quella  che  abbiamo  stabilita  ultimamen- 
te, si  avranno  le  tre  formolo 


per  le  quali  rispettivamente  si  determinano  il  foco  principale  di 
una  lente,  il  foco  coniugato  di  un  punto  radiante,  e l' immagine 
di  un  oggetto  luminoso. 

*74°.  Aberrazione  di  «ferie Iti»  e di  rlfrangibllllà  nelle 
lenti.  Come  negli  specchi,  così  nelle  lenti  la  loro  figura  sferica 
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fa  sì  che  i raggi  provenienti  da  un  punto  luminoso  e rifralti  nel- 
le parti  più  lontane  dall'  asse  non  concorrano  esattamente  in  un 
sol  punto  o foco:  da  ciò  deriva  anche  nello  lenti  un  difetto  op- 
posto alla  formazione  distinta  delle  immagini,  o un'  abeirazione 
di  sfericità  in  longitudine  ed  in  latitudine  ; la  quale  aberrazione 
si  determina  con  un  calcolo  più  complesso,  ma  per  un  modo  so- 
migliante a quello,  onde  nel  capo  precedente  abbiamo  determina- 
to la  duplice  aberrazione  di  sfericità  negli  specchi.  Parimente  nel- 
le lenti  si  formano  le  caustiche  per  rifrazione , come  negli  spec- 
chi hanno  luogo  le  caustiche  per  riflessione:  in  generale  le  cau- 
stiche di  rifrazione  sono  le  linee  o le  superfìcie  più  illuminate 
che  lo  spazio  circonvicino,  e costituite  da  quella  serie  di  punti,  in 
cui  si  tagliano  successivamente  a due  a due  i raggi  rifratli  alla 
superficie  che  separa  due  mezzi  l’ uno  dall’  altro. 

Intercettando  con  un  diaframma  i raggi  luminosi  che  cadono 
vicino  al  lembo  di  una  lente  qualunque,  possiamo  rimediare  in 
parte  al  difetto  dell’  aberrazione  di  sfericità  : per  annullare  al  tutto 
cotesta  aberrazioue,  converrebbe  dare  alle  due  facce  della  lente 
una  curvatura  particolare  che  vieu  determinata  dal  calcolo,  ovve- 
ro converrebbe  fare  una  tal  combinazione  di  lenti,  che  l’una  di 
queste  distruggesse  il  difetto  dovuto  alla  forma  sferica  dell’  altra. 

75°.  Oltre  all’  aberrazione  di  sfericità,  si  manifesta  pur  nelle 
lenti  un  altro  difetto,  che  è distinto  col  nome  di  cromatismo  o 
aberrazione  di  rifrangibilità.  Finora  nella  teoria  della  rifrazione 
noi  abbiamo  supposto  che  la  luce  incidente  fosse  semplice  e di  un 
dato  colore,  ovvero  che  i diversi  elementi,  onde  è composta  la 
luce  bianca,  nel  passaggio  di  questa  da  un  mezzo  a un  altro  fos- 
sero tutti  soggetti  a una  medesima  deviazione;  ma  in  realtà  la 
cosa  non  succede  cosi.  Perocché  se  in  una  camera  oscura  s’intro- 
duce per  un  piccolo  foro  circolare  un  fascelto  di  luce  solare  o bian- 
ca, e si  fa  quindi  passare  per  un  prisma  triangolare  di  vetro,  si 
vedrà  che  la  medesima  luce,  ricevuta  dopo  tale  passaggio  su  di 
una  carta  bianca,  disperdesi  in  uno  spazio  angolare  e presenta 
una  figura  allungala  e tinta  dei  colori  dell'  iride  : la  larghezza  di 
questa  figura  o spettro  solare  è uguale  al  diametro  di  quello  stes- 
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so  circolo  che  il  fascetlo  luminoso  avrebbe  formato  sul  piano 
verticale  della  carta , se  non  avesse  attraversato  il  prisma  ; ma 
la  sua  lunghezza  è circa  quattro  volle  maggiore  della  larghezza. 
Nel  medesimo  spettro  si  distinguono  principalmente  sette  colori 
diversi  che,  secondo  1’  ordine  di  disposizione,  sono  il  rosso,  1’  a- 
rancio , il  giallo,  il  verde,  V azzurro,  Y indaco  o il  violaceo ; e se- 
condo il  grado  di  maggiore  rifrangibiìilà  seguono  un  ordine  in- 
verso : però  dall’  uno  all’  altro  colore  non  si  passa  per  un  salto 
deciso,  ma  per  una  sfumatura  continua;  sicché  moltissimi  debbo- 
no  essere  i tratti  dello  spettro  diversamente  colorili.  I raggi  dei 
sette  colori  che  abbiamo  nominato,  se  si  lasciano  passare  ciascuno 
a traverso  di  un  nuovo  prisma,  essi  si  rinfrangeraano  bensì  un’ 
altra  volta,  ma  non  si  vedrauuo  più  scomporsi  in  raggi  di  nuovi 
colori:  quindi  que’  selle  raggi  dicousi  elementari  o semplici , la  lu- 
ce bianca  si  compone  di  tutti  c selle  i colori,  e dalla  combina- 
zione di  due  o più  colori  semplici  nascono  diversi  altri  colori,  i 
quali  tuttoché  composti  sono  talora  somigliantissimi  a qualcuno  di 
quelli  che  si  osservano  nello  spettro  solare. 

Lo  spettro  si  ottiene  colla  luco  di  qualunque  sorgente  diversa 
dal  sole:  i raggi  non  sono* di  specie  differenti  da  quelle  che  ab- 
biamo citato,  ma  spesso  manca  qualcuno  dei  colori  che  formano 
lo  spettro  solare.  Sì  in  questo  spettro,  come  in  quelli  prodotti  dal- 
la luce  di  altra  sorgente,  veggousi  moltissime  righe  trasversali, 
or  tutte  nere  ed  ora  splendenti  di  particolar  luce,  le  quali  sono 
irregolarmente  distribuite  per  la  lunghezza  dello  spettro:  pare  che 
la  cagione  di  queste  righe  sia  quella  stessa,  onde  procedono  i co- 
lori de’  corpi.  Come  un  corpo  ci  apparisce  bianco,  se  cadendo  su 
di  esso  una  luce  biacca,  le  sue  molecole  sono  disposte  a conce- 
pire le  vibrazioni  proprie  di  tutti  i raggi  elementari  e a trasmet- 
terle quindi  pur  esse  all’  etere  circostante;  c per  converso  il  cor- 
po ci  apparisce  nero  o tinto  di  un  particolar  colore  se  alla  super- 
ficie si  spengono  le  ondo  dell’etere  corrispondenti  a ciascun  rag- 
gio luminoso,  o se  le  molecole  superficiali  non  sono  capaci  di  vi- 
brare all’  unisono  che  con  una  o solo  con  alcune  specie  di  luce: 
così  i fenomeni  identici  delle  righe  colorale  od  oscure  che  si  os- 
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servano  nello  spettro  di  un  corpo  luminoso,  dovranno  attribuirsi 
a una  medesima  cagione;  cioè  alla  proprietà  che  hanno  le  mole- 
cole del  corpo  luminoso  o di  altro  corpo  incandescente  attraver- 
sato dalla  luce,  di  ricevere  ed  eccitare  nell’  etere  le  vibrazioni  di 
alcune  specie  di  raggi,  ovvero  di  assorbire  queste  determinalo  spe- 
cie di  raggi  e di  spegnere  nell’  etere  le  relative  vibrazioni.  Adun- 
que dalla  natura  de’  corpi  luminosi  ed  incandescenti  dipendono  le 
righe  dei  loro  spettri,  e dalle  proprietà  di  queste  righe  possono 
conoscersi  i corpi  che  abbruciano  nella  fotosfera  del  sole  e delle 
stelle  fisse,  ed  anche  scoprirsi  nuovi  corpi  semplici,  come  di  fat- 
to si  sono  scoperti  recentemente. 

Ma  per  tornare  alla  materia  principale  di  questo  numero,  è ma- 
nifesto che  se  la  luce  bianca  è composta  di  diversi  colori,  e se 
la  rifrangibilità  dei  colori  di  specie  differente  non  è la  stessa  per 
tutti  ma  cresce  dal  rosso  al  violaceo,  i raggi  di  luce  bianca  che 
partono  da  un  punto  e attraversano  una  lente,  dovranno  tutti  di- 
vidersi in  più  raggi  elementari,  e questi  non  potranno  concen- 
trarsi in  un  punto,  ma  occuperanno  un  certo  spazio  intorno  al  fo- 
co: quindi  avviene  che  nelle  lenti  l’ immagine  di  un  punto  ra- 
diante o di  un  oggetto  luminoso  non  sia  nitida  e distinta,  ma  sia 
invece  circondata  verso  i lembi  dai  colori  dell’  iride.  Questo  è il 
difetto  che  chiamasi  cromatismo  o aberrazione  di  rifrangibilità  ; 
e per  correggere  un  tal  difetto  sogliono  accoppiarsi  insieme  due 
lenti  composte  di  cristalli  diversi  (flint-glass  e crown-glass)  e di 
tal  curvatura,  che  1’  una  di  esse  riunisca  di  tanto  i raggi  estre- 
mi dello  spettro,  di  quanto  1’  altra  li  disperde:  le  lenti  corrette  e 
liberate  dall’  aberrazione  di  rifrangibiiilà  si  chiamano  acromatiche , 
e acroinalici  si  dicono  quegli  strumenti  ottici  che  sono  composti 
di  cosiffatte  lenti. 

76°.  .Innanzi  di  chiudere  il  presente  capo,  vogliamo  accennare 
i fenomeni  della  polarizzazione  e della  doppia  rifrazione  della 
luce,  dei  quali  si  tratta  più  ampiamente  nella  Fisica  sperimen- 
tale. 

Un  raggio  di  luce,  entrando  in  alcuni  mezzi,  per  es.  nel  carbona- 
to di  calce  cristallizzato  o spato  d’ Islanda , si  divide  in  due  raggi  di 
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uguale  intensità,  i quali  deviano  ciascuno  dalla  direzione  incidente  ; 
e così  la  rifrazione  non  è semplice  ma  doppia,  e due  sono  le  imma- 
gini di  un  punto  luminoso  o di  un  oggetto  veduto  attraverso  di  cer- 
ti corpi  diafani.  1 gas  ed  i liquidi  generalmente  non  producono  la 
doppia  rifrazione;  e se  in  qualche  caso  la  fanno  nascere,  1'  angolo 
dei  due  raggi  rifratti  è così  piccolo,  che  uon  può  scorgersi  se  non 
per  mezzo  del  microscopio:  al  pari  dei  gas  e dei  liquidi  nou  genera- 
no la  doppia  rifrazione  quei  cristalli  che  hanno  por  forma  primitiva 
un  cubo  od  un  ottaedro  regolare,  ovvero  un  dodocaedro  romboida- 
le ; tutti  gli  altri  cristalli  sono  di  lor  natura  birifrangenti,  e gli 
altri  corpi  pellucidi  possono  pure  acquistare  la  proprietà  della  dop- 
pia rifrazione  per  un  subitaneo  raffreddamento  o per  una  conve- 
niente compressione  che  alteri  la  loro  struttura  interna  e cagioui 
una  differenza  di  densità  uelle  diverse  direzioni.  Peraltro  nei  cri- 
stalli birifrangenti  vi  ha  sempre  una  o due  direzioni,  secondo  le 
quali  il  raggio  incidente  non  si  parte  in  due  diversamente  rifratti, 
ma  si  trasmette  per  mezzo  ad  essi  colla  semplice  rifrazione:  queste 
direzioni,  che  del  resto  non  sono  rette  particolari  e di  determinata 
posizione,  si  appellano  assi  ottici  dei  cristalli , i quali  sogliono 
perciò  distinguersi  in  cristalli  a un  solo  asse  ed  in  cristalli  a 
duo  assi;  e chiamasi  pure  sezione  principale  di  un  cristallo  ad 
un  asse  il  piano  che  passa  per  questo  medesimo  asse,  ed  è 
perpendicolare  alla  faccia  del  cristallo  sulla  quale  si  fa  cadere 
la  luce. 

Dei  due  raggi  in  cui  si  divide  il  raggio  incidente  nei  cristalli 
ad  un  asse,  l’uno  segue  sempre  le  due  leggi  della  rifrazione  sempli- 
ce ed  è dello  raggio  ordinario , l’altro  in  generale  non  le  segue 
e chiamasi  raggio  straordinario.  Dico  in  generale,  perchè  debbono 
eccettuarsi  due  casi.  Il  primo  è quando  1'  angolo  o il  piano  d’ in- 
cidenza riesce  perpendicolare  all'asse  ottico  del  cristallo:  allora 
anche  il  raggio  straordinario  va  soggetto  alle  leggi  della  rifrazio- 
ne semplice,  quantunque  il  suo  indice  di  rifrazione  sia  differente 
da  quello  del  raggio  ordinario,  li  secondo  caso  ò quando  il  piano 
d’incidenza  si  confonde  con  una  sezione  principale:  allora  pel 
raggio  straordinario  si  verifica  la  prima  legge  della  rifrazione 
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semplice,  rimanendo  esso  nel  piano  d’ incidenza;  ma  uon  si  veri- 
fica la  seconda  legge,  non  conservandosi  costante  il  rapporto  de’ se- 
ni degli  angoli  d' incidenza  c di  rifrazione. 

Quanto  ai  cristalli  dotali  di  due  assi  ottici,  le  leggi  della  ri- 
frazione semplice  sono  seguite  da  ambidue  i raggi  rifratli,  se  il 
piano  d' incidenza  è perpendicolare  alla  bisettrice  dell'  angolo  sup- 
plementare di  quello  che  formano  i due  assi  ; da  un  solo  rag- 
gio, se  il  piano  d’ incidenza  è perpendicolare  alla  linea  biset- 
trice dell’  angolo  dei  due  assi  ; da  nessuno  de'  due  raggi  in  ogni 
altra  incidenza. 

71°.  La  luce  in  certe  condizioni  riceve  una  tal  moditicazionc, 
per  la  quale  non  presenta  più  gli  stessi  fenomeni  d’ intensità  o di 
direzione  che  la  luce  naturale:  dicesi  allora  luce  paralizzata;  e 
tale  diviene  per  rifrazione  doppia  o semplice,  e per  riflessione. 

Primieramente  la  luce  si  polarizza  per  la  doppia  rifrazione.  Un 
raggio  di  luce,  passando  per  lo  spato  d' Islanda,  si  divide  in  due 
raggi,  ordinario  e straordinario,  di  uguale  intensità:  ora  se  cia- 
scuno di  questi  raggi  rifratli,  che  escono  dal  cristallo,  si  fa  pas- 
sare per  un  secondo  cristallo  birifraugentc,  o non  si  dividerà  più 
in  due  altri  raggi,  ovvero  si  dividerà  generalmente  in  due  raggi 
di  ineguale  intensità.  Imperocché  ecco  quello  che  noi  apprendia- 
mo dall’  osservazione  e dall'  esperienza  : guardando  un  punto  lu- 
minoso od  un  oggetto  attraverso  ai  due  cristalli,  in  genere  noi 
vediamo  quattro  immagini,  le  quali  hanno  tutte  un  diverso  splen- 
dore, tranne  solamente  il  caso  che  le  sezioni  principali  de’  due 
cristalli  facciano  tra  loro  un  angolo  di  45°:  però  quando  queste 
sezioni  sono  parallele  o perpendicolari,  le  quattro  immagini  si 
riducono  a due  sole,  una  ordinaria  e 1'  altra  straordinaria;  e di 
queste  due  immagini  la  prima  corrisponde  ai  raggi  ordinarii 
e la  seconda  ai  raggi  straordinarii  nella  prima  ipotesi,  e vice- 
versa nella  seconda  ipotesi  l’ immagine  ordinaria  corrisponde  ai 
raggi  straordinarii  e la  straordinaria  agli  ordinarii.  Sicché  un 
raggio  di  luce  già  ritratta  doppiamente  in  un  cristallo  differisce 
dai  raggi  comuni  ed  è polarizzato:  perchè  nel  traversare  un  al- 
tro cristallo  birifrangenle,  o non  soffre  più  la  doppia  rifrazione, 
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nè  si  suddivide  in  due;  oppure  i due  raggi  in  cui  di  nuovo  si 
parte,  non  sono  più  di  ugual  forza,  ma  diversamente  intensi. 

Secondamente  si  polarizza  la  luce  anche  per  semplice  rifrazio- 
ne e per  riflessione.  Si  faccia  cadere  un  fascctlo  di  luce  naturale 
per  es.  sopra  una  lastra  di  vetro:  è noto  che  la  luce  incidente  in 
parto  penetra  nel  vetro  c subisce  la  rifrazione  semplice,  e in  par- 
te si  riflette  con  regolarità  alla  superficie  del  medesimo  vetro.  Or 
se  1’  angolo  di  incidenza  è di  54°  35',  può  facilmente  verificarsi 
che  i raggi  rifratti  o riflessi  dalla  lastra  di  vetro,  ricevuti  che  sie- 
no  sopra  un  cristallo  birifrangentc,  si  comportano  alla  medesima 
guisa  dei  raggi  straordinaril  ed  ordinarii  che  abbiano  già  soffer- 
to la  doppia  rifrazione  in  un  cristallo  di  spato  islandico  : cioè  la 
luce  ritratta  attraverso  alla  lastra  di  vetro  trovasi  nello  stato  di 
un  raggio  straordiuario,  che  uscisse  dallo  spato  d' Islanda  colla  se- 
ziona principale  parallela  al  piano  di  rifrazione;  e per  converso  la 
luce  riflessa  dalla  lastra  trovasi  nella  condizione  di  un  raggio  or- 
dinario, il  quale  uscisse  da  un  cristallo  di  spato  islandico  avente  la 
sezione  principale  parallela  al  piano  di  riflessione.  Nel  caso  adunque 
che  consideriamo,  sì  la  luce  riflessa  come  la  luce  rifratta  riconoscer 
polarizzata:  sotto  angoli  d’iucidenza  diversi  da  54°  35',  la  polarizza- 
zione della  luce  rifralta  o riflessa  dalla  lastra  di  vetro  non  è totale  e 
completa  ma  parziale,  e tanto  maggiore  quanto  gli  angoli  d’incidcn- 
za  sono  meno  lontani  dal  dello  valore.  Quando  la  polarità  della 
luce,  generata  dalla  semplice  rifrazione  in  una  lastra  di  vetro,  è 
parziale;  può  rendersi  completa  col  far  passare  i raggi  per  due  o 
più  lastre  di  vetro,  sovrapposte  le  une  alle  altre  : perchè  rifran- 
gendosi per  tal  modo  i raggi  luminosi  dalle  successive  lastre,  è 
chiaro  che  nel  passaggio  dall’  uua  all’  altra  lastra  verrà  polarizza- 
ta una  porzione  sempre  maggiore  della  luce  trasmessa. 
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. CAPO  IV. 

STRUMENTI  OTTICI. 

78°.  Ci  rimane  a fare  1’  applicazione  dello  teorie  finora  espo- 
sto ai  precipui  strumenti  ottici  ; cioè  a • que’  soli  strumenti  che 
ci  forno  vedere  distintamente  gli  oggetti  pvcolissimi  o assai 
lontani,  e sono  delti  microscopii  o telescopi i.  Ma  per  vedere  di- 
stintamente un  oggetto  troppo  piccolo  0 troppo  lontano  non  so- 
lo è necessario  che  V oggetto  sia  abbastanza  ingrandito  col  mez- 
zo di  uno  strumento  ottico;  ma  è ancor  mestieri  che  la  sua  im- 
magine si  formi  a una  certa  distanza,  la  quale  è diversa  per 
le  varie  qualità  dell’  occhio  clic  rimira  l'oggetli»,  e dicesi  di- 
stanza della  visione  distinta : per  gli  occhi  ben  conformati  e sen- 
za difetto  la  distanza  della  visione  distinta  è di  3 decimetri 
in.  circa,  per  gli  altri  è maggiore  o minore;  c si  chiamano  pre- 
sbiti o miopi  quelli,  che  non  veggono  distintamente  gli  og- 
getti minuti  se  non  a distanze  più  grandi  o più  piccole  del- 
1’  ordinaria. 

79°.  Microscopio  semplice.  Qucslo  strumento  consiste  in 
una  lente  biconvessa  LL'  (fig.  222.»  ),  che  si  pone  tra  l'occhio 
e f oggetto  da  osservarsi.  Quando  1’  oggetto  F'H'  sia  situato 
fra  la  lente  e il  suo  foco  principale  F, , sicché  abbiasi  ò'  < 

1 i 

e per  conseguenza  > -r—  , allora  dalla  seconda  formola 

O 0, 

(£/".  73*)  risulterà  negativa  la  distanza  focale  coniugata  ò = A'F, 
e perciò  sarà  virtuale  V immagine  di  ciascun  punto  dell’ogget- 
to: tirali  quindi  per  le  estremità  di  questo  e pel  centro  ot- 
tico della  lente  due  assi,  si  dipingerà  in  FH  un’  immagine  vir- 
tuale e diritta  di  tutto  l’oggetto:  la  quale  immagino  noi  po- 
tremo vedere  chiaramente,  applicando  rocchio  in  A',  purché  es- 
sa oltre  all’  avere  un  suflicientc  ingrandimento,  si  formi  a una 
distanza  dal  punto  A'  uguale  a quella  della  visione  distinta. 
Duo  formolo  pertanto  debbono  stabilirsi  rispetto  al  microscopio 
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semplice  : 1’  una  che  ci  faccia  conoscere  la  disianza  3',  in  cui 
gi  ha  a collocare  1'  oggetto,  ailinchè  la  sua  immagine  si  formi 
alla  distanza  3 della  visione  distinta;  1'  altra  che  ci  dia  il  rap- 
porto tra  le  grandezze  dell’  oggetto  F'IT,  e dell’  immagine  FH. 

Quanto  alla  prima  ricerca,  poiché  nel  microscopio  semplice 
l’ immagine  dell’  oggetto  deve  esser  virtuale;  perciò  presa  ne- 
gativamente la  distanza  coniugata  3,  la  seconda  equazione  (5'",  73°) 
nel  caso  presente  diviene 


— 3 = 


e quindi  si  ricava  la  prima  forinola  domandata 


w 


3'  = 


33. 


\ 


Poniamo  per  es.  la  distanza  focale  3t  = 0»»,  03  : se  la  distan- 
za della  visione  distinta  per  rispetto  all’  occhio  applicato  in  A' 
è 3 = 0»»,  3;  la  formola  (/)  ci  mostra  che  1’ oggetto  deve  tro- 
varsi alla  distanza  3'  = 0»,  027  in  circa,  perchè  la  sua  imma- 
gine si  vegga  distinta  : se  poi  fosse  3 = 0»»,  6 ovvero  = 0»»,  15; 
verrebbe  prossimamente  S'=0«,  028  oppure  =0«,  025  con  esat- 
tezza. 

Quanto  alla  seconda  questione,  abbiamo  già  (73°.  $'")  la  re- 

g 

lazione  FH  = ^ F'H'  tra  la  grandezza  di  un  oggetto  F'U', 

e quella  dell’  immagine  FH  che  formasi  col  mezzo  di  una  len 
te:  sostituendovi  il  valore  3'  dato  dall’equazione  (/^otterre- 
mo pel  microscopio  semplice  la  seconda  formola  cercata 


FH  = 


33, 


F'H'=  - F'H'  ; 
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la  quale,  fatta  astrazione  dal  segno,  riducesi  all'  altra 


(10  FU=Ì±Ìi-F'H'. 

É quindi  manifesto  che  nel  microscopio  semplice  l’ immagine 
apparisce  sempre  più  grande  del  suo  oggetto  : per  uno  stesso  in- 
dividuo la  grandezza  dell’  immagine  cresce  col  far  uso  di  len- 
ti, che  abbiano  sempre  minore  la  distanza  focale  2,  ; per  varii 
individui  F immagine  cresce  insieme  colla  distanza  3 della  vi- 
sione distinta,  sicché  con  una  medesima  lente  l’ ingrandimento 
è maggiore  per  i presbiti  che  per  i miopi.  Così  col  mezzo  di 
una  lente,  la  cui  distanza  focale  sia  £,  = ()«,  03,  1’  immagine 
sarà  F =1 1 F'H',  cioè  undici  volte  più  grande  del  suo  oggetto,  se 
pongasi  3=0»',  3 : se  poi  si  facesse  5 = 0»*,  6 ovvero  = 0«,  15; 
dalla  formola  (X')  risulterebbe  FH  = 21  F'H',  oppure  =6 F'H'. 

80*.  Microscopio  composto.  Consideriamo  un  microscopio 
composto  di  due  lenti  convesse  / ed  L ( fig.  223.»  ),  delle  quali 
la  prima  si  chiama  1’  oggellivo  ed  è di  più  corto  foco  che  la 
seconda  delta  oculare.  Si  colloca  1’  oggetto  F"H"  presso  il  foco 
della  lente  /,  sicché  la  sua  distanze  $ dalla  medesima  lente 
sia  un  poco  maggiore  della  distanza  focale  : di  tal  guisa  la 
sua  immagine  F'H' , che  giusta  la  seconda  equazione  73°) 
si  forma  alla  distanza  positiva 


(X") 


3 * - P'P. 

‘ J 1 ” P'~P. 

?,  7 


dall’  oggettivo  f,  sarà  reale  e capovolta  ; e la  sua  ampliazione, 
attesa  la  terza  formola  del  numero  citato,  si  otterrà  dall’equa- 
zione 

(H  * F'H'=  F'H". 

r Hi 
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L’ immagine  F'H'  fa  da  oggetto  rispetto  all’altra  lente  L,  e per 
mezzo  di  questa  è osservata  dall1  occhio  applicato  in  A'  : però 
se  1’  oculare  si  accosta  o si  allontana  dall’  oggettivo  in  modo  che 
la  prima  immagine  F'H'  trovisi  fra  la  lente  L e il  suo  foco  prin- 
cipale, questa  medesima  lente  agirà  come  un  microscopio  sem- 
plice, e si  formerà  una  seconda  immagine  virtuale  FH  ; la  cui 
grandezza,  ritenuto  le  denominazioni  del  numero  precedente, 

veri à data  dalla  forinola  (/'),  cioè  FH  = F'tì'.  Sosti- 

°i 

tuendo  in  questa  il  valore  di  F'H'  preso  dalla  equazione  (/'"),  avre- 
mo P ampiezza  della  immagine  inversa  di  uu  piccoio  oggetto  F"H", 
veduto  col  microscopio  composto,  cioè  avremo 

(X”j  FH=l+i  X -pr^-F'H". 


Ho  detto  che  nel  far  uso  de!  microscopio  composto,  conviene 
avvicinare  o allontanare  l’oculare  dall’  oggettivo  di  modo,  che  la 
prima  immagine  F'H'  si  formi  tra  la  lente  L e il  suo  foco  prin- 
cipale: ma  ciò  non  basta;  bisogna  inoltre  che  la  distanza  A a fra  l’o- 
culare e l’ oggettivo  sia  tale,  che  la  seconda  immagine  FH  si  dipin- 
ga a una  distanza  dalla  lente  L uguale  a 3,  che  è quella  della 
visione  distinta  per  risguardo  all’occhio  A'.  Oia  perchè  la  di- 
stanza A a sia  tale  quale  diciamo,  basta  che  nella  sua  espressio- 
ne Ao  = AF' -t-F'o  = 5'-t-p  si  sostituiscano  i valori  delle  due 
quantità  3'  c p dati  dalle  equazioni  (X)  e (X")  : così  abbiamo 


(*T) 


Aa= 


^ P'-fc  ‘ 


Per  recare  in  mezzo  un  esempio,  sieno  p,  = 0«,  008;  p'=  0*»,  0051  ; 
àl=s0*,  02;  <J=0»«,  27  : dalle  forinole  (X,?)  e (XT)  otterremo 


0,005 

0,0001 


F"H"= 


0,00145 

0,000002 


F"H"=725  F'H"; 
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A c= 


0",  0054 
0,29 


0*»,  0000255 

0,0001 


= 0«,  27362. 


81°.  MicroNeopio  solare.  Si  compone  (li  una  o più  lenti  desti- 
nale a concentrare  i raggi  del  Sole  su  di  un  piccolissimo  oggetto 
pellucido,  e di  una  lente  microscopica  clic  produce  una  immagine 
ingrandita  del  medesimo  oggetto.  S'introduce  per  una  piccola  aper- 
tura in  una  cameia  oscura  un  fascetto  di  raggi  solari,  che  ricevuti  e 
ridessi  dallo  specchio  piano  S (iig.  224. » ),  si  dirigono  prima  pa- 
ralleli su  di  una  grande  lente  convessa  L;  e da  questa  uscendo 
convergenti  mediante  la  duplice  rifrazione,  vanno  quindi  ad  il- 
luminare fortemente  il  piccolo  oggetto  trasjwrente  FA'  che  vuole 
osservarsi:  l'oggetto  così  illuminato  è posto  un  poco  iunanzi  al 
foco  principale  di  un'altra  lente  pur  convessa  /;  e col  mezzo  di 
questa,  come  coll’ oggettivo  del  microscopio  composto,  si  forma 
sulla  parete  opposta  o sopra  una  sup  rrficie  bianca  l’ immagine  reale 
e rovesciala  FH  del  medesimo  oggetto  F'H'. 

Ora  per  esprimere  nel  microscopio  solare  l’iDgrandimenlo  dell' im- 
magine, abbiamo  senza  aggiungere  altro  la  terza  forinola 

FH  = -^A_FII' 

o—5, 

del  numero  (73°.);  e in  questa  formolo  sono  designate  con  3'  e 3, 
la  distanza  dell'  oggetto  dalla  lente  /,  e la  distanza  focale  della  me- 
desima lente.  Fatte  per  es.  3,  =0«,  012  e 3,  = 0»>,  012002;  si  ri- 
cava FH=6000  F'H'. 

82°.  Se  invece  dello  specchio  piano  S che  riceve  i raggi  del  Sole, 
si  colloca  dinanzi  alla  lente  L uno  specchio  concavo  che  rifletta  ì 
raggi  di  una  lucerna,  situala  nel  foco  dello  stesso  specchio;  allora 
F istrumento  prende  il  nome  di  lanterna  magica gli  oggetti- 
che  si  osservano  con  questa,  sono  per  lo  più  dipinti  su  vetri  piani; 
e la  loro  immagine  ingrandita  o si  forma  sopra  una  parete  della 
camera  oscura  come  nel  microscopio,  ovvero  si  dipinge  in  una 
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carta  traslucida  o si  rimira  per  l' apertura  di  uu  tubo  connesso  con 
lo  strumento. 

Nello  strumento  che  ora  consideriamo,  se  l’ oggetto  si  avvicina  o 
si  allontana  dal  foco  principale  della  lente  l,  e così  diminuisce  o cre- 
sce la  distanza  3'  oltre  la  distanza  focale  <J,,  crescerà  per  converso  o 
diminuirà  sì  la  distanza  3 dell'  immagine  dalla  medesima  lente,  co- 
me apparisce  dalla  seconda  equazione  (0'")  del  numero  (13°.)  scrit- 
ta sotto  la  forma 


e sì  ancora  l' immagine  stessa  FH,  siccome  ci  dimostra  imme- 
diatamente l' equazione  riportata  nel  numero  precedente.  Laonde 
accostando  a poco  a poco  la  lente  / all'oggetto,  sicché  nello  stesso 
tempo  diminuisca  la  distanza  3',  c cresca  la  distanza  coniugata  <J; 
l' immagine  FH,  la  quale  viene  ricevuta  su  di  una  tela  immobile  e 
trasparente,  andrà  gradatamente  ampliandosi;  e così  vista  l' imma- 
gine in  una  camera  buia  al  di  là  della  tela,  comparirà  a guisa  di 
uno  spettro  che  da  lontano  si  avanzi  a gran  passi,  e si  precepiti 
con  forza  sugli  spettatori.  L' islrumento  quando  è disposto  e ordi- 
nato a produrre  la  della  illusione  di  fantasmi,  distinguesi  col  nome 
di  fantasmagorìa. 

83°.  Telescopio  astronomico.  Serve  questo  strumento  per 
osservare  gli  astri;  e consta  di  due  lenti  biconvesse,  una  oggettiva  l 
(fig.  225.»  ) che  è rivolta  verso  l’astro  da  osservarsi,  l’ altra  ocula- 
re L a cui  si  applica  l' occhio  in  A'. 

La  differenza  tra  il  microscopio  composto  e il  telescopio  astro- 
nomico consiste  in  questo,  che  nel  microscopio  la  lente  oggettiva 
ha  un  foco  più  corto  che  l’oculare,  e l’oggetto  è situato  poco  in- 
nanzi al  medesimo  foco,  nel  telescopio  all’  opposto  la  lente  ogget- 
tiva è fornita  di  UDa  distanza  focale  maggiore  che  l’oculare,  e 
l’ oggetto  o l’ astro  da  osservarsi  si  trova  in  gran  lontananza  dallo 
strumento:  nel  resto  conservandosi  la  stessa  ne’  due  strumenti  la 
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disposizione  delle  lenti  e dell’  oggetto,  nel  telescopio  astronomico 
come  nel  microscopio  composto  si  formeranno  medesimamente 
le  due  immagini  F'H'  ed  FH,  reale  e virtuale,  dell'astro  F"H"; 
e mantenute  le  stesse  denominazioni,  varranno  anche  pel  telescopio 
le  tre  formole 


pii ^ Pi  vira», 

- • FH“  • ¥=p  F H 


= I p'p 
^7  p'-p, 


già  stabilite  pel  microscopio  nel  numero  (80°).  Se  non  che  nel  ca- 
so presente  essendo  assai  grande  la  distanza  dell’  astro  dall’og- 
gettivo,  si  può  trascurare  in  suo  confronto  la  distanza  focale  js,; 
e per  tal  modo  le  tre  formole  si  riducono  alle  altre 


P = ft  » 


FH= 


* + *, 

~*r 


A a= 


w. 


■ft 


La  prima  di  queste  formole  ci  mostra  che  l' immagine  reale 
FH'  si  dipinge  nel  foco  principale  della  lente  oggettiva,  e ciò 
è conforme  alla  dottrina  già  esposta  intorno  alle  immagini  degli 
oggetti  collocali  a grandissima  distanza  dalla  lente  : la  seconda  for- 
inola poi  e la  terza,  polendo  d1  ordinario  trascurarsi  la  distan- 
za focale  <ì,  dell’oculare  rispetto  alla  distanza  d dell’immagine 
FH  dalla  medesima  lente  oculare,  si  rendono  anche  più  sempli- 
ci e divengono 


<n 


™=-f  4 F’H", 


Voi.  II. 


36 
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Per  !a  seconda  di  queste  ultime  formolo  è chiaro  che  per  vedere 
distinta  l' immagine  di  un  astro  col  mezzo  del  telescopio,  la  di- 
stanza delle  due  lenti  dove  essere  uguale  alla  somma  delle  loro 
lunghezze  focali  ; ciò  che  si  verifica,  quando  si  trovino  in  uno 
stesso  punto  intermedio  i fochi  dell'  oggettivo  e dell’oculare.  Quan- 
to alla  prima  formola  che  ci  fa  conoscere  il  raparlo  tra  la  gran- 
dezza vera  dell'  immagine  e quella  del  suo  oggetto,  torna  utile 
ridurla  a una  relazione  equivalente  tra  le  grandezze  apparenti  del- 
l’ astro  visto  ad  occhio  nudo  e col  mezzo  del  telescopio. 

A questo  fine  indichiamo  con  u ed  a gli  angoli  ottici  F"A'H", 
ed  FA'H,  ossia  le  grandezze  apparenti  dell’  astro  e della  sua  im- 
magino : poiché  si  può  omettere  la  lunghezza  del  telescopio  in 
paragone  della  distanza  dell’  astro  dall’  occhio,  e poiché  (42*.)  le 
grandezze  lineari  apparenti  degli  oggetti  stanno  tra  loro  uella  ra- 
gione diretta  delle  grandezze  vere  e nella  inversa  delle  distanze 
dall’occhio;  perciò  avrà  luogo  la  proporzione 

FH  F"H"  FH  F"H"  FH  F"H" 
a : w FA'  : F"A'  ~ FA  : F"o'  ~ T“  : 3'  * 

Quindi  la  prima  dello  due  formolo  precedenti,  che  si  riduce 
FH 

alla  proporzione  -j—  : — —, — =3(:  <J,,  può  trasformarsi  in 

quest’ altra  a:  w=s(3,:  e così  nel  telescopio  astronomico  lin- 

graudimento  o il  rapporto  tra  le  grandezze  apparenti  dell’ im- 
magine e dell’astro  è dato  dal  rapporto  della  lunghezza  focale  del- 
f oggettivo  alla  lunghezza  focale  dell’oculare.  Supposto  che  sieno 
per  es.  3,  = 8«,64  e $,  = ()*,  079;  l’ ingrandimento  o la  forza 
amplificativa  del  telescopio  sarà  = 109  in  circa:  adattando  diver- 
se lenti  oculari  a un  telescopio  che  conservi  sempre  la  stessa 
lente  oggettiva,  si  ottengono  differenti  ingrandimenti;  ma  la  chia- 
rezza dell’immagine  dipinta  nel  fondo  dell’ occhio  va  sempre  sce- 
mando, a misura  che  si  amplifica  la  superficie  della  pittura. 

84°.  Telescopio  o cannocchiale  terrestre-  Le  immagini 
degli  oggetti  osservate  col  telescopio  astronomico  sono  inverse; 
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il  cannocchiale  terrestre  le  rovescia  nuovamente,  e le  fa  appari- 
re diritte  come  gli  oggetti  rappresentati:  esso  è perciò  composto 
di  due  telescopi!  astronomici;  o meglio  di  una  lente  oggettiva  L, 
e di  tre  lenti  oculari  uguali  L L",  L'"  (tig.  22fia  ).  La  lente 
oggettiva  L genera  presso  il  suo  foco  l’ immagine  inversa  F"IJT 
di  un  oggetto  lontano  quindi  siccome  la  prima  lente  ocu- 

lare L'  si  dispone  in  modo  che  abbia  il  suo  foco  principale  io 
F",  perciò  i raggi  che  partono  da  ciascun  punto  della  prima  im- 
magine F"II",  escono  dalla  lente  L ' paralleli  al  rispettivo  asse, 
e l’occhio  applicato  alla  medesima  lente  vedrebbe  ad  una  di- 
sianza grandissima  un’  altra  immagine  1 dell’  oggetto.  Di  che 
le  due  lenti  L ed  L'  agiscono  a guisa  di  un  semplice  telescopio 
astronomico  : per  conseguenza  chiamando  p,  ed  e,  le  loro  distan- 
ze focali,  p'  ed  t le  distanze  dell’  oggetto  da  L e dell’  immagi- 
ne I da  L\  giusta  la  formola  (X”)  del  numero  precedente , 
avremo 


Questa  iramagiue  I ò rovesciata,  o si  raddrizza  per  mezzo  delle 
altre  due  lenti,  le  quali  fanno  I’  utlìcio  di  un  altro  telescopio  sem- 
plice rispetto  ad  1 considerato  come  oggetto  assai  lontano. 

Pertanto  i raggi  che  partono  da  ciascun  punto  di  F"H"  ed 
escono  paralleli  dalla  lente  U come  se  provenissero  da  un  ogget- 
to assai  lontano  1,  dopo  avere  attraversalo  la  terza  lente  L", 
vanno  a formare,  come  ò chiaro,  un’immagine  reale  e diritta 
F'II'  nel  foco  principale  della  medesima  lente  L":  in  fine  col 
mezzo  della  quarta  lente  L'"  si  produrrà,  come  nel  telescopio 
astronomico,  un’  ultima  immagine  FH  dell’  oggetto;  e questa  im- 
magine si  farà  vedere  pur  diritta  all’occhio  applicato  in  L"'.  Or 
chiamando  9,  e d,  le  distanze  focali  della  terza  c quarta  lente, 
9/  e d le  rispettive  distanze  dell’oggetto  1 da  L"  c dell’ immagi- 
ne FH  da  V",  avremo  pel  secondo  elemento  del  cannocchiale 
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terrestre  una  forinola  somigliante  a quella  che  abbiamo  scritta  pel 
primo  elemento,  cioè 


I 


Eliminata  la  quantità  1 dalle  due  foratole,  risulterà  la  grandezza 
lineare  dell'  immagine  osservata  relativamente  al  suo  oggetto,  e sarà 

™=r,  ■ + ■ t-  f™"-  ‘ 

Ma  poiché  sodo  uguali  per  ipotesi  le  lenti  oculari,  e le  due  di- 
stanze e e 6'  sono  infinite,  si  avrà  perciò  £,  = 0,  ed  e = G':  dun- 
que la  foratola  diviene  più  semplice,  e riducesi  a quest’ altra 

FH=-Ì  . . 

P 

Una  tal  foratola  è identica  colla  foratola  (XT>)  già  ottenuta  nel 
telescopio  astronomico:  quindi  anche  pel  cannocchiale  terrestre  si 
conchiude  che  la  grandezza  apparente  di  un  oggetto  veduto  collo 
strumento  sta  alla  grandezza  apparente  del  medesimo  oggetto  os- 
servato ad  occhio  nudo,  come  la  lunghezza  focale  dell’ oggettivo 
sta  alla  lunghezza  della  lente  ocalare. 

85°.  Cannocchiale  di  Gallico.  Udita  appena  la  invenzione 
fatta  nelle  Fiandre,  di  uno  strumento  che  ravvicinava  alla  vista 
di  un  osservatore  gli  oggetti  lontani,  Galileo  senz’  altro  sapere  si 
applicò  tosto  pel  primo  alla  costruzione  di  un  cannocchiale,  col 
quale  scoprì  poscia  i satelliti  di  Giove,  le  fasi  di  Venere,  le  mon- 
tagne della  Luna,  e molti  altri  fenomeni  intorno  ai  corpi  celesti. 
Consiste  il  cannocchiale  di  Galileo  in  due  lenti  (fig.  227»  ),  dei- 
quali  l’ oggettiva  l è biconvessa,  e l’ oculare  L è per  contrario  bi- 
concava. La  prima  lente  / produce  un’  immagine  FU',  reale  ed  in- 
versa, dell’  oggetto  F'H"  che  trovasi  innanzi  al  foco  principale 
della  medesima  lente:  ma  come  tra  l’ oggettivo  l,  e la  immagine 
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FH'.  è posta  la  lente  divergente  1.;  così  i raggi  che  provengono 
da  ciascun  punto  dell’ oggetto,  per  es.  dai  punti  estremi  F"  ed  H", 
dopo  il  loro  passaggio  per  l e avanti  di  concorrere  nei  rispettivi 
fochi  coniugati  F'  ed  H',  incontrano  l'oculare  biconcava  L che  li 
hi  divergere  c camminare,  come  se  procedessero  dai  punti  F ed 
H.  Di  tal  guisa  formasi  tra  le  due  lenti  una  seconda  immagine 
FH,  virtuale  e diritta,  dell’  oggetto  F"H";  e questa  è l’ immagine 
che  si  osserva  dall’  occhio  applicato  in  A'. 

Il  cannocchiale  di  Galileo  non  differisce  dal  microscopio  com- 
posto se  non  in  questo,  che  la  sua  lente  oculare  essendo  biconca- 
va, ha  negativa  (IO0.  4)  la  distanza  del  foco  principale.  Laonde 
ritenute  le  stesse  denominazioni,  e cangiata  solo  d,  in  — 8„  sus- 
sisteranno nei  presente  caso  le  stesse  formolo  che  nel  microscopio 
composto  (80°.  A",  A",  AT),  cioè 


<n 


Se  1’  oggetto  da  osservarsi  non  è molto  distante,  allora  le  formo- 
lo (A™)  non  debbono  punto  modificarsi,  e si  adoprano  così  come 
le  abbiamo  scritte:  colla  prima  si  determina  la  distanza  dell’  im- 
magine reale  F'H'  della  lente  oggettiva,  colla  seconda  si  conosce 
l’ ingrandimento  prodotto  dal  cannocchiale  nell’oggetto  veduto  in 
FH,  e colla  terza  si  stabilisce  la  distanza  che  deve  frappisi  fra 
l’oggettìvo  e l’oculare,  affinchè  l’immagine  virtuale  FH  slavista 
distintamente. 

Se  poi  l’ oggetto  da  ossservarsi  sia  molto  lontano,  allora  poten- 
do trascurarsi  p,  in  confronto  della  quantità  |3',  la  prima  forinola 
diviene  j3  = f3f,  e ci  mostra  che  l’ immagine  reale  F'H'  è situata 
nel  foco  della  lente  oggettiva;  e posto  ancora  che  la  distanza  focale 
d,  sia  assai  piccola  in  risguardo  della  distanza  coniugata  d,  la 
terza  formola  converlesi  in  quest’ altra  A a = p,  — d„  e ci  dica 


p=  -77 p-  » FH  = — Pv  F"H"; 

P'-P.  s,  P— P. 


Afl=  ~aJ 


P'P. 


». 


P-P,  8-*, 
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che  per  la  visione  distinta  la  distanza  delle  due  lenti  deve  ugua- 
gliare la  differenza  o la  somma  algebrica  delle  loro  lunghezze  fo- 
cali, sicché  i rispettivi  fochi  coincidano  in  un  medesimo  punto  F. 
La  seconda  formola  pur  si  riduce  e può  scriversi  in  questo  modo 

FH  _ p,  F"H" 

~T~—  <J,  • p'  ’ 

FI1  F"H" 

dove  rappresentando  i due  rapporti  — g—  , — gli  angoli  ottici 

a ed  w,  o le  grandezze  apparenti  dell’oggetto  veduto  col  can- 
nocchiale e adocchio  libero,  si  deduce  *:u)  = /Bl: — d,  come  ne- 
gli altri  telescopi^  e cosi  l’ingrandimento  che  è dato  dal  rapporto 
delle  grandezze  apparenti  a ed  w,  vale  il  raparlo  della  lunghezza 
focale  dell'  oggettivo  alla  lunghezza  focale  dell’  oculare. 

86°.  Telescopio  di  Newton.  I telescopi'!  che  abbiamo  consi- 
deralo nei  numeri  precedenti,  diconsi  telescopi i a rifraiione\  con- 
sideriamo ora  i telescopi i a riflessione , cioè  quelli  in  cui  la  rifles- 
sione è combinata  colla  rifrazione.  Nel  telescopio  a riflessione  di 
Newton  i raggi  provenienti  da  uu  oggetto  vanno  prima  a 

cadere  su  di  uno  specchio  sferico  concavo  SS'  (tig.  228»  .)  che  è 
adattato  nel  fondo  del  cannocchiale,  e quindi  riflessi  formerebbero 
un’  immagine  reale  ed  inversa  F"H":  ma  siccome  fra  il  centro  A 
e il  foco  Fff  si  trova  uno  specchietto  piano  P,  inclinato  ad  angolo  di 
45°  sull’  asse  dello  specchio  sferico,  e sostenuto  da  un  sottile  braccio 
che  ò fisso  allo  strumento;  così  i raggi  riflessi  dallo  specchio  sferi- 
co sono  intercettati  dallo  specchio  piano  e rimandati  verso  un’a- 
pertura praticala  nel  fianco  del  tubo  e munita  di  una  lente  conves- 
sa L.  Di  tal  guisa,  un  poco  al  di  là  della  lente,  formasi  un’  im- 
magine orizzontale  F'H'  uguale  all’altra  immagine  F'H"  che  for- 
merebbesi  per  il  solo  specchio  sferico;  e la  medesima  immagine 
FTT  è veduta  mediante  la  lente  in  FH,  come  nel  microscopio 
semplice. 

Pei  determinare  la  relazione  tra  la  grandezza  doli’  immagine  os- 
servata e la  grandezza  dell’  oggetto,  si  chiami  t la  distanza  AF" 
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dell’  oggetto  dallo  specchio  sferico,  ed  r il  raggio  di  questo  spec- 
chio: avremo  (54°.  e') 


F'H'  = F"H"  = a-^—  F'"H'"  . 

2s — r 

Oltre  a ciò,  esprimendo  con  <ì,  la  distanza  focale  della  lente  L, 
e con  8 la  distanza  dell’  immagine  virtuale  Ffl  dalla  medesima 
lente,  abbiamo  pure  la  forinola 


FH= 


già  stabilita  (79°.  X')  per  una  sola  lente  convessa  o pel  microsco- 
pio semplice:  dunque  la  relazione  cercata  ci  sarà  data  dalla  for- 
inola 


FH=  - 


r 

2T=r 


FH  r F'"IT" 

Può  questa  mettersi  sotto  l’ aspetto  -y  = — , quando 

le  quantità  <J,  ed  r meno  cosi  piccole  che  possano  trascurar- 
si l’uua  in  confronto  della  disianza  <J,  e l’ altra  in  confronto  del- 

FU  F'"H'" 

la  distanza  z : e poiché  i due  rapporti  — y-  , — non  so- 

no altro  che  le  grandezze  apparenti  * cd  w dell’ oggetto  veduto 
col  telescopio  e ad  occhio  libero,  perciò  esisterà  pure  a:  u=r:28l; 
cioè  la  grandezza  apparente  della  immagine  starà  alla  grandezza 
apparente  delPoggelto,  come  il  raggio  dello  specchio  sferico  sta 
alla  doppia  distanza  focale  della  lente. 

87°.  Telescopio  <u  Gregory.  Prima  di  Newtou,  Gregory 
avea  proposto  l’uso  di  due  specchi  sferici  per  la  costruzione  di 
un  telescopio.  Ecco  come  questo  progetto  fu  poi  messo  in  ese- 
cuzione. Un  grande  specchio  concavo  SS'  (fig.  229»  .)  è forato 
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Del  mozzo,  e produce  colla  riflessione  de’  raggi  luminosi  un’  imma- 
gine reale  ed  inversa  F"H"  dell’ oggetto  questa  immagi- 

ne formasi  fra  un  altro  specchietto  pur  concavo  ss',  e il  suo  cen- 
tro c;  onde  si  genera  una  seconda  immagine  reale  e raddrizzata 
F'fl',  la  quale  si  osserva  colla  lente  biconvessa  L in  FH. 

Ciò  posto,  sieoo  r ed  r'  i rispettivi  raggi  dello  specchio  mag- 
giore, e dello  specchio  minore;  z e i'  dinotino  le  distanze  F"'A 
ed  Fa  dell’oggetto  dal  primo  specchio  SS',  e dell’  immagine  F'H" 
dal  secondo  specchio  ss':  avremo  (54°.  e') 


F"H"=  s--  F'"H'", 

zz  — r 


r' 

2z' — r1 


Di  più  rispetto  alla  immagine  osservata  con  la  lente,  abbiamo  co- 
me nel  numero  precedente  FH  = -^±^  F'fl';  dunque  infine  la 

relazione  dell’ immagine  e dell’  oggetto,  nel  presente  telescopio  ci 
vien  data  dalla  equazione 


fh=Ì+A. 


2* — r ' 2z' — r1 


-F'"H" 


88*.  Occhio  ed  occhiali.  L’  organo  della  visione  è l’occhio, 
che  consiste  in  un  globo  un  jioco  sporgente  nella  parte  anteriore, 
e si  compone  di  diverse  membraue  ed  umori.  La  membrana  ester- 
na, onde  l’occhio  è avviluppalo  tutto  all’  intorno,  è trasparente 
nella  parte  anteriore  visibile,  e dicesi  cornea  ; è opaca  nella  par- 
te posteriore  invisibile,  e chiamasi  sclerotica.  Alla  prima  succede 
un’altra  membrana,  la  quale  è nera  e prende  il  nome  di  coroi- 
de nella  parte  posteriore,  contigua  alla  sclerotica  ; ò variopinta  e 
distinguasi  col  nome  d’ iride  nella  parte  anteriore,  che  trovasi 
sotto  la  cornea  trasparente  -.  l’ iride  è munita  di  un  foreliino  ro- 
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tondo  che  forma  la  pupilla,  e può  dilatarsi  e restringersi  in  mo- 
do da  non  far  passare  nell'  interno  dell’  occhio  se  non  la  quantità 
di  luce  necessaria  e sufficiente  alla  visione  distinta  degli  oggetti. 

Dietro  l’ iride,  tra  la  corona  ciliare , vi  ha  un  umore  pelluci- 
do e tenace  che  ò detto  cristallino,  ed  ha  la  forma  di  lente  un 
po'  più  convessa  alla  sua  faccia  posteriore  che  ucll'  anteriore:  in- 
nanzi al  cristallino  trovasi  1'  umore  acqueo  che  è fluido  e limpi- 
do, ed  occupa  la  porzione  dell’  occhio  compresa  tra  la  cornea  e 
la  lente  cristallina;  e dietro  a questa  lente  sta  un  terzo  umore 
che  per  essere  somigliante  al  vetro  fuso  dicesi  vitreo , e riempie 
tutta  la  cavità  posteriore  dell'occhio.  L’umore  vitreo  è circondato 
per  ogni  parte  dalla  retina,  che  si  stende  sulla  coroide,  ed  è un 
tessuto  di  piccoli  filamenti  o nervi  sottilissimi:  comunicano  que- 
sti col  nervo  ottico,  ossia  con  un  nervo  maggiore,  il  quale,  at- 
traversata la  coroide  e la  sclerotica  nel  fondo  dell'  occhio,  procede 
oltre  e va  in  fine  a terminare  nel  cervello. 

89*.  Essendo  f occhio  così  costituito,  è chiaro  il  modo  con  cui 
n opera  la  visione.  I raggi  luminosi,  partendo  dai  singoli  punti 
di  un  oggetto  esterno,  entrano  divergenti  nell’  occhio  per  mez- 
zo della  sua  pupilla;  o trapassando  quindi  pei  diversi  umori,  si 
rifrangono  così  che  convergano  di  nuovo  e vadano  a raccoglier- 
si in  altrettanti  punti  presso  la  retina  nel  fondo  dell'  occhio  : di 
tal  guisa  si  dipinge  sulla  retina  un’  immagino  rovesciata  dell'og- 
getto esterno  ; e questa  immagine  è veduta  o sentita  da  noi,  me- 
diante f impressione  prodotta  o il  movimento  eccitato  nei  corvet- 
ti della  retina,  e trasmesso  da  questi  al  nervo  ottico  e al  cer- 
vello. 

Il  rovesciamento  dell’  immagine  nel  fondo  dell’  occhio,  non  im- 
pedisce che  I’  oggetto  si  vegga  diritto  nella  sua  posizione  natu- 
rale; perchè  siamo  usi  di  riferir  sempre  i diversi  punti  delle  im- 
magine ai  punii  corrispondenti  dell’  oggetto.  E le  due  immagini 
chejsi  formano  ne’  due  occhi,  non  impediscono  che  veggasi  un 
solo  oggetto;  perchè  esse  cadono  su  parti  omologhe  della  retina, 
e così  nell’  anima  le  due  sensazioni  si  confondono  in  una  sola  ; 
allora  gli  oggetti  appariscono  duplicali,  quaudo  le  immagini  for- 
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mansi  ne'  due  occhi  in  parti  dissomigliami,  come  avviene  a chi 
prema  leggermente  col  dito  un  suo  occhio  da  una  parie.  Final- 
mente le  diverso  distanze  non  impediscono  che  tra  certi  limili  un 
oggetto  possa  sempre  discernersi  distintamente:  perchè  la  lente 
cristallina,  per  dilatazione  o per  contrazione  della  membrana  in 
cui  è chiuso  Tumore,  può  rendersi  più  o meno  convessa;  e cosi 
può  accostarsi  o allontanarsi  dalla  retina  in  modo,  che  l'imma- 
gine dell1  oggetto  collocato  a distanze  differenti  cada  sempre  sulla 
medesima  retina. 

90°.  Vero  è che  alcuni  sono  presbiti  o di  lunga  vista,  nè 
possono  ben  distinguere  gli  oggetti  troppo  vicini;  altri  per  con- 
trario sono  miopi  o di  vista  corta,  e malamente  distinguono  gli 
oggetti  lontani.  11  presbitismo  che  è comune  ne’  vecchi,  nasce 
da  mancanza  di  sufficiente  convessità  nella  lente  cristallina,  o 
da  una  perdila  di  forza  rifrangente  negli  umori  dell*  occhio  ; per 
cui  i raggi  di  ciascun  puuto  di  un  oggetto  vicino,  procedendo 
con  soverchia  divergenza,  non  possono  riunirsi  a formare  l'im- 
magine se  non  al  di  là  della  retina:  per  converso  il  miopis- 
mo che  si  trova  in  molti  giovani,  deriva  da  un  eccesso  di  con- 
vessità uel  cristallino  o di  forza  rifrangente  negli  umori;  di  che 
i raggi  provenienti  dai  singoli  punti  di  un  oggetto  lontano, 
andaudo  nell'  occhio  con  soverchia  convergenza,  si  riuniscono  e 
formano  T immagine  innanzi  di  arrivare  alla  retina,  c non  sono 
su  questa  sensibili.  È quindi  chiaro  che  per  correggere  il  pre- 
sbitismo, bisogna  rendere  più  convergenti  i raggi  inviati  dai  pun- 
ti deJT  oggetto,  come  se  questi  raggi  provenissero  da  un  ogget- 
to più  lontano  e avvicinassero  T immagine  al  cristallino,  forman- 
dola sulla  retina  : all’  opiwslo  per  correggere  il  miopismo,  biso- 
gna rendere  più  divergenti  i raggi  inviali  sotto  coni  luminosi  dai 
punti  dell’  oggetto,  come  se  questi  raggi  partissero  da  un  ogget- 
to piu  vicino  c allontanassero  T immagine  dal  cristallino,  portan- 
dola fino  alla  retina.  Il  primo  effetto  è prodotto  da  lenti  conves- 
se, di  cui  devono  perciò  far  uso  i presbiti,  per  vedere  distinta- 
mente  gli  oggetti  vicini;  il  secondo  effetto  si  ottiene  con  lenti  con- 
cave, di  cui  perciò  abbisognano  i miopi,  per  distinguere  bene  gli 
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oggetti  ioulaui:  peraltro  le  curvature  da  darsi  alle  lenti  convesse 
o concave,  di  cui  sono  composti  gli  occhiali  per  uso  de’  presbiti 
o de'  miopi,  dipende  dal  maggiore  o minor  difetto  della  vista  di 
chi  le  adopera;  e quindi  per  dare  alle  medesime  lenti  una  giu- 
sta curvatura  e distanza  focale,  conviene  prima  sapere  a qual  di- 
stanza dall’  occhio  la  persona  vegga  più  distintamente  un  oggetto. 

Pertanto  in  primo  luogo  sia  3 la  distanza  della  visione  distin- 
ta per  un  presbila,  e 3'  sia  la  distanza  di  un  oggetto  più  vicino 
al  suo  occhio:  affinchè  I’  oggetto  si  vegga  distintamente,  fa  d’uo- 
po che  sia  trasportato  nella  sua  immagine  dalla  distanza  3'  alla 
distanza  3,  sicché  1’  estremità  di  questa  seconda  lunghezza  sia  il 
foco  virtuale  e coniugato  rispetto  al  punto  estremo  della  prima 
lunghezza.  Ora  si  può  facilmente  determinare  con  una  forinola  la 
distanza  focale  principale  3,  che  deve  avere  una  leute  convessa, 
per  produrre  alla  distanza  3 un’  immagine  virtuale  dell’  oggetto 
posto  alla  distanza  3',  e per  operare  così  nel  presbita  la  visione 
distinta:  perocché  pigliando  3 negativamente,  la  seconda  equazio- 
ne (9"'.  73°)  ci  darà 


Poniamo  per  es.  3 = 0*»,  81  e 3'  = 0»*,  27  ; avremo  3,  =0«  , 
405  per  la  distanza  del  foco  principale  e reale  della  lente  con- 
vessa che  produce  nel  presbita  la  visione  distinta. 

In  secondo  luogo  sia  3 la  distanza  della  visione  distinta  per  un 
miope,  e 3'  sia  la  distanza  di  un  oggetto  più  lontano  dal  suo  oc- 
chio: la  lente  concava  da  usarsi  dovrà  avere  una  tale  distanza 
focale  3„  che  l’oggetto  sia  ravvicinalo  e la  sua  immagino  si  for- 
mi alla  distanza  3.  Onde  anche  in  questo  caso  varrà  la  forinola 


Facciamo  per  es.  3=0»», 135  e 0»»,27;  otterremo  3,=  — 0»*,27 
per  la  distanza  del  foco  principale  e virtuale  delta  lente  concava, 
che  opera  la  visione  distinta  nella  persona  miope. 

FINE 
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